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La formule de Weyl

|7 ® Soit V une fonction continue de R? & valeurs positives , et T
h €]0, 1] un petit parametre .
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La formule de Weyl

® Soit V une fonction continue de R? & valeurs positives , et T
h €]0, 1] un petit parametre .

® ConditonND: V(x) — 400 quand |x| — +oc
s Vh €]0,1], l'opérateur Hy, = —h?A + V défini sur L?(RY) est
essentiellement auto-adjoint et a résolvante compacte

# comportement asymptotigue semi-classique de son
spectre :
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La formule de Weyl

® Soit V une fonction continue de R? & valeurs positives , et T
h €]0, 1] un petit parametre .

® ConditonND: V(x) — 400 quand |x| — +oc
s Vh €]0,1], l'opérateur Hy, = —h?A + V défini sur L?(RY) est
essentiellement auto-adjoint et a résolvante compacte

# comportement asymptotigue semi-classique de son
spectre :

N\ Hp) ~ h™42n) %y /Rd()\ ~V(@)dz (b —0)

® N()\ Hp) : nombre de valeurs propres inférieures a une
énergie fixée .

® v, : volume de la boule unité , W, : partie positive de W'.

o |
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Remarques

fSi I'on pose h = 1 |la formule précédente donne I' asymptotique a T
grande énergie de l'opérateur H1 = - A+ V .

N\, Hi) ~aotoo (2m) %y /Rd()\ — V(CIJ)):Z_/2CZ3?
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Remarques

- N

Dans les deux cas : correspondance asymptotique entre

® |e nombre de valeurs propres inférieures a \ et
® l|e volume, dans I'espace des phases, de I'ensemble
{(z,8) € T*(RY), H(x,&) < A},

H(x, &) = €2 4 V(x) est le symbole principal de Hj, et aussi le
Hamiltonien de la dynamique classique associée.

Que se passe-t-il pour un opérateur de Schrodinger dont le spectre
est discret sans que la condition (ND) soit vérifiee?

o |
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Exemple

-

fSi la condition (ND) n’est plus vraie, il se peut que le volume de
{(x,€) € T*(RY), H(x,€) < A} soit infini, ce qui enléve son sens a
la formule de Weyl.
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Exemple

Exemple : V(y,2) = (1+9°) 2> 2= (y,z) € R%.
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Exemple

Exemple : V(y,2) = (1+9%) 2° == (y,2) € R%.
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Un autre exemple de degénérescence

-

Laplaciens magnétiques Hj,(A) = ((hV —iA))?.

® Dégeénérescence .
H(z, &) = (€ — A(x))?, le symbole principal de Hj,(A), s’annule
sur une variété non compacte de T*(R™).
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Un autre exemple de degénérescence

-

Laplaciens magnétiques Hj,(A) = ((hV —iA))?.

® Dégeénérescence .
H(z, &) = (€ — A(x))?, le symbole principal de Hj,(A), s’annule
sur une variété non compacte de T*(R™).

® Quand le potentiel magnétique A vérifie des conditions de type
"bouteille magnétique", le spectre de Hy(A) est discret.
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Un autre exemple de degenérescence

-

Laplaciens magnétiques Hj,(A) = ((hV —iA))?.

® Dégeénérescence .
H(x, &) = (€ — A(x))?, le symbole principal de Hj,(A), s’annule
sur une variété non compacte de T*(R™).

® Quand le potentiel magnétique A vérifie des conditions de type
"bouteille magnétique", le spectre de Hy(A) est discret.

On peut alors définir la fonction de dénombrement N (A, H,(A)),
et la question se pose de trouver une alternative a la formule de
Weyl.

o |
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Bouteilles magnetiques en mécanique classique

- N

® La trajectoire dans R? d’une particule de masse m,
H .
de charge ¢, soumise a un champ magnétique B est déecrite
H
par 'équation de Lorentz: mi =ex A B .

. . 1
® lagrangienassocié (m=e=1): L(z,i) = 5 il 4+ & - A(x)
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Bouteilles magnetiques en mécanique classique

-

La trajectoire dans R? d’une particule de masse m,
H .
de charge ¢, soumise a un champ magnétique B est déecrite
_>
par 'équation de Lorentz: mi =ex A B .

. . 1
Lagrangien associé (m=e=1): L(z,&) = 5 il 4+ & - A(x)
o, oL .
Moments conjugués : §&; = T =1+ A(x)
Lj

Hamiltonien : H(x,&) =&x — L(x,2) = %(g — A(x))? .

B constant —> H intégrable
Trois intégrales du mouvement : I'énergie H, le rayon de

2
Larmor p = %+ et le moment magnétique I = L.
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Champ symetrigue linéaire

g(x,y,z) = (z,y, —22) . T

Coordonnées cylindriques :
B = d(—1%2) A df — A= (A, A9, A,)=(0,-1rz0).

Lignes de champ : @ = constante et r?z = constante.
Moments conjugués : (&, &, &) = (7,72(0 — 2), 2)

Hamiltonien : H(r, 8, z, &, &9, &) = 5(62 + £2) + 52 (& + 122)% .
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Champ symetrigue linéaire

B(z,y,2) = (z,y, —27) . T
Coordonnées cylindriques :
B = d(—r%z) A d) — A= (A, Ay, A,) = (0,—7z,0).
Lignes de champ : @ = constante et r?z = constante.
Moments conjugués : (&, &, &) = (7,72(0 — 2), 2)

Hamiltonien : H(T, (97 Zag’m 69752) _ <€2 + £2) 27a2 (f@ + T22)2 :

& = -9 — ¢ intégrale premiére du mouvement.

Nous sommes ramenes a I'étude d’un hamiltonien a 2 degrés
de liberté :

1

2.\2
HM(TVZafTafZ) — 5(57% ‘|’§2) + (M—I—T Z)

272 ' J
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Trajectoire et ligne de champ

. N

= &9 = &p(0) fixée parles C |, ainsique F = H;;(0).

Ligne de champ (L)
définie par 12z = —M

. Ve ., s 2 . . . N
Linégalité < FE contraint la trajectoire a rester dans une

Lbande BB autour de (Lyy). J
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Le hamiltonien en coordonnées curvilignes

- N

® O, :lepoint unique pour lequel la norme B sur (L) est
minimale .

® Nouveau systeme de coordonnees : P(r,z) = P(u,v) :
» v : distance de P(r,z) a la ligne de champ (L)

» u : abcisse curviligne de la projection de P sur (Lyy),
(€25 est choisi comme origine).

o |
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Le hamiltonien en coordonnées curvilignes

Qs : le point unique pour lequel la norme B sur (L)) est
minimale .

Nouveau systeme de coordonnées : P(r,z) =— P(u,v) :
» v : distance de P(r,z) a la ligne de champ (L)

» u : abcisse curviligne de la projection de P sur (Lyy),
(€25 est choisi comme origine).

Le hamiltonien H/(u, v, &y, &) peut étre rendu proche de

-

! & L2 B2 01,2
Ho(u, v, 8w, &) = <[ 2) + 3 (&5 + B*(u,0)v7) .

~ 2 \[1 + vk(u)]

k(u) courbure de (Ljs) au point (u, 0)

|
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Remarque

- N

1 1 1
Ho(u, v, &) & 58+ 56 +V(ww) . Vwv) = 5B (u,0)v°

o |
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Remarque

-

1 1 1
Ho(u, v, &) & 58+ 56 +V(ww) . Vwv) = 5B (u,0)v°

Quantification de Weyl — opérateur H;, = —h*’A +V

L V potentiel dégénéré J
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Action transversale

-

® Proposition : Pour toutes conditions initiales telles que
2
F< ;—G\M\% (CI)
» la distance v de la trajectoire a (L,;) est d’au plus ¢

» il existe une constante C(E, M) telle que

|HM(U7U7€U7€’U) o HO(“)”)@&?&U)‘ < CES

o |
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Action transversale

|7 ® Proposition : Pour toutes conditions initiales telles que T

62

EVELIE
E < —|MP/* (CD

» la distance v de la trajectoire a (L,;) est d’au plus ¢

» il existe une constante C(E, M) telle que
|7{AICU,U,§U,55)'—'7{0(U,U,€u,§v)‘<:(7€3

#® Le hamiltonien H,, = 3 (£2 + B*(u,0)v?) représente a u fixé
I’énergie d’'un oscillateur harmonique . L'action correspondante
est a 27 pres l'aire de I'ellipse H, = cte parcourue par le point

(nyv):
8 B0

2 B(u,0)
. |
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Borner la trajectoire

® La condition (CI) entraine B(u,0)I, < E + Ce’ .

— si I,, est minorée indépendamment du temps, on obtient
une borne pour B(u,0) et donc pour la trajectoire puisque
B(u,0) grandit avec w.

|
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Théoreme (7))

® Soit M fixé . ll existe ¢g > 0 et K > 0 tels que la trajectoire de la
solution est bornée, si les conditions suivantes sont satisfaites

2
(CT) E<%\M\2/3, (CI) I,(0) > 2Ké

pour un e < e€yp.

|
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Théoreme (7))

f ® Soit M fixé . ll existe ¢g > 0 et K > 0 tels que la trajectoire de la
solution est bornée, si les conditions suivantes sont satisfaites

2
(CI) F < %\MW, (CT) 1,(0) > 2Ké3
pour un e < e€yp.

® Les conditions (CI) et (CI)" sont compatibles.
s (CI) = vitesses petites en comparaison des positions

s (CI) = vitesse orthogonale a la ligne de champ pas trop
faible par rapport a I'’énergie totale.

® Exclutle cas z(0) = 2(0) = (0) = 0, ( départ sur la ligne de
champ (L) (la droite # = 6(0), z = 0) avec une vitesse
L parallele a cette ligne). (L() peut étre vue comme le fonds de J

puits pour le potentiel dégénéré V (u,v) = B(u,0) v2.
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Trajectoire

Mo(1,1,0) et V5(0, 15; —0, 25; 0, 25)

\
4 w
—_——g
8 <
Z(t), o>

|
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Trajectoire (suite)

~-1,5
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-

Bouteilles magnetiques en mécanigque quantique

-

® (M, g) variété riemannienne connexe de dimension d
®» A= 2?21 a;dx; 1-forme reelle sur M.

® Pour h €]0,1[ on définit H,(A) = (ihd+ A)*(thd+ A),
(thd+Au=ihdu+uAd,Vu € Cy7(M).

® Le champ magnétigue est la 2-forme exacte B = dA .

|
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°

Bouteilles magnetiques en mécanigque quantique

-

(M, g) variété riemannienne connexe de dimension d
_ \d Ay - :
A=) % _;a;dr; 1-forme reelle sur M.

Pour h € |0, 1] on définit H,(A) = (ihd+ A)*(ih d+ A) ,
(thd+Au=ihdu+uAd,Vu € Cy7(M).

Le champ magnétique est la 2-forme exacte B = dA.

A la 2-forme B on associe un opérateur linéaire Lp
dA(X,Y) = ¢(Lg.X,Y); VX,Y €eTM xTM .

L'intensité du champ magnétique b est alors
1 * 1/2

|
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Bouteilles magneétiques, suite de la définition

- N

® Changement de jauge
Si A’ = A + d¢ est un autre potentiel magnétique associé a B,
les opérateurs H,(A) et H,(A’) sont unitairement équivalents.

o |
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Bouteilles magneétiques, suite de la définition

-

Changement de jauge
Si A’ = A + d¢ est un autre potentiel magnétique associé a B,
les opérateurs H,(A) et H,(A’) sont unitairement équivalents.

Conséquence : Hy(A) et H,(A’) ont le méme spectre,

ce qui permet de donner un sens a la définition suivante
On dit que (M, h, B) est une bouteille magnétique si

1) H;(A) est ess. auto-adjoint avec domaine C5°(M; L)
2) H,(A) est a résolvante compacte.

Il existe des conditions nécessaires et des conditions
suffisantes pour que Hy(A) soit a résolvante compacte.
(J .Avron,l.Herbst et B.Simon, A.Dufresnoy, A.lwatsuka)

|
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Bouteilles magnétiques, le cas euclidien

-

(M, g) est I'espace euclidien R?

d
® Hy(A) = Z(éi - a;)?

1 &Uj

-

j=1

o |
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Bouteilles magnetiques, le cas euclidien

-

(M, g) est I'espace euclidien R?

-

d
® Hy(A) = Z(@i—%‘)Z

1 0%
j=1 J

® il existe, pour tout z € R%, une base orthonormée (e;(r)) de R?

r(x)

t.q. B(z Zb z)dzj A dy;, bi(z) > ba(w) > ... > by > 0.

® Lintensité du champ est la norme du vecteur (b;(z));. Les
b;(x) sont les modules des valeurs propres non nulles de
I'endomorphisme Lp associé a B(x) et 2r(x) est son rang.

® Onpose pourtoutz d= 2r(x)+ k(x).

o |
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Asymptotique a grande énergie

f’ (B1) limz—e0 | B(2)]| = 00 T
® (B) 3C>0tq. |lz—2'| <1 = ||B(z)]| <C||B(z')]
® (B3) M(x) = o(| B(z)||2) quand ||z — oo

ol M(z) = max|g_s (susz_CC,||§1 HDﬁA(x')H).

o |
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Asymptotique a grande énergie
® (B1) lim)y) o [|[B(z)]| = o0
f’ (B2) 3C>0tQq. lz—a'| <1 = |[|B(=)]| < C|B(a')] -
® (Bs) M(z) = o(|| B(z)|?) quand [z]| — oc
0l M (x) = max|g)—y (supj,_o<1 [DPA)]).

Théoreme (Y. Colin de Verdiere, 86 )

Sous (B; — Bs), (R4, 1, B) est une bouteille magnétique et
N\, Hi1(A)) se comporte (quand A — +o00) comme

r * T

NE(N) = /Rd Crr] [ 0:i(2) > (A= (20 + Dby( ))’“/2 dx

Ckm:(%j)—’;m,%_voldelabudeRk Z Z

L (n1,...ny) €Z+ | J

k et r dépendent de z
2008 — p. 20



Densité d’état

s ona NEO) = [ v N

avec

* r

Vi) (A) = Crr H bi(2) S (A=Y (2n + Dbia)) .

1=1

Si B est constant, vz () s'interprete comme la densité d’état
pour I'op. de Schrédinger dans R?.

o |
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Densité d’état

s ona NEO) = [ v N

avec

* r

- k/2
v (A) = Ciy [T i) Y (0= - (@ni + 1)bi()) /2 .
1=1 1=1
Si B est constant, vz () s'interprete comme la densité d’état
pour I'op. de Schrédinger dans R?.

® Npr(A): fonction de denombrement du pb de Dirichlet pour le
champ constant B dans le cube [0, R].
Théoreme (Y. Colin de Verdiere ) Il existe une constante C' ne
dépendantque ded t. . VAavec0 < A < R/2:

> NB,R()\) S Rd VB()\).
L s Npr(\) > (R—A)vp(\—C/A2). J
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Asymptotique semi-classique

d d

h 0O 1 0 ;i\ 92

j=1 J i=1

H1(A/h) estI'opérateur de Schrodinger (non semi-classique)
associe au champ magnétique % .

® ) énergie fixée — N\, Hp(A)) = N( h—Ag, Hi(A/h) ),

® Théoreme (T) Sous les hyp. (B; — B3), (R%, h, B) est une
bouteille magnétique et pour tout A , N(\, Hy,(A)) se comporte

1
(quand h — 0) comme ﬁNﬁg(A) .

o |
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Asymptotique semi-classique

d
h O 1 0 a9
f Hy(A) = Z<;@7_a3’)2 ,H1(A/h):Z(_-—__j) . T
71=1 1=1
H1(A/h) estI'opérateur de Schrodinger (non semi-classique)

-, V] B
associé au champ magnétique % .

® ) énergie fixée —> N(\, H,(A)) = N( h—Ag, Hy(A/h) ),

® Théoreme (T) Sous les hyp. (B; — B3), (R%, h, B) est une
bouteille magnétique et pour tout A , N(\, Hy,(A)) se comporte

(quand h — 0) comme iN 2(A) .

hd
Remarque
Sid=2 ona b(z) =|B(x)|]| =b(x), et
1 1

V(M) = 5 / bz) Y [A— (2n+ 1)hb()]] da

o R Ay | B
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Le cas du demi-plan hyperbolique

|7.. Si dim(M) =2, alors dA = bdv,avec |b| = b, T
dv la mesure riemannienne sur M.

® Le champ magnétique est constant ssi b est constant.

o |
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Le cas du demi-plan hyperbolique

Si dim(M) =2, alors dA = bdv,avec |b| = b, T
dv la mesure riemannienne sur M.

Le champ magnétique est constant ssi b est constant.

On considere le cas ou M = H estle demi-plan de Poincaré :
dx? + dy?

y:
s —Ay =y} (D, — A1)? + y* (D, — A2)?,

Aj(z,y) € C*(I;R) ,j=1,2

s b = ¢? (0z A2 — 0y A1)
o dv = y2dzdy .

H = Rx]0,+00[, g =

—A 4 est essentiellement auto-adjoint sur L?(H) .

|
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Le spectre pour un champ constant

On suppose b = y? (0, As — 0, A1) constant.
® Le spectre de —A 4 estessentiel: sp(—A4) =sp..(—A4) .

® Ona sp,(—A4) = [b?+ 1, +00].

o |
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Le spectre pour un Champ constant
On suppose b = y? (0, As — 0, A1) constant.
® Le spectre de —A 4 estessentiel: sp(—A4) =sp..(—A4) .

® Ona sp,(—A4) = [b?+ 1, +00].

® Si0<b<1/2,pasdautre spectre.

® Sib > % , Il existe un nombre fini de valeurs propres de

multiplicité infinie

. . . . 1
spp(—Ba) = {(ZJ+1)b—j+1);j € N, j<b-g}.

o |
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Bouteilles Magnetiques : réesolvante compacte

|7 A4 = y*(De — A1)? + y*(Dy — Az)? T

Hypoth éses de type Bouteilles Magn étiques (BM)

® b(r,y) — 4+oo quand d(xz,y) — —+oo,
d(x,y) : distance hyperbolique de (z,y) a (0,1) .

® JCy >0 t.qg., pour tout champ de vecteurs X sur H ,

Xb| < Co(|b] + 1)\/g(X, X) .

o |
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Bouteilles Magnétiques : résolvante compacte

|7 A4 = y*(De — A1)? + y*(Dy — Az)? T

Hypoth éses de type Bouteilles Magn étiques (BM)

® b(r,y) — 4+oo quand d(xz,y) — —+oo,
d(x,y) : distance hyperbolique de (z,y) a (0,1) .

® JCy >0 t.qg., pour tout champ de vecteurs X sur H ,

Xb| < Co(|b] + 1)\/g(X, X) .

Théoreme (T, A. Morame )
Sous les hypotheses (BM) P(A) = —A 4 est a résolvante
compacte.

o |
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Bouteilles Magnetiques : asymptotique

- N

Pour tout réel )\, on désigne par N (A, P) le nombre de valeurs
propres de P qui sont strictement inférieures a \.

Théoreme (T, A. Morame )

Sous les hypothéses (BM) et pour tout § € ]%, %[ , il existe une
constante ¢ > 0 t.qg.
5w Ju b(m) >~ 25 — 1 — (2k+ 1)b(m)]Y dv
S N()‘a _AA) S
5w Ju b(m) 3125\ — 1 (2K + 1)b(m)]? dv

as(m) = (b(m) 4 1)(2=59)/2

o |
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Corollaire ( T, A. Morame )

-

® Sideplus w(\) = [;[A — b(m)]Sdv vérifie
w((14+7)A) —wA) <C1 7w(N) (%), alors

N\ —Ay) ~ % IHIlo(m) > A- i — (2k + 1)b(m)]Y. dv .
keN

o |
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Corollaire ( T, A. Morame )

-

® Sideplus w(\) = [;[A — b(m)]Sdv vérifie
w((14+7)A) —wA) <C1 7w(N) (%), alors

N\ —Ay) ~ % IHIlo(m) > A- i — (2k + 1)b(m)]Y. dv .
keN

® (%) est satisfaite si w(\) ~ aX*In’ A
avec £k >0,(ouaveck=0et j>0).

o |
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Exemple

- N

X

® bzy) = (5) "4 ) + py)

avec ;j € N* et pi(s), p2(s) se comportant comme des
fonctions polynomiales d’ ordre > 1 pour les grandes valeurs
de s.

® w(\) ~ ar¥In)\ quand A — 400,

o |
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-

o

9

o

9

Exemple

-

X

b(e.y) — (5)2‘7 b o) + (i)

avec ;j € N* et pi(s), p2(s) se comportant comme des
fonctions polynomiales d’ ordre > 1 pour les grandes valeurs
de s.

W) ~ aAZ In ) quand A — +oo

C

2

N —=Ag) ~ —A*Y2In X quand A — +c0 .

|
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Remarque

- N

® Caseuclidien,d =2 :
N\ =A4) ~ o= foo b(@) Spen [ — 2k +1)b ()] da
(b1(z) = || B(x )H— ()

® Cas du demi-plan hyperbolique

N —Ay) ~ 5= [b(m)> oyl — 7 — (2k+ 1)b(m)]Y dv.

4+

Pl =1sip>0, [p|Y =0sip<O.

o |
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Résultats reliés

f.. Résultats sur le demi-plan hyperbolique T
o Laplacien de Maass : (Elstrodt(73), Grosche(88),
Comtet(87), Ikeda-Matsumoto (99), Kim-Lee(02))
» Asympt. constant magnetic fields ,Pauli operators :
(Inahama-Shirai (03))
o Asymptotic distribution for Schrédinger operators
(Inahama-Shirai (04))

® Sur les variétes cuspidales :
Asymptotic distribution for Schrédinger operators

(S.Golénia-Moroianu (08)

o |
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Preuve

- N

® |a méthode du Minimax sur les formes quadratiques

o |
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Preuve

- N

® |a méthode du Minimax sur les formes quadratiques

® Idées

» Se ramener a R?,
o Choisir un bon potentiel vecteur,

» Se |ocaliser dans un "bon" rectangle =— remplacer le
probleme initial par un probleme a champ constant ,

o Ecrire I' asymptotique sur un rectangle a champ constant,

o Faire une partition de l'unité.

o |
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Changement de variables

- N

# difffomorphisme: ¢ : R? — H, (z,y)= ¢(x,t):= (x,¢€)

® opérateur unitaire U : L2(H:dv) — L2(R?;dxzdt)
w(z,t) = (Uu)(z,t) = e /2 u(x,et)  we L2(H).

o |
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Changement de variables

- N

# difffomorphisme: ¢ : R? — H, (z,y)= ¢(x,t):= (x,¢€)

® opérateur unitaire U : L2(H:dv) — L2(R?;dxzdt)
w(z,t) = (Uu)(z,t) = e /2 u(x,et)  we L2(H).

® forme quadratique associée a P(A) = —Ay4 -

a(u) = /H 9(Da — Av)ul? + |y(Dy — Az)ul?] d‘;jiy ue I3(H)

o |
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Changement de variables

- N

# difffomorphisme: ¢ : R? — H, (z,y)= ¢(x,t):= (x,¢€)

® opérateur unitaire U : L2(H:dv) — L2(R?;dxzdt)
w(z,t) = (Uu)(z,t) = e /2 u(x,et)  we L2(H).

® forme quadratique associée a P(A) = —Ay4 -

a(u) = /H 9(Da — Av)ul? + |y(Dy — Az)ul?] d‘;jiy ue I3(H)

— / [|et(Daj — Al)w|2 + [(Dy — etﬁg)w|2 — 1/4|w|2} dxdt
RQ

we L*(R?), Ai(z,t) = Ai(z,e)) ,i=1,2 .

o |
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Jauge et controle du champ

-

® On choisit un potentiel tel que As = 0.

~

Puisque b = y* (9,42 — 9,41) , on prend

~ t ~

Al(x,y):—/ly D@ S) by Ayt ::_/1e b(z, s)

52 52
# La forme quadratique associee est

)= [ [1e1Dx — Ayul? + 1Dl + 1/t dod.
R2

ds

o |
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Jauge et controle du champ

-

® On choisit un potentiel tel que As = 0.

~

Puisque b = y* (9,42 — 9,41) , on prend
Y b _ e
Ai(x,y) = —/1 (, 5) ds =— Aj(x,t) = —/1

t ~

b(x,s)
2

ds

82
# La forme quadratique associee est

)= [ [1e1Dx — Ayul? + 1Dl + 1/t dod.
R2

® |’hypothese (BM) permet de contrbler le champ par un champ
constant sur les cubes de H du type

Q(zo0, yo, a,€0) == {(x,y) / |z — xo| < ago yo, |y —yo| < eovo} :

o |
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Jauge et controle du champ

-

® On choisit un potentiel tel que A, = 0.

~

Puisque b = y* (0,45 — 0yA1) , on prend
Y b . e
Ai(x,y) = —/ ($78>d3 — Aj(x,t) = —/
1 1

" b(z, s)
52

ds

82
# La forme quadratique associee est

)= [ [1e1Dx — Ayul? + 1Dl + 1/t dod.
R2

® |’hypothese (BM) permet de contrbler le champ par un champ
constant sur les cubes de H du type

Q(zo0, yo, a,€0) == {(x,y) / |z — xo| < ago yo, |y —yo| < eovo} :

3(]1 > 0t.qsi b(xg,yg) > 1,
LC anyO < b(.CU y) < (1 b(x()ay()) v (xay> € (2 (CC()ayOaa’agO)- J
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Pavage ddH

6 N

n pave H au moyen des cubes du type

Q(z0,y0,a,€0) == {(z,y) / [z — zo| < ago vo, |y —yo| < eovo}
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Passage dél a R*

Q(zco,yo,a,eo) e {(xay) / ‘.CU _ ZC()‘ < agg Yo, ‘y — yO‘ < 803/0}
b R H, ot = (o) .

Pour tout o € Z*, on désigne par K(«) le rectangle

K(a) =] ea2+o‘2 2 +6a2[><] 1+ +1[
) = 5 € "1, € " 5 5 a9 , (9 5

On a
R? = UyK(a) et Ka)NK(B) =0 si a # .

|
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Pavage deR?

On pave R? au moyen des rectangles K () .

o |
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Surfaces hyperboliques de volume infini

f.. Définition T

(M, g) : surface hyperbolique connexe

J1 J2
j=0 k=1
s M; , I} ouverts de M , M, a fermeture compacte ,

s (j #0: M; isométriques a SxJa?,4o0[ , (cusps )

ds? — y_2( L? o’ + dy2)

(a; et L; sont des constantes > 0)

s F, isométriques a Sx]az, +o0[ , (entonnoirs)

ds: = 1icosh’t df® + dt*

o |
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Asymptotique

-

® Onfixe zg € My eton pose
d: M — Ry d(z) = dg(z,20) ;
ds( ., .) :distance associee a la métrique g.
® (BMSH)
> limd(z)—>oo b(Z) = 400
s |Xb(z)] < Ci(b(z) + De’@|X],
VX e LM, Vze My, j=1,...J1 (C; > 0)
s |XDb(z)] < Ca(b(z) + 1)|X]g
VX e TM,Vz e F,, k=1,...J (CQ > O)

® (T, AMorame ) Sous les hypotheses (BMSH) le théoreme
précedent reste vrai. .

o |
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Corollaire

f ® Sous les hypotheses (BMSH) et si la fonction
wlp) = / [ — b(m)]Ldm vérifie :
M

w (T+7) p) —wp) <CL7wp),

alors N(A\,—A4) ~ %/ N(A—i,b(m)) dm .
M

+00
N (p,b(m)) = b(m) Y [p— (2k+ 1)b(m)  si b(m) > 0,
et N(u,b(m)) = ,u/gzo si b(m) = 0.

o |
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-

® Sous les hypotheses (BMSH) et si la fonction

Corollaire

wlp) = /M [ — b(m)]Ldm vérifie :

w (147) p) —wlp) < C1 7 w(p),
alors N(\,—A4) ~ QL/ N(A—i,b(m)) dm .
T JM

+00
N (p,b(m)) = b(m) Y [p— (2k+ 1)b(m)  si b(m) > 0,
et N(u,b(m)) = ,u/gzo si b(m) = 0.

J2
On peut remplacer/ par Z/ ( les autres contributions
M k=1 Tk

sont bornées par C\) B J
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Exemple

- N

® On considere un champ magnétique du type suivant :

e Sur Fp, b(0,t) = pg(1/cosh(t) ),

s Sur M;, j>0, b0,y = q;j(y) .

» Les p(s) etles ¢;(s) sont pour les grandes valeurs de s des
fonctions polynomiales d’ordre > 1.

® Soit d = max{ax, k = 1...J1}, (a;, ordre de p.(s) ) ; alors
N(X, —Ap) ~ ar!tt/d,

ou « > 0 est une constante ne dépendant que des entonnoirs
F}. sur lesquels p(s) est d’ordre d .

o |
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