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Champs magnétiques en mecanique classique

- N

® La trajectoire dans R? d’une particule de masse m,
H .
de charge ¢, soumise a un champ magnétique B est decrite
H
par 'équation de Lorentz: mi =ex A B .

. . 1
® lagrangienassocié (m=e=1): L(z,&) = 5 il 4 & - A(x)

o |
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Champs magnétiques en mecanique classique

-

La trajectoire dans R? d’une particule de masse m,
H .
de charge ¢, soumise a un champ magnétique B est decrite
_>
par 'équation de Lorentz: mi =ex A B .

. . 1
Lagrangien associé (m=e=1): L(z,&) = 5 il 4 & - A(x)
o, oL .
Moments conjugués : §&; = T E=1+ A(x)
Lj

Hamiltonien : H(x,&) =&x — L(z,2) = %(g — A(x))? .

B constant —> H intégrable
Trois intégrales du mouvement : I'énergie H, le rayon de

2
Larmor p = Y+ et le moment magnétique I = L.

|
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Sommaire

-

® e cadre riemannien

® e demi-plan de Poincaré
® Le Laplacien avec champ magnétique constant
® Résultats reliés
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e cadre riemannien

(M, g) variété riemannienne connexe orientée de dimension n.

Pour toute 1-forme réelle A sur M , on définit

-

—Ay = (1d+A)*(id+A), (d+Au=idu+ud,Vu € CT(M)) .

Le champ magnétique est la 2-forme dA .

|
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e cadre riemannien

(M, g) variété riemannienne connexe orientée de dimension n. T

Pour toute 1-forme réelle A sur M , on définit
—Ay = (1d+A)*(id+A), (d+Au=idu+ud,Vu € CT(M)) .
Le champ magnétique est la 2-forme dA .

On associe a dA un opérateur linéaire B defini sur I'espace tangent
par dA(X,Y) = ¢(BX,Y); VX,Y eTMxTM .

. L, .. 1
Lintensité du champ magnétique b est alors b = St ((B*B)”Q) .

|
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o

e cadre riemannien

(M, g) variété riemannienne connexe orientée de dimension n. T

Pour toute 1-forme réelle A sur M , on définit
—Ay = (1d+A)*(id+A), (d+Au=idu+ud,Vu € CT(M)) .
Le champ magnétique est la 2-forme dA .

On associe a dA un opérateur linéaire B defini sur I'espace tangent
par dA(X,Y) = ¢(BX,Y); VX,Y eTMxTM .

. L, .. 1
Lintensité du champ magnétique b est alors b = St ((B*B)”Q) .
Si dim(M) = 2, alors
® dA = bdv,avec |b| = b,

dv la mesure riemannienne sur M.
o Le champ magnétique est constant < b est constant.

17/11/11 - p. 6



Le demi-plan de Poincare

On considere le cas ou M = H estle demi-plan de Poincare :
dx? + dy?
H = Rx]0,+o00[, g = 5 .
Y

® A4 = (Do~ A1) + Dy — A2)?
avec A= Ai(x,y) dr + As(z,y) dy,et Aj(x,y) € C*(H;R),

o |
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Le demi-plan de Poincarée

On considere le cas ou M = H estle demi-plan de Poincare :
dx? + dy?
H = Rx]0,+o00[, g = 5 .
Y

® A4 = (Do~ A1) + Dy — A2)?
avec A= Ai(x,y) dr + As(z,y) dy,et Aj(x,y) € C*(H;R),

~

® b = y? (0,4 — 0y A1)
® b = |bl,
® dv = y 3dxdy .

o |
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Le demi-plan de Poincarée

On considere le cas ou M = H estle demi-plan de Poincare :

dz? + dy?
H = Rx]0,+o0], g = =T
y

® A4 = (Do~ A1) + Dy — A2)?
avec A= Ai(x,y) dr + As(z,y) dy,et Aj(x,y) € C*(H;R),

~

® b = y°(0,4: —9,4)
® b = |bl,

® dv = y 3dxdy .
Proposition

® A, estessentiellement auto-adjoint sur L?(H) .
On veut étudier son spectre : sp(—Ay4).

» Invariance de jauge :

o

Vo e C*(H;R) . J

17/11/11 —p. 7
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Le spectre pour un champ constant

Le spectre de —A 4+ est essentiel:
Sp(—Aup) =8pg(—Aar) US(b) .

Le spectre absolument continu est donné par
SPee(—An) = [b2 4+ 1, 400 .

|
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L

Le spectre pour un champ constant

Le spectre de —A 4+ est essentiel:
Sp(—Aup) =8pg(—Aar) US(b) .

Le spectre absolument continu est donné par
Spac(_AAb) — [b2 T i? _|_OO[ .
Si0<b<1/2 I'ensemble S(b) est vide,

Sib > 1/2 il est composé d’'un nombre fini de valeurs propres de
multiplicité infinie données par

S(b) = {2/ + Db —j(i+1):j € N, j<b-}.

|
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-

X

°

Résultats reliés : contexte hyperbolique

-

® Résultats sur le demi-plan de Poincaré

Laplacien de Maass: Elstrodt(73), Grosche(88), Comtet(87), Ikeda-Matsumoto
(99), Kim-Lee(02)

Asympt. constant magnetic fields ,Pauli operators : Inahama-Shirai (03)
Asymptotic distribution for Schrodinger operators : Inahama-Shirai (04)
Asymptotic distribution for magnetic bottles : Morame-Truc (08)

|
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Résultats reliés : contexte hyperbolique

- N

® Résultats sur le demi-plan de Poincaré
® Laplacien de Maass: Elstrodt(73), Grosche(88), Comtet(87), Ikeda-Matsumoto
(99), Kim-Lee(02)
® Asympt. constant magnetic fields ,Pauli operators : Inahama-Shirai (03)
Asymptotic distribution for Schrodinger operators : Inahama-Shirai (04)
® Asymptotic distribution for magnetic bottles : Morame-Truc (08)

°

® variétés avec cusps :

® Asymptotic distribution for Schrédinger operators : Golenia-Moroianu (08)
® Spectral analysis of magnetic Laplacians : Golénia-Moroianu (08)

® Surfaces hyperboliques non compactes
Asymptotic distribution for magnetic bottles : Morame-Truc (09)

o |

17/11/11 - p. 9



Surfaces hyperboliqgues géometriguement finies

-

® Definition
(M, g) : surface Riemannienne connexe

- (G0l

e M, , F} ouverts de M , M, a fermeture compacte,
® (j #0: M; isométriques a Sx]a?,+oc , (cusps)

ds? = y_2(L? do* + dy*)

(a; et L; sont des constantes > 0)

® [, isométrique a Sx|a?, +o0o[ , (entonnoirs )

dsi = 7 cosh®tdf* + dt?

(o et T sont des constantes > 0) .

17/11/11 — p. 10



Champ magnétique constant sutM

- -
s (5ol

k=1

® On ne peut pas toujours avoir un champ magnétique constant sur
M, mais

o |
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Champ magnétique constant sutM

o (5ol

k=1

® On ne peut pas toujours avoir un champ magnétique constant sur
M, mais

® V(0,3 € R xR™ 3 A, tq. dA vérifie

~ b(z) = b;Vz € M,
b(Z) = 0. Vz € Fj

|
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Le spectre essentiel du laplacien magneétique (1)

fThéoréme 1 T

® SiJ, =0et), > 0,

Decs(~Aa) = [ +inf 57, ool [ (U swk)) |

o |
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Le spectre essentiel du laplacien magneétique (1)

|7Théoréme 1 T

® SiJ =0etJ, > 0,

Decs(~Aa) = [ +inf 57, ool [ (U swk)) |

°

Si0< B <1/2 I'ensemble S(3;) est vide

°

si 3 > 1/2 il est composé d’'un nombre fini de valeurs propres de
multiplicité infinie données par

S(5) = {25+ 1B —§G+1)5 5 € N, j<f— ).

o |
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Le spectre essentiel du laplacien magnétique (2)

I—Si J; > 0, alors T

® Vi, 1<j<J etVz e M,

3 une courbe fermée unique C; , sur ( M;, g) , qui passe par z,
non contractible et de g-courbure zero .

® La limite suivante existe et est finie:

d(z)—+o0 Je

J,z

® Ondéfinit: Ji* = {j eN, 1<j<J tq. [Alm, €27Z }.

o |
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Le spectre essentiel du laplacien magnétique (2)

I—Si J; > 0, alors T

® Vi, 1<j<J etVz e M,

3 une courbe fermée unique C; , sur ( M;, g) , qui passe par z,
non contractible et de g-courbure zero .

® La limite suivante existe et est finie:

d(z)—+oo Je.

J,%

® Ondéfinit: Ji* = {j eN, 1<j<J tq. [Alm, €27Z }.
Théoreme 2
On suppose que J; > 0,.J, >0, etque J* # 0. Alors

< Spess(_AA) —
1

J2
\_ [Z + min{Jlean b? ) 1<ll?<fJ2 G} +oo U <’fU1 ka)) | J

17/11/11 —p. 13



Surface d’aire finie, avec une 1-forme de classe non entiere

|7 ®» Théoreme 3 T

On considere une surface hyperboliqgue géometriquement finie
(M, g) daire finie, (J, = 0) , et telle que J* = (. Alors
o (I) Spess(_AA) — @ :

—A 4 aun spectre discret, (il est a resolvante compacte).

o (i) N\, —Ay) = A% + O(VAIn\) .

o |
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Surface d’aire finie, avec une 1-forme de classe non entiere

|7 ®» Théoreme 3 T

On considere une surface hyperboliqgue géometriquement finie
(M, g) daire finie, (J, = 0) , et telle que J* = (. Alors
o (I) Spess(_AA) — @ :
—A 4 aun spectre discret, (il est a resolvante compacte).
o (DN —-A,) = A'f—l + O(VAln)) .
7i8
® N\ —-Ay) = ZMO 1
® (););: la suite croissante des valeurs propres de —A 4 , (chaque
valeur propre répétée selon sa multiplicité)

® Proposition :
le laplacien sur une variété riemannienne compacte M de dim n

satisfait a la loi de Weyl :
| M

N ~Agh) = A7 ()" T (n/2 + 1) o(X™7). N

17/11/11 —p. 14




Remarques (1)

f ® Leth. 3 est une consequence de la loi de Weyl pour un cusp : T
® Soit M = Sx]a?, +oo[ munie de la métrique
ds®> = L?e=2td0? + dt?> (o« > 0L > 0 donnés ).
e —A% :Top. associé a —A,4 sur M avec la cond de Dirichlet .

K

M
N, =AM = A% + O(VAIn ).

® Stabilité Le théeoreme 3 reste vrai si on perturbe la métriqgue de M
sur un compact.

o |
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o

Remarques (1)

Le th. 3 est une conséquence de la loi de Weyl pour un cusp : T
® Soit M = Sx]a?, +oo[ munie de la métrique
ds®> = L?e=2td0? + dt?> (o« > 0L > 0 donnés ).

e —A% :Top. associé a —A,4 sur M avec la cond de Dirichlet .

>
M
N\, —AM) = )\‘4—‘ + O(VAIn)) .
T

Stabilité Le théoreme 3 reste vrai si on perturbe la métrique de M
sur un compact.

Le cas J4 = () peut S’interpréter comme un phénomene de
Aharonov-Bohm :

# |e champ magnétique dA ne suffit pas a décrire —A 4

# on peut avoir une bouteille magnétique (= laplacien magnétique a
résolvante compacte) d’intensité nulle .

17/11/11 — p. 15



Remarques (2)

® A =0= lespectre essentiel de —A = —A( contient des valeurs

propres plongées : (sp...(—A) = [%, +00]) .

® N.s(\,—A) :nombre de valeurs propres plongées dans [j AL,

® Ngs(A,—A) < A'f—‘ . (Colin de Verdiére, Hejhal)
T

o |
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Remarques (2)

® A =0= lespectre essentiel de —A = —A( contient des valeurs

propres plongées : (sp...(—A) = [%, +00]) .

® N.s(\,—A) :nombre de valeurs propres plongées dans [i, AL,

® Ngs(A,—A) < A'f—‘ . (Colin de Verdiére, Hejhal)
T

® Espaces localement symétriques et formes automorphes
Dans le cas ou M =TI'(N)\H,

I'(N)={ye€ SL(2,Z) : v=Idmod N}
on a (Mduller '07)

Ness(N, —A) = A'f—‘ + O(VAIn)) .

T

o |
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Remarques (3)

Definition T

Une fonction f : H — C est une forme automorphe de Maass si

®» f(vz) =[f(2) VyeIl'(N)
o dAst Af=\f
# f esta croissance lente.

Exemples : les séries d’Eisenstein, les formes cusps.

|
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Remarques (3)

® Definition o

Une fonction f : H — C est une forme automorphe de Maass si

®» f(vz) =[f(2) VyeIl'(N)
o dAst Af=\f
# f esta croissance lente.

® Exemples : les séries d’Eisenstein, les formes cusps.

® Formule de Selberg
Pour tout réseau I' € SL(2,R):

[T\ H]|
A7

NF()‘a _A)+ MF()‘a_A) ~ A

o Mr(A —A) : "winding number" du déterminant de la matrice de
scattering (donné par le zéro-ieme coefficient de Fourier des

\_ séries d’Eisenstein .) J

17/11/11 — p. 17



Dimensions supérieures

|7(/\/l, g) . variété riemannienne connexe de dim n T
M = Mo (U M;) 5
® M;N M, =10,
® M ouverts de M , M, a fermeture compacte,
® V5 > 1,3 une variété riem. compacte (X;,h;) dedimn —1

t.g. M; isométrique & X;x|a7,+oo[, (a; > 0) (M; j # 0 cusps)

ds? =y 2% (h; + dy*); (1/n<d;<1)

o |
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Dimensions supérieures

|7(/\/l, g) . variété riemannienne connexe de dim n T
M = Mo (U M;) 5
® M;N M, =10,
® M ouverts de M , M, a fermeture compacte,
® V5 > 1,3 une variété riem. compacte (X;,h;) dedimn —1

t.g. M; isométrique & X;x|a7,+oo[, (a; > 0) (M; j # 0 cusps)

ds? =y 2% (h; + dy*); (1/n<d;<1)

=Vj > 1,3 une 1-forme A; € T*(X,), t.q.
9o dAJ 7é 0 ou

® dJdA; =0 et[A;] non entier

L( 3 une courbe fermée v sur X veérifiant / A; & 217 ) J
Y

17/11/11 —p. 18



f’ # On peuttrouver A € T*(M)t. q. T
Vj,1<j<J A= A; on M.
# On définit le laplacien magnétique
—Ay = (id+A)*(id+ A),
(td+Au=idu+uA,Vu € C;7(M;C)

o |
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f’ # On peuttrouver A € T*(M)t. q. T
Vj,1<j<J A= A; on M.
# On définit le laplacien magnétique
—Ay = (id+A)*(id+ A),
(td+Au=idu+uA,Vu € C;7(M;C)

® M espace métrique complet

— M est geodésiquement complet (theoreme de Hopf-Rinow)
—>—A 4 a une unigue extension auto-adjointe sur L*(M) .

o |
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Le spectre essentiel

Théoreme 4 (Lecas A =0)
Sous les hypotheses précéedentes pour M,
le spectre essentiel de —A = —Ay on M est donné par

® Sp.(—A)=10,+400] if 1/n<i<1

—1)2
o sp(—A) = [ ; S hoo| if =1,
® 0= min 0, .
1<j<J

|
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Le spectre essentiel

|7 ® Theoreme 4 (Lecas A =0) T
Sous les hypotheses précéedentes pour M,
le spectre essentiel de —A = —Ay on M est donné par
® sp.(—A)=10,+00] if 1/n<i<1

—1)2
o sp(—A) = [ ; S hoo| if =1,
® 0= min 0, .
1<j<J

® Théoreme5 (Lecas A #0)
Sous les hypotheses préecedentes pour M et A,

» le laplacien magnétique —A 4 est a resolvante compacte .
» Sp(—AA) = Spd(—AA) = {)\j,j S N*} with
£ Aj S Aj+a
® lim; 400 Aj = 400,
& N> 0.
\_ » la suite des fonctions propres normalisées e (¢, ) en+ €St une J
base de I'espace de Hilbert L?(M). 17/11/11 - p. 20



Formule de Weyl

|7 ® Théoreme 6 (lecas A #0) T
Sous les hypotheses précédentes pour M et A,
on a la formule de Weyl avec reste (quand A\ — +00)

N(A, —Aa) = M|

Wn n/2 r
A+ 0 (N)

AP=D/2Z1n(N), if 1/(n—1)<§

avec r(\) =
{ AL/ (29) if 1/n< §d<1/(n—1)

o |
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Formule de Weyl

Théoreme 6 (le cas A # 0)
Sous les hypotheses précédentes pour M et A,
on a la formule de Weyl avec reste (quand A\ — +00)

w
N —=Ay) = A2 L O(r(\
(A, —A4) ‘M|(27T)” + O(r(A)) ,
AP=D21n(N\), if 1/(n—1)<$
avecr(\) = oA, i 1/n=1) <
AL/ (20) if 1/n< 6d<1/(n—1)
0 = min 5j,
1<j<J

|IM| : le volume riemannien de M

wg  le volume euclidien de la boule unité de R? : w,; =

17/11/11 - p. 21



Remarques T

# La formule asymptotique sans le reste est faite par Golenia
-Moroianu (dans un contexte plus large),

# Le Théoreme 3 est un cas particulier du Théoreme 6 ( pour n = 2
eto; =1pourtoutl <j<J).

|
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|7 ®» Remarques T

# La formule asymptotique sans le reste est faite par Golenia
-Moroianu (dans un contexte plus large),

# Le Théoreme 3 est un cas particulier du Théoreme 6 ( pour n = 2
eto; =1pourtoutl <j<J).

® Conséguences

o l'opérateur de Laplace-Beltrami —A = — A, peut avoir des
valeurs propres plongées dans son spectre essentiel sp_..(—A).

® N.s(A,—A) : le nombre de valeurs propres de —A, (comptées
avec leur multiplicité), inférieures a \.

# En adaptant la dem. du Théoreme 6 on obtient une majoration de
Ness(A, —A) .

o |
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®» Théoreme 7
Il existe une constante C'y, t.q., pour tout A >> 1,

Wn

Negs(A, —A) < |M|(27T)

N2 Opro(A) (%),

A7 In()), si 2/n<d<1
n—(nd—1)

ATz, st 1/n<di<2/n
o défini comme precedemment .

avec ro(A) défini par ro(\) =

o |
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®» Théoreme 7
Il existe une constante C'y, t.q., pour tout A >> 1,

Wn

Negs(A, —A) < |M|(27T)

N2 Opro(A) (%),

e A7 In()), si 2/n<d<1
avec ro(A) défini par ro(\) = e (n6—1)
ATz, st 1/n<di<2/n

o défini comme precedemment .

®» Remarques

® (x) = lesv.p. de —A sont de multiplicité finie.
® (%) estoptimale pour n = 2. (Muller '07: M =T'(N)\H, avec
['(N)={ye€ SL(2,Z) : v=Id mod N})
® pour n = 2, une perturbation compacte de la métrique peut
L détruire toutes les v.p. plongées (Colin de Verdiere '83). J

17/11/11 — p. 23



Preuves des Th. 1-3

B ) ) -
» po(-A) - (U spmmf‘fﬂ)) U(Ustat)

k=1

o |
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Preuves des Th. 1-3

J1 J2
Spess(_AA) — (U Spess(A%J)) U (U Spess(Aka)> 3

j=1 k=1

Lemme 1
1 /2
Spess(_Aik) — [Z _I_ﬁl% ’ _|_OO[ U (kLJl S(ﬁk)> )
Lemme 2
Sil<j<J, etj ¢ Ji, alors
Spess(_A%j) — @
Sij € J{*,alors
. 1
Spess(_A%]) — [_ + b? ) _|_OO[ y J

4 17/11/11 —p. 24



Preuve du lemme 2

-

® )M; isométrique & SxJa3, +oo[ , (cusps)
ds? = y ?(L3d0* + dy*) (a; >0etL; >0)
® Onposet=Iny dou
s M, = SX]O&?,—I—OO[ et dS? = L?e_2td92 + dt? ;

(o =€%) .

o |
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Preuve du lemme 2

-

® )M; isométrique & SxJa3, +oo[ , (cusps)
ds? = y ?(L3d0* + dy*) (a; >0etL; >0)
® Onposet=Iny dou

o M, = Sx]a?,+oo[ et ds? = L?e_%dﬁz + dt?
(o =€%) .

® o A = L72*(Dg— A1)? +e!(Dy — As) (e H(Dy — As))
® b=0b;= L;'e"(9pAs — 0, A1) et dm = Lje~'dfdt .

Y

|
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Preuve du lemme 2

M; isométrique & SxJa?, 400l , (cusps )
ds? = y ?(L3d0* + dy*) (a; >0etL; >0)
On poset =1Iny dou
_ 2 2 2 —2t 2 2 .
® M; = Sx]aj,+oo| et ds; = Lie “df” + dt*;

(o =€%) .

o A} = L72*(Dg — A1)* + €' (Dy — A)(e7H(Dy — As))
® b=0b;= L;'e"(9pAs — 0, A1) et dm = Lje~'dfdt .

on a

~

A—A = dpsiA=(¢+ L;bje ")dd , (pour une constante &) .

~

— on peut prendre A = A .

|
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Preuve du lemme 2 (2)

-

® OndéfintUf = /Le "/2f

| 1
® —P=-UAJU*"=L;2*(Dy— A;)* + D} + R

o |
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Preuve du lemme 2 (2)

On définit U f = \/L e "/2f

| 1
—P =-UN,"U* = L;%*(Dg — A1)* + D} + R

—sp(—AY7) =sp(P) = | Jsp(Pr)
e,

1 (£+€) ’
P€:D3+Z+(et L, +bj> |
avec les conditions de Dirichlet sur L*(I;dt) ; I =]aZ, +oo] .

|
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Preuve du lemme 2 (2)

On définit U f = \/L e "/2f

| 1
—P =-UN,"U* = L;%*(Dg — A1)* + D} + R

—sp(~Ay’) =sp(P) = | ] sp(P)
LET

1 (£+€) ’
P€:D3+Z+(et L, +bj> |
avec les conditions de Dirichlet sur L*(I;dt) ; I =]aZ, +oo] .

Quand 7 + £ # 0, le spectre de P, est discret.

L 1
Plus précisément : sp(P,) = sp(P¥) P* =D? ¢ 7+ (e’ +b;)?
pour les cond. de Dirichlet sur

(
L2(I; g dt) 5 I =Jo? +In(|6 + €]/L;), +oo] ,and = = -5

e+ J
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Preuve du lemme 2 (3)

f’ —> S/ + & # 0V € Z,limyy . infsp(F) = +oo, —‘

® — lespectre de —A}" est discret.

o |
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Preuve du lemme 2 (3)

= Sil+{# 0V € Z, limyy o infsp(FP) = +oo, —‘

— le spectre de —A'}" est discret.

Que signifie cette condition ? On a
o A= (f -+ ijje_t)dﬁ ,

d(z)—+o0 Cjz
2m
—[Al, = lim (€ + Ljbje ")dl = 2m€, donc

(+EA£0VEL < [Alm, €212 <+~ J{ =10.

|
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Preuve du lemme 2 (3)

= Sil+{# 0V € Z, limyy o infsp(FP) = +oo,

— le spectre de —A'}" est discret.

Que signifie cette condition ? On a
o A= (f -+ ijje_t)dﬁ ,

d(z)—+o0 Cjz
2m
—[Al, = lim (€ + Ljbje ")dl = 2m€, donc

(+EA£0VEL < [Alm, €212 <+~ J{ =10.

Si/+ & =0, le spectre de P, est absolument continu :

1
SP(P—¢) = SPess(P-¢) = 8pgc(P-g) = [Zﬂﬁv +00] ;
- Miy _ 11 2
= Si [A]y; € 277, Spess(—A,7) = [7+0b5, +oof.

|
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loi de Weyl pour 1 cusp (1)

f.. M = Sx]a?,+o00| cusp T

ds? = L*e 2'dh? + dt* la métrique sur M (o > 0et L > 0).
® A= (£+ Lbe ")df , (pour une constante &) .
® N -AY) =) N P)

=
1 0 ?
avech:DerZJr(et( Zﬁ)ib> ,

pour les Cond. de Dirichlet sur L2(I;dt) ; I =]a?,+o0].

o |
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|

loi de Weyl pour 1 cusp (1)

M = Sx]a?,+oo| cusp
ds? = L*e 2'dh? + dt* la métrique sur M (o > 0et L > 0).

= (£ + Lbe™")df , (pour une constante &) .
N =AY = Y NP

=
1 0 ?
avech:DerZJr(et( Zﬁ)ib> ,

pour les Cond. de Dirichlet sur L2(I;dt) ; I =]a?,+o0].

1 /
On pose Q, = D? + 7l ( Jer)

Alors Q, — C\/Qy < Py < Qe +CVQu .

, pour les C. D. sur L?(I;dt) .

|
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loi de Weyl pour 1 cusp (1)

f.. M = Sx]a?,+o00| cusp T

ds? = L*e 2'dh? + dt* la métrique sur M (o > 0et L > 0).

® A= (£+ Lbe ")df , (pour une constante &) .
® N -AY) =) N P)
(€7 :
avec P, = D? + i — (et(ezg) ib) ,
pour les Cond. de Dirichlet sur L2(I;dt) ; I =]a?,+o0].
® Onpose Q; = D7 + i + (£ Jer) , pour les C. D. sur L2(I;dt) .

® Alors Qr—C\V/Qe < Pr < Qu+CV/Q:.

® — June constante C(b) , t.q. pour tout A >> 1,

L NA=VAC(b),Q¢) < N\ P) < NA+VAC(),Qy) ; J
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B n
JC>1t. 9. Vu>>1 andV/e X, ,

1 1
we(p) =7 < wN(p = 7.Qe) < we(p) + 5 lnp+C

o |
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» Lemme T
JC>1t. 9. Vu>>1 andV/e X, ,

1 1
we(p) =7 < wN(p = 7.Qe) < we(p) + 5 lnp+C

1/2

we(u) :Qwa[u_<f+fVe%] it

2
: L .

XM:{E/eO‘ngZQ < i—1/i-b}.

o |
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f.p
JC>1t. 9. Vu>>1 andV/e X, ,
1 1
we(p) =7 < wN(p = 7.Qe) < we(p) + 5 lnp+C

i = [ [o- L]

12
1/2

2 +

)(A,J:{z/eazwzgl < i—1/i-b}.

® Preuve du

K

K

V= (”5) " ¢!, : solution de Q¢ = (1 — ).

On conS|dere rpand y, t.q. V(o) =petVi(ye) =v,0<v<pa

déterminer.

n (resp. m ). nombre de zeros de gb/ﬂ sur Ja?, [ (resp. sur
Ja®, ye)

rappel: n = N(i — %, Qy).

|
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f(Lemme de Titchmarsh) T

Yy
m?f:/ 10— V|2 dt + Ry

2

avec  Re < 1In(i — Va(@?)) — } In(: = V() + .

= |nm — / o=Vl ] < (20— ye) (i = )2+ Re 4 (0 — m)m

2

- N
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f(Lemme de Titchmarsh) T

Ye
mr :/ 10— V|2 dt + Ry

2

avec  Re < 1In(i — Va(@?)) — } In(: = V() + .

—>|nm _/ | = Va2 dt) < (0 — we) (0 — )Y + Re + (n — m)w

2

th. de comparaison de Sturm = (n —m)r < (2, —yo)(u — )2 + 7
Donc

ze 1 1
\m—/ = Vil dt] < (20— )M+ Thnp - Tin(n—v) + 2m
o2 1%

On prend v = ;1 — 1/2/3 et on obtient le

o |
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.

Il reste a calculer ) ,_, we(1) avec

1/2

wel(p) = /a o [M—“;@Qe%] dt.

: -

o |
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Il reste a calculer ) ,_, we(1) avec

400 / _|_€ 2 1/2
UJg(Iu) — / [ILL — ( 72 ) €2t] dt.
2 +
+o0 2 1/2
— il suffit d’estimer 7 = / / [M — (z +2€) ezt] dxdt ,
a? R L +

7T est équivalent & uLe / [1— 7] 1/2 dx
R

.y 2
On utilise |M| = 2nLe™® pour conclure.

|
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Preuve des théoremes 4-5

a : a
® sp (—Ay) = U spess(—Aﬁfj’D) (Le spectre essentiel d’'un
j=1
opérateur elliptique sur une variété est invariant par perturbation
compacte )
. —Aﬁfj’D . I' opérateur auto-adjoint sur L?(M;) associé a —A 4

avec les conditions de Dirichlet sur la frontiere 0M; de M;.

o |
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Preuve des théoremes 4-5

® sp..(— U P (—AY ) (Le spectre essentiel d’un
opérateur elllpthue sur une variété est invariant par perturbation
compacte )
. —Aﬁfj’D . I' opérateur auto-adjoint sur L?(M;) associé a —A 4

avec les conditions de Dirichlet sur la frontiere 0M; de M;.

® On considere M; = X;x|a?, +oco[ muni de la métrique
ds? =y 2 (h; +dy*); (I/n<d; <1)
» Alors pour tout u € C%(M;),
M;,D AX; no, —n)s;
EAYREEE TR —yQ‘SJAAJJ_u —y 63(9y(y(2 )63(9yu),
re Afj est le laplacien magnétique sur X :
& sien coordonnées locales h; = >, , Gy dzrdx, et

L A = Zk | Gk dzy, alors J
~AY = = e Tealids, +a]k)< det(G)G* (id),, +a,j,£)‘) .
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on fait le changement de variables y = ¢?, T
on définit 'opérateur unitaire U : L*(X,; x]21In(a;), +oo]) — L?*(M;)
U(f):=ymoi—D/2f.

~UAPUf =

25 AKXy, (n0; —1)[3+0;(n —4)]
e AAjf + 1

62t(5j—1)f . at(€2t(5j_1)atf) .

|
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L

on fait le changement de variables y = ¢?,

on définit 'opérateur unitaire U : L*(X,; x]21In(a;), +oo]) — L?*(M;)
U(f):=ymoi—D/2f.

~UAYPUS =

25X, (00 —1D)[3+0;(n —4)]
€ AAj f+ 1

62t(5j—1)f . at(€2t(5j_1>atf) .

(11¢(§))een : la suite croissante de v.p. de —Aﬁj

Mj7D o0
sp(—A, ") = Sp(EBZ:o Lfﬁ)a

L%, : l'opérateur de Dirichlet sur L*(]21n(a;), +oc[) associé a

ij — 626jtﬂ£(j) + %[3_'_53,(”_4)]621;(53‘_1) . at(GQt(éj—l)at).

|
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f ® Siuy(j) =0alors Sp(Lfg) = SpeSS(Lfg) = |atp, +00|, —‘
® a,=0 si 9; <1,
® a,=(n-1)2%/4 si §,=1.
® A=0,= po(j) =0 = 8pess(—Ao) = |an, +00l.

o |
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f ® Siuy(j)=0alors sp(Lfg) — speSS(Lfg) [, +00], T
® a,=0 s (Sj <1,
® a,=(n-1)2%/4 si §,=1.
® A=0,—= po(j) =0 = spe(—Ag) = [ap, +00|.

® Sip(j) > 0alorssp(L7,) = spy(LY,) = {per(j); k € N},
® (ue1(7))ken la suite croissante des v.p. de
LYy, Hm g (j) = +o0.

k— 400
® Si A satisfait aux hyp. précédentes, alors 0 < uo(j) < wue(j) pour tout
jete,, —

s sp(—AL"") = {nex(d); (6 k) € N2,
o lim pyr(j) =400, = les upx(j) sont des v.p. de AM P de

f— 400
\_ multiplicité finie J
— sp(— A7) = pg(—A47") = Pegs(—A4) =0 T
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Preuve du Th 6

M;,D
—> on veut prouver la formule de Weyl pour M, avec —A,”" a la place

de —

K
K

Ag.
0, = 1 = changement de variables et de fonctions précédent

1/n < §; <1,=onposey = [(1—4,;)t]1/(1=%) et on définit
I'opérateur unitaire

2(1-6,)
U: L*(X;x]aj,+oo]) — L*(M;), (a;= j1—6j )

M;,D
® sp(—A,7"7) = sp( ?:08 Lgl'?e)a

|
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Preuve du Th 6

M;,D
—> on veut prouver la formule de Weyl pour M, avec —A,”" a la place

de —

K
K

Ag.
0, = 1 = changement de variables et de fonctions précédent

1/n < §; <1,=onposey = [(1—4,;)t]1/(1=%) et on définit
I'opérateur unitaire

2(1-6,)
U: L*(X;x]aj,+oo]) — L*(M;), (a;= j1—6j )

M;,D
® sp(—A,7"7) = sp( ?:08 Lgl'?e)a

q2(1=5;)

L7, : l'opérateur de Dirichlet sur L*(] —5— +oo[) associé a

Vielt) = el - )07 + =Dl S0+ -
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f ® Méthode de Titchmarsh — il existe C' > 1t.q. VA >> 1 T

Ve e Ky ={l€N; w(j) €[0,Ma3[},

1
IN(A, LY,) — ;’wj,é()\” < C'ln(\) , avec

+o0o
wie(p) = / 1 — V() at

J

o |
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Méthode de Titchmarsh — il existe C' > 1t.q. VA >> 1 T

Ve Ky ={l € N; w(j) € [0, \/a[},

1
IN(A LY — —wje(A)] = Cln(A) , avec

wie(n) = / - Vi)
On utilise

» la formule asymptotique de Weyl de L. Hormander (SAWFH)
s +lefaitque N(\ LY,) =0quand/ ¢ Kjy,

o +laformule N (), —Aﬁfﬂ"D) = e o N(A, L?g)

et on obtient

N =AR7Y) = 3205 Fwje(V)] < CAT=D2In()) |

(SAWFH) Il existe C' > 0 t.q. pour tout x >> 1
XJ Wn—1 n— n—
IN(p, =A%) — e X |u =072 < cpn=2/2,

J
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Estimation de ©;(\) = >, 2w, »(N)

. Oneécrit Vie(t) = 1e()Vi(t) + W;(t)

A — W;()
Vi(t)

T; (M)
» —0,(\) == / V2R, ( )dt . avec

® Ri(p) = S5 — )Y

|
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-

Estimation de ©;(\) = >, 2w, »(N)

On écrit V. o(t) = 1ue(j)Vi(t) + W;(t) .

T ()
—em = = [ VR VJ,‘Z)“

— | f )dt . avec
J

Ri(p) = S5l — o))y

On utilise ensuite
® (SAWFH) et

I _ X
> RJ(/L) — 5/0 [M — 8]+1/2N(8, —AA;)dS,

et on obtient que
4C > 01t.q., pourtout u >> 1,

R. __Wn-1 +OO _ 1/2 s(=D/2q4] < Cpn-1/2

s

on conclut en utilisant Ies expressions de V; et de W;.
17/11/11 —p. 37



Preuve duTh 7

f ® Proposition 1 Si A satisfait les hypothéses (A) and si A; vérifie la T
propriété (P) pour tout j € {1,...,J},, alors quand A — +oo,

Wn, n
N =Bomr) = MG e /2 + O(ro(N) ,
Ve 1/2, if 2/n<0<1
vec p =
(no—1)/2, if 1/n<d<2/n

o |
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Preuve duTh 7

f ® Proposition 1 Si A satisfait les hypothéses (A) and si A; vérifie la T
propriété (P) pour tout j € {1,...,J},, alors quand A — +oo,

Wn, n
N =Bomr) = MG e /2 + O(ro(N) ,
1/2, if 2/n<d6<1

avec p =
(no—1)/2, if 1/n<d<2/n

® Propriété (P)
Il existe 1) = 19(4,) >0etC' = C(A;) > 0t.q., sie(r,7) désigne la
lere v.p. de —Afjj, alors
e(r,5) > Ct*; V7€0,7).

® Proposition 2Vj € {1,...,J}, il existe une 1-forme A; vérifiant (A) et
(P).

o |
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Preuve de la Proposition 1

f ® A satisfait (P) = C/A\?? < pg(j) and C < pi(j) . —‘
X

® (ue(7))een - la suite croissante de v.p. de —AA_ij.

® on adapte la preuve du Th. 6.
» la méthode de Titchmarsh reste valable pour tout/ € K,/ # 0
» il reste & prouver que N (X, L)) = O(ro(N)) .

o |
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Preuve de la Proposition 1

A satisfait (P) = C/A?” < up(j) and C < pui(j) .
X

® (pe(g))een - la suite croissante de v.p. de —A’7 .
J

on adapte la preuve du Th. 6.
» la méthode de Titchmarsh reste valable pour tout/ € K,/ # 0
» il reste & prouver que N (X, L)) = O(ro(N)) .

05;=1(p=1/2) = N\, L)) < N(A+C,LP?) < CAY2In(N),

ol LP* est I’ opérateur de Dirichlet sur )0, +oco[ associé a Xe% — 07 .

0<0;, <1=—
N(A,Lfo) < N((\+ C)1+2p(1—5j),LD) < ONUIH20(1=0;))/(205) gy

26j

, . I G
LP est |’ opérateur de Dirichlet sur ]0, +oco[ associé & —t"° — 07 .

02

|
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On prend une 1-forme A satisfaisant (A) and (P). T

si u est une fonction propre de —A sur M associée a une v. p.
appartenant a | inf sp...(—A), +ool, elle verifie
Vi=1,...,J, / u(z;,y)dr; =0, Vy E]a?,—koo[,
X
cela implique que
1
p1(7)

o |lidu+1uAl7 vy < (14 7Ca)idullF2( gy + CallullFzamy -

o ullizx,) < lidullZs(x,) » =

H:= le sous-espace de L?*(M) engendré par les fonctions propres
de —A associées aux v.p. appartenanta |0, +A[ . On pose 7 = 1/)”,

|
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On prend une 1-forme A satisfaisant (A) and (P). T

si u est une fonction propre de —A sur M associée a une v. p.
appartenant a | inf sp_..(—A), +o0o/, elle verifie
Vi=1,...,J, / u(z;,y)dr; =0, Vy E]af,—koo[,
X
cela implique que
1
2 . 2
U N < ——|idu N, =
lullZ2x,) ) lidul|72(x,)
lidu + TuAl|F2pgy < (14 7Ca)llidullTz pg) + Callullz g -

H:= le sous-espace de L?*(M) engendré par les fonctions propres
de —A associées aux v.p. appartenanta |0, +A[ . On pose 7 = 1/)”,

. 1 Ca
Vu € Hy, idut Zudlfzm < (1452 dullTe v +CallullZe

2\
—

. Ca
d’Lm(H)\) S N((1—|— V))\—FCA,—A()\—pA)) . J

on remarque enfin que A™/2/\” = O(ry())) 171111 — p. 40
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