SYSTEMES DIFFERENTIELS NON LINEAIRES

Francoise Truc

October 21, 2010

1 Définitions et propriétés

Définition 1.1 On appelle systéme différentiel non linéaire tout systéme de
la forme

X ()= F[X(#)] - (1)
t désigne une variable réelle ,
z1(t) fi(z)
X(t) = F(x) = ,

les f; sont des fonctions de la variable x définies et continues sur un ouvert
E de R™, a valeurs dans R . Le point au dessus de X (t) est une notation
pour la dérivée premiére .

Définition 1.2 Soit
X :ICcR—R"

t— x(t) .

On dit que X est solution du systéme (1) sur lintervalle I dans E si
1) X est continue et dérivable sur I
2) pour toutt € I, X(t) € E
3) X (t)=F[X(t)] .

Si 0 € I on peut également faire appel & une forme intégrale pour écrire le
systeme :

Proposition 1.3 Si 0 € I, dire que X vérifie (1) revient a dire qu’il vérifie

ou encore

zi(t) —zi(0) = | fil(z1(s),..xn(s)] ds, 1<i<n (3)



Remarque 1.4 On utilisera souvent la norme suivante :

N(z1,..xy) == max (|xs]) -

2  Unicité de la solution

2.1 Lemme de Gronwall

Theoreme 2.1 On considére une fonction
w:l = [to,tl] — R

telle que
t

u(t) <a —|—b/ u(s)ds ,

to

(a réel quelconque et b réel strictement positif). Alors
u(t) < a0 Vit e [to, ] .

Définition 2.2 On appelle condition initiale un point de I x R™ de la
forme : (to, Xo) avec Xo = (y1, ..., Yn). Résoudre le systéme pour une condi-
tion initiale donnée c’est chercher une solution X (t) telle que : Vi € {1,n} :

a:,'(tg) = Y;-
2.2 Unicité de la solution

Theoréme 2.3 Supposons F' continument dérivable sur un ouvert E de R™.
Alors pour tout choix de conditions initiales tel que tg € I et Xog € F, la
solution du systéme (1) sur I dans E est unique si elle existe.

Ce théoréme s’obtient en utilisant le lemme de Gronwall.

3 Existence de la solution

3.1 Existence locale de la solution

Theoreme 3.1 Soient tg =€ R et Xg € R® . Si F est continument
dérivable sur un voisinage de Xy, il existe h > 0 tel que la solution du
systeme (1) vérifiant X (to) = Xo existe sur lintervalle [to,to + h] .

3.2 Existence globale de la solution

Theoreme 3.2 Si F' est continument dérivable sur R" et si la solution dans
R™ du systéme (1) vérifiant X (0) = Xy reste bornée sur tout intervalle borné
ou elle existe, alors cette solution existe sur I = [0, +o0].



Theoreme 3.3 Soit F' continument dérivable sur un ouvert E2 de R" et soit
A un compact de R™ inclus dans E. Si la solution dans R™ du systéme (1)
vérifiant X (0) = X¢ reste dans A sur tout intervalle borné ou elle existe,
alors cette solution existe sur I = [0, +o0] et appartient a A pour tout t > 0.

3.3 Ciriteres d’existence globale

Theoréme 3.4 (Critére 1) Soient a et b deux réels. Si F' est continument
dérivable sur R™ et vérifie

n n
VX = (z1,..20) €R", Y wifi(X)<ad al+b, (4)
i=1 i=1
alors pour tout Xo € R", la solution du systéme (1) vérifiant X (0) = Xo
existe sur I = [0, 400].

Theoréme 3.5 (Critére 2) Soient a et b deuz réels positifs. Si F est
continument dérivable sur R™ et vérifie

VX €R", N(F(X))<aN(X)+b, (5)

alors pour tout Xo € R™, la solution du systéme (1) vérifiant X(0) = Xy
existe sur I = [0, 400].

Solutions positives
Dans de nombreux modeles économiques seules les solutions dans (R )"
sont admissibles , ce qui rend intéressant le critere suivant :

Theoréme 3.6 (Critére 3) Soient a, b, ay,... o, des réels positifs. Si F
est continument dérivable sur (R*.)" et vérifie

VX = (z1,..70) € RY)", DY wifi(X)<ad ai+b, (6)
=1 i=1
VX = (21,..2p) € (RY)", filX) < -z i=1,.n, (7)

alors pour tout Xo € (R%)", la solution du systéme (1) vérifiant X (0) = X
eziste sur I = [0, +00] et vérifie X (t) € (R%)", pour tout t < 0.



