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Trajectoires bornées d’une particule soumise
à un champ magnétique symétrique linéaire

Françoise TRUC

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 64, n° 2, 1996, Physique ’ théorique

RÉSUMÉ. - On étudie les solutions globales de l’équation de Lorentz :
mq = eq Â B, où B est un champ magnétique linéaire avec une symétrie
cylindrique. On exhibe un ouvert de conditions initiales pour lesquelles
les solutions sont bornées. Pour cela, on écrit le hamiltonien comme une
perturbation d’un hamiltonien complètement intégrable et on applique un
théorème de twist dû à Moser.

Mots clés : Hamiltonien, champ magnétique, perturbation, adiabatique, tore invariant,
action, moment magnétique, intégrable, symplectique.

ABSTRACT. - We study global solutions of the Lorentz équation :
mq = eq Â B. Provided the magnetic field B is linear with a rotational
symmetry, we find an open set of initial conditions for which the solutions
are bounded. To obtain this result, we write the hamiltonian system in a
form of a system closed to a completely intégrable one and then apply a
spécial form of a twist theorem by Moser.

INTRODUCTION

La trajectoire d’une particule chargée soumise à un champ magnétique
est décrite par l’équation de Lorentz : mq == eq n B. Quand B est un
champ constant en temps et position, le système d’équations est intégrable,

Classification A.M.S.: 58 F 30 - 70 D 10 - 70 H 15.
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128 F. TRUC

les trajectoires sont des hélices ayant pour axe une ligne de champ. Au
cours du mouvement sont conservés, outre l’énergie, le rayon de Larmor

mv-1. ,.., mu2| .

r = 

eB 
et le moment magnétique M = 20142014 

Les notations m, e et

v1 désignent respectivement la masse, la charge et la vitesse orthogonale
à la direction du champ.

Considérons un champ magnétique qui varie « lentement » dans l’espace
de telle sorte qu’au cours d’une rotation de la particule le champ soit presque
constant ; la trajectoire coïncide approximativement avec un cercle dont le
centre (le « guiding center ») se déplace lentement le long d’une ligne de
champ, la période de rotation étant très petite. On peut montrer qu’à ce
mouvement de rotation rapide est associé un « invariant adiabatique », le
moment magnétique. En effet, dans les conditions ci-dessus, le hamiltonien
dépend lentement des variables de position, sauf d’une (notée q) ; on peut
ainsi écrire H == H (p, q, 7/, ~x) où (q, .r) sont les coordonnées (~ E R ou
R2), et (p, y) les moments conjugués et e un petit paramètre. Si le système
non perturbé (c’est-à-dire le système à un degré de liberté obtenu en fixant
e~ et ?/) a dans son portrait de phase des trajectoires fermées (avec une
fréquence qui ne s’annule pas), alors on peut introduire les variables action-
angle (l, La variable d’action 7(p, q, ?/, ~~) correspond au moment
magnétique et on montre que c’est un invariant adiabatique c’est-à-dire :

pour

(voir [1] : cela résulte de la méthode de moyennisation).
Kruskal [6] montre même l’invariance de cette quantité à un ordre

quelconque : à l’aide de transformations symplectiques sur les coordonnées
on peut « éliminer » la phase rapide ~p de sorte que le hamiltonien exprimé
dans les nouvelles coordonnées ne dépende de (/? que par des termes

d’ordre arbitrairement choisi. (Voir également Neistadt pour une
meilleur approximation [ 10] . )
Dans le cas où le champ est une fonction convexe le long des lignes

de champ (en tant que fonction de l’abscisse curviligne) il existe un autre
invariant, « longitudinal ». En effet la trajectoire est réfléchie aux points
q2 vérifiant MB (qi) = H (M désigne de nouveau l’invariant « moment

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



129TRAJECTOIRES BORNÉES D’UNE PARTICULE

magnétique »), et l’invariant est donné par la formule J - 2 03C6 v2B ds
l’intégrale étant calculée sur une oscillation complète Northrop [ 11 ]).

désigne la vitesse parallèle à la direction de la ligne de champ.)

Gardner [4] montre que cette quantité est invariante à tous ordres.

Cependant on rencontre des cas où ce second invariant adiabatique n’existe
pas, la vitesse d’éloignement transversale par rapport aux lignes de champ
étant du même ordre que la vitesse longitudinale : Weitzner a ainsi étudié
des configurations expérimentales formées de cylindres beaucoup plus longs
que larges, cf. [ 12] .

Arnold s’est posé la question suivante : peut-on trouver des cas pour
lesquels les particules qui sont « confinées adiabatiquement » le sont

réellement ? Il montre que l’action est un invariant adiabatique perpétuel
sous de lentes variations périodiques d’un hamiltonien à un degré de
liberté ( [ 1 ], p. 210) ; ce résultat provient de la théorie de KAM et nécessite
l’hypothèse que le système n’est pas linéaire au sens que la fréquence
moyenne n’est pas constante. Considérant un champ magnétique à symétrie
axiale il écrit le hamiltonien, à 2 degrés de libertés, comme une perturbation
d’un hamiltonien intégrable pour lequel le mouvement dans l’espace des
phases se situe sur un tore. Sous l’hypothèse que le rapport des fréquences du
mouvement « varie » dans le temps, il montre alors que les tores invariants
ne sont pas tous détruits et que l’action reste un invariant adiabatique
perpétuel, par des considérations de dimension [2].

La difficulté est d’expliciter l’hypothèse car le rapport des fréquences
. est d’un ordre « petit ». Arnold ne la vérifie que dans le cas où le

- ~2 _~_ ~.2 .
hamiltonien s’écrit H = 

2 + 
U (x, q) ou le « puits de potentiel »

s’écrit U(x, ?) = - 1 (~2x2 + 1 2 (c/: fig. 1).

Une autre méthode consiste à utiliser un théorème de Moser [8] qui
garantit l’existence de solutions périodiques des équations du mouvement,
pour des systèmes proches d’un système intégrable. M. Braun a ainsi prouvé
l’existence d’une région où les particules soumises au champ magnétique
terrestre sont retenues indéfiniment [3]. Il généralise sa démarche à un
champ à symétrie axiale mais sans expliciter la condition de « twist » qui
permet d’utiliser le théorème de Moser ; en effet celle-ci doit se vérifier

pour chaque champ étudié.

Nous déterminerons une classe de conditions initiales qui permettent
d’obtenir une trajectoire bornée, dans le cas d’une particule soumise à un
champ magnétique symétrique et linéaire.

Vol. 64, n° 2-1996.



130 F. TRUC

Nous écrivons le hamiltonien du système comme une perturbation d’un
hamiltonien à deux fréquences, et nous bornons uniformément le terme

perturbateur sous certaines hypothèses sur les conditions initiales. Nous

vérifions la condition technique du théorème de Moser qui permet alors
d’affermer que le moment magnétique de la particule est un invariant

adiabatique perpétuel, nous montrons alors que les trajectoires sont bornées
lorsque le rapport entre vitesse et positions est assez petit et que le moment
magnétique initial n’est pas « trop petit ».
Nous exprimons notre reconnaissance à M. Yves Colin de Verdière pour

son constant soutien.

I. CALCUL DU HAMILTONIEN ASSOCIÉ

AU CHAMP MAGNETIQUE B = rot A

1. Calcul dans le cas général

Le mouvement d’une particule (de charge et de masse 1 ) soumise au

champ B est régi par l’équation de Lorentz q = q Â B (E) ; il existe un

la g ran g ien associé : ,C ~q~ q) = 1 ’ 2 q 2 + ~ ’ ~ A ~q) (~). En effet (E) a pour
projection sur Ox :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



131TRAJECTOIRES BORNÉES D’UNE PARTICULE

ce qui permet d’expliciter 
d dG

ce qui permet d expliciter C er d dt (~ ~x) :

d’où

En opérant de même pour les autres projections on obtient les trois

équations d’Euler Lagrange.
Pour obtenir le hamiltonien, on écrit les moments conjugués des

9~
coordonnées généralisées: pi == 

2014 
ce qui s’écrit vectoriellement:

~9t
p = ~ + ~4 (~) et on a alors :

~

2. Calcul en coordonnées cylindriques, pour le champ B ?/

-2~

~) On remarque que la 2-forme B s’écrit:

il est donc naturel de prendre pour potentiel vecteur associé à B le vecteur

b) Lignes de champ. - Elle sont caractérisées par

champ B s’écrit

Vol. 64, n° 2-1996.



132 F. TRUC

Ces lignes sont donc caractérisées par 2 conditions: () = constante et
r2z = constante ; en effet d (r2 z) = 2rrz + = 0.

c) Hamiltonien. - Il s’agit de calculer les impulsions ~r, pe, pz. Pour
cela il faut poser q = (r, 8, z) ; q = (r, z) et obtenir £ (q, q) à l’aide
de la formule (~) :

(Toù

Ainsi :

(on reconnaît l’énergie cinétique de la particule). Revenant aux variables
d’impulsion on obtient :

La coordonnée 8 n’intervient pas dans cette expression, elle est cyclique ce
qui entraîne l’existence d’une intégrale première, qui est pe .

Pour des conditions initiales données on a donc pe = r2 (0) ~8 (o) - z (0)].
Notons M ce nombre (qui dépend donc uniquement des conditions initiales).
Le hamiltonien est en fait à deux degrés de liberté :

il dépend du paramètre M = pe .

II. CHANGEMENT DE COORDONNÉES

1. La quantité M = pe étant fixée par les conditions initiales, nous

pouvons considérer la distance d’un point P de la trajectoire à la ligne de

Annales de l’Institut Henri oce - Physique théorique



133TRAJECTOIRES BORNÉES D’UNE PARTICULE

champ £ M définie par r2z = -M et introduire le système de coordonnées
( u, v ) suivant :

. u est l’abscisse curviligne de la projection H de P sur M, l’origine
sur cette courbe étant prise au point H correspondant à la valeur minimale
du champ sur 

~ v est la distance HP de P à la ligne de champ.

Remarque. - Pour calculer les coordonnées explicites de H il suffit

d’écrire que pour un point ( ~ 201420147 ) de ,C on a :q p p 
B 

~ 

r2

la valeur minimale est obtenue par

et l’on a

2. Expression du hamiltonien dans ces nouvelles coordonnées

La relation : dr2 + dz2 = ~1 ~ vl~ (u)~ 2 du2 + dv2 qui fait intervenir la
courbure (u) de la ligne de champ £ M au point (u, 0) induit sur les
impulsions p.~ et pv les relations suivantes :

Vol. 64, n ° 2-1996.
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On obtient ainsi l’expression du hamiltonien :

où U (t6, ?;) joue le rôle d’ un potentiel. On a :

avec

Soit ~ &#x3E; 0 donné. Notons E l’énergie du système.

PROPOSITION 1. - Pour toutes conditions initiales vérifiant ( CI):

E  2 M4~3 et E  ~ 2 M
a) la distance v de la trajectoire à la ligne de champ ,CM est d’au plus E,

b) de plus il existe une constante C (ne dépendant que de E et M)
telle que:

(démonstration en annexe).

Remarque 1. - On verra par la suite que M est fixé et ~ choisi ensuite ;
il suffira de considérer ~ tel que ~3  323/21MI pour que la seule condition
à mentionner soit ( CI ) : E  16

Remarque 2. - L’inégalité U (u, t?)  E contraint la particule à rester
dans la bande S délimitée par les C+ et C- d’équation :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique " théorique "
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Le schéma de la figure 4 représente les bandes Si, 61/2, corres-

pondant aux valeurs 1, 1 /2, 1/10 de l’énergie E.

Vol. 64, n° 2-1996.
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3. Remarque : mise en évidence de Faction

On a donné un développement de H selon la variable v de la manière
suivante :

avec K (u, v, pu, 1  dès que (CI) est satisfaite, en particulier
on a :

L, 
. 

- B2 (u, 0) v2 . ~ ~ 

’fi ~ l’ l’~ r ie d’unexpressIon Hu == represente a u fixe energle un
2

oscillateur harmonique (à 1 degré de liberté); l’action I~, correspondante,
c’est-à-dire l’aire de l’ellipse parcourue par le point de coordonnée (v, pv )

B2 (u~ 0) v2 ,

a pour expression: Iu = 
v 

2B (u, 0) , la fréquence du mouvement

étant B (u, 0 ) .
On remarque que l’inégalité ci-dessus peut encore s’écrire:

On voit alors, sous réserve que lu soit minorée par une constante non

nulle indépendante du temps, que pour tout point (u, v, pu, de la

trajectoire on a

Cela entraîne que la trajectoire est bornée puisque B (u, 0) grandit avec u.

On est donc amené à minorer Iu ; pour cela on va montrer que c’est un
« invariant adiabatique perpétuel ».

Annales de l’Institut Hertri Poincaré - Physique théorique



137TRAJECTOIRES BORNÉES D’UNE PARTICULE

III. CHANGEMENT D’ÉCHELLE POUR OBTENIR
UN HAMILTONIEN PROCHE

D’UN HAMILTONIEN INTÉGRABLE

1. Mise en évidence de la variable d’action Iu

On pose

Le hamiltonien correspondant au nouveau système est H’ _ ~-2 H. Or

où Hl est une fonction analytique réelle. D’où

On introduit la fonction génératrice (on note B 

cela engendre un changement de variables canoniques :

par le biais des équations :

Vol. 64, n 2-1996.



138 F. TRUC

On remarque que p2u1 sera remplace par p2u2 à condition d’intégrer dans le
l, 

. B’(~i,0) 0 b .terme restant 1 expression ~u1 2014. 2014 pv2. On obtient :~ 

Le nouveau terme restant H2 est encore analytique car l’expression

v1pv2 l’est; en effet dès que M n’est pas nul on sait que B
2y B (~~c2, 0

est une fonction analytique de ~c et ne s’annule pas, la valeur minimale de
B (u, 0) étant = (cf. p. I33).

O reconnaît la variable d’ action p2v2 + 2 dé’à mentionnée . 136n reconnaît a variabl e action 
2 

eJa mentionnée p. ,

au facteur multiplicatif près ~2, que nous noterons I pour simplifier les
notations; introduisons l’angle cp par la formule:

alors H’ s’exprime en fonction des variables action-angle (7, 

La quantité 7 = ~ (en revenant aux variables de
départ) peut s’interpréter aussi, pour les points de la trajectoire situés sur

la ligne de champ, comme le moment magnétique c-2 2014 = c-2 20142014.
2. La prochaine étape est l’étude de la 2e variable d’action

Pour cela il est commode de changer l’échelle de temps de sorte que la
1ère fréquence du hamiltonien non perturbé devienne égale à 1. Posons

Chercher les trajectoires incluses dans l’hypersurface .~’ = E revient à
trouver les solutions à énergie nulle du hamiltonien F ; F se décompose
ainsi : F = Fo + Fl avec

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



139TRAJECTOIRES BORNÉES D’UNE PARTICULE

Fl est d’ordre 1 par rapport à ~ car B (~2, 0) &#x3E; B~.,.t (la valeur du champ
sur ,CM est minorée par ~ =1 ~~M~1/3).
Le hamiltonien non perturbé Fo a donc une première fréquence égale

à 1; pour trouver la seconde il faut considérer les lignes de niveau dans le

plan (u2, la fonction / (u2, p~2 ) - _ 2 1 p~2 - ~-.201420142014~. OrZ D (~i2, 0) B (~u2, 0)
les courbes / (u2, pv2) = c sont fermées p our c G 2014 20142014, 0 .

j L
Soit J(c) l’aire délimitée par la courbe / (u2, pu2) = c.

LEMME 1. - est croissante 20142014, 0 ..f ( ) 
J ~ L

Démonstration. - 1. Expression de ~(c)

..

l’égalité /(~2? c entraîne les inégalités suivantes :

1 E r
ce qui impose à c d’ appartenir à 2014 

20142014, 
0 .

J m L
De plus l’aire se calcule de la façon suivante :

Vol. 64, n 2-1996.
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7~
OÙ u2 min et u2max SOiït définis par B 0) == - - = B(~u2max, 0)

c
et u2min ~ 0, u2max ~ 0. Posons u == On obtient

c

Remarque. - On note pour simplifier B (u) pour B (u, 0).
Posons] c == E Je. On obtient donc

2. Montrons que J ( c) est croissante. - Remarquons tout d’abord que les
bornes de l’intégrale ci-dessus dépendent de c :

Supposons c  c’  0, alors

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



141TRAJECTOIRES BORNÉES D’UNE PARTICULE

Voici l’allure des courbes de niveau quand c varie de 201420142014 à 0 :
~T~

En effet, le seul point critique de f correspond au point (0, 0) obtenu

pour la valeur c = 2014-_2014. D’autre part quand c tend vers 0 la courbem

détermine un domaine dont l’aire tend vers celle de la bande horizontale

de largueur 
En conclusion lim J (c) == +00 ; lim J (c) = 0.c~O ’ ’ c~-E/B~ ’ ’

2) J ( c) est croissante de c pour un ouvert ] ]03B1, 0[.
La démonstration du lemme 2 est donnée en annexe. On utilise le fait

que la fonction B (u) est équivalente à u en +00 et à 2u en 2014oo. De

ces lemmes découle la

PROPOSITION 2. - Le hamiltonien F 

où la fonction c une dérivée seconde non nulle sur un intervalle

] A, +oo[.

Démonstration. - On a c’ (J) == 1 On a montré que J ( c) est une
( c) _

fonction croissante de c pour c voisin de zéro ; c’ (J) est donc aussi une
fonction monotone de c pour c voisin de zéro, ou encore (puisque] est
une fonction croissante et ] ( c) ---+ +00) une fonction monotone de J

_ 

pour J grand.

Vol. 64, n° 2-1996.
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La fonction c" ne s’annule donc qu’en un nombre fini de valeurs
Jl , ... , JP . Nous appliquerons le « twist theorem »de Moser sur chacun des
anneaux A et sur tout anneau extérieur aux cercles ~I = ~ J~ ,
~T = ~JP.

I~. UTILISATION D’UN THÉORÈME DE MOSER

PROPOSITION 3. - Pour ~ assez petit la quantité I~ = c-2 
P2v + B 0 0) 

v2
2 (u, 0)

est un invariant adiabatique perpétuel, à condition que l’inégalité (CI) soit
satisfaite pour E. Plus précisément : ne dépendant que de M ;

Démonstration. - Nous avons écrit l’hamiltonien F sous la forme :

Sur l’ hypersurface d’énergie 0 on a :

d’où l’existence d’une fonction  :  (~, ~, ~ ) = I.
En utilisant (/? comme nouveau temps on obtient pour le nouvel

hamiltonien l les équations suivantes :

En effet le hamiltonien F, autonome, à 2 degrés de liberté correspondait
aux équations :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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et l’on trouve bien que

De plus, de l’égalité I - ~ cp, ’lj;, c) = F = 0 on tire :

D’où :

Les solutions au temps # = 27r sont donc données en fonction du temps

Au difféomorphisme J (0), ~ (0) -t J (2~r), ~ (27r) de l’anneau
A on peut appliquer le théorème de Moser (avec l~ = 1 et

.~ = 2) suivant:

THÉORÈME Moser [8]. - Soit ~ un difféomorphisme de l’anneau A (l, 2),
J? de classe Cs, s 2: 5, préser-vant l’aire, et tel (R, 8) _ (R’, 9’)
avec

où y (Rj ~ 0, 1~  ~ bornées.

Alors il existe une infinité de courbes invariantes pour ~ assez petit.

Remarque. - Chaque courbe invariante par ce difféomorphisme engendre
un tore invariant si l’on prend toutes les solutions de F qui sont issues de
cette courbe invariante, et sur ces tores le mouvement est quasi périodique
à 2 fréquences. De plus, n’importe quelle trajectoire commençant entre 2
tels tores sur la même surface d’énergie doit rester entre ces tores pour
des raisons de dimension. En particulier la quantité l est un invariant
adiabatique perpétuel (cf. [l], (3], [7] ).

Vol. 64, n° 2-1996.
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V. CONCLUSION

PROPOSITION 4. - Soit M fixé ; (c’est-à-dire r (0)), z (0), 8 (0)). Il existe
EO &#x3E; 0 ne dépendant que de M et K &#x3E; 0 tels que la trajectoire de la

particule est bornée, si les conditions ( 1 ) et (2) sont satisfaites:

(pour un certain ~  6-o),

C est la constante de la poosition 1.

On remarque que 7~ (0) == ~’~ 7~ (0) ; de la

proposition 3 on déduit que I~ (t) &#x3E; I~ (0) - K~ d’où I~ (t) &#x3E; I~(0)
si (2) est satisfaite et finalement en utilisant la remarque du II :

Il s’agit à présent d’étudier la compatibilité des conditions (1) et (2). Il

est immédiat de constater que si l’intervalle] 2B (u, 0) 2c2 2014201420142014 [
n’est pas vide on peut choisir p; à l’intérieur de sorte que Iu (0) &#x3E;

2
&#x3E; et choisir alors p2u de sorte que (1) soit vraie. Il faut

donc considérer un c assez petit pour que soit vraie l’inégalité:

On peut enfin remarquer que la condition ( 1 ) permet aussi bien de
considérer des positions éloignées de l’origine et des vitesses « de l’ordre
de 1 », que des positions plus proches et des vitesses petites. La condition
(2) exprime que la vitesse orthogonale à la ligne de champ ne doit pas
être trop faible par rapport à l’énergie totale, et en particulier exclut le cas

0, zo = 0 = Bo qui correspond à un départ sur une « ligne de champ »
(la droite (B = = 0)) avec une vitesse parallèle à cette ligne.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



145TRAJECTOIRES BORNÉES D’UNE PARTICULE

On donne ci-dessous le tracé d’une trajectoire obtenue par simulation.
Les conditions initiales sont Mo (1, 1, 0) et t~o (1/4, 1/4, 4/5). Lorsque la
trajectoire s’éloigne suffisamment de l’origine selon l’axe 0~ la bande

j6, définie par les courbes C+ = z = - M 2 -p 2E et C- = z =
._ 

r r

M 2E ...,

- r2 - 20142014, 
dans laquelle elle est comprise (si on considère un plan

de coupe vertical), apparaît nettement ; en effet la largeur de la bande, qui

vaut - (voir appendice) devient de plus en plus petite, et de plus r
étant petit l’angle 03B8 est peu significatif.

Supposons qu’il n’y ait pas de retour : alors la distance v.de la trajectoire
à la ligne de champ est toujours inférieure à v (tl), où t1 est le

temps déterminé par  EO (avec le EO de la proposition 4). Les
résultats précédents s’appliquent et on obtient une borne pour B (u, 0)

a 
(d’où contradiction) si on a l’inégalité lu &#x3E; 

La simulation paraît montrer que les « fuites vers le bas » sont bornées :
le pas de l’hélice diminue mais la particule se stabilise puis est renvoyée
vers l’origine sur une autre hélice.
Nous remercions M. Jean-Paul Truc qui a effectué les simulations

numériques qui illustrent cet article.

Vol. 64, n° 2-1996.
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APPENDICE

Démonstration de la proposition 1 a)

1ère Remarque. - C+ est décroissante, tandis que C- passe pour un
.. .. M

minimum pour la valeur ri = 20142014-~=-. .

2e Remarque. - Pour z fixé, du signe de -M, la droite de hauteur z
rencontre (7+ et C- en P+ et P- d’abscisses respectives :

En effet ces valeurs sont les racines positives des équations r2 
M = 0, la notation A désignant le discriminant 2E - 4Mz commun aux
2 équations. On a alors :

3e Remarque. - Pour r fixé la hauteur de la bande vaut 201420142014.

Notons R+ le point ( r+ , 0 ) et R- le point ( r _ , 0 ) . On est amené
à chercher un réel positif r+ de façon que les côtés du rectangle
R- R+ jP~ P- soient de longueur inférieure à 2014~: ; si de plus ce réel

est inférieur au minimum ri de la courbe C-, on pourra affirmer que la
distance d’un point quelconque de la bande à la ligne de champ £M est
inférieure à E.

En effet, soit P un point de 03B2 de coordonnées (r, z)

’ si r  r+ soit P est au-dessus de P P~, auquel cas d(P, B) 
/~ 7~ 

+ + +
-20142014  P" P+, soit P est dans le rectangle R’ P+ P+ P" (il ne peut
z

être en dessous du fait que le minimum de C’ est situé au-delà de ce

rectangle) et sa distance à /~M est majorée par la longueur de la diagonale.
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Nous cherchons donc r &#x3E; 0 vérifiant :

explication de (3) . c’est la condition 2 2E  2014.=, , compte tenu de
z v2

l’estimation de z pour le point d’abscisse r qui est sur C+ : z =
M 2E , 

M

2014-2014+ 20142014 avec la remarque que z &#x3E; -2"
Les conditions (2) et (3) ne sont compatibles que si l’intervalle

l = 2 , - 4E 
est non vide d ou la condition

De plus si (i) est vrai il faut comparer la borne inférieure de I~ à

a-t-on inf I~  rl ? Auquel cas le choix de r+ sera possible. Or
16E  |M|2/3 si (i) est vrai. Si

Remarque. - La condition (i) est plus restrictive que la condition (ii)

a part pour des petites valeurs de |M| si IMI  mais on verra

par la suite que M est fixé et ~ choisi ensuite; il suffira de choisir
3 .

323~2 ~ ~ IMI pour éviter de mentionner Ia condition (ü}.
Dénionstration de la proposition 1 b)

1ère Étape. - Développement limité de v ~ U (u, v) (à u fixé) à l’ordre 1.

Il s’agit d’écrire le développement de la fonction F (r, z} au voisinage
du point ( a, b) où = - M
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Le développement de Taylor de F au voisinage de (a, b) est donc le

suivant :

(en effet v2 = (r - ~)2 + (z - b)2).
Or H est sur la ligne de champ donc est perpendiculaire à

Ainsi
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2e Étape. - Il s’agit à présent de majorer les termes d’ordre supérieur à
2 dans le développement U (u, v) par rapport à v. Notons

Le calcul des dérivées partielles d’ordre 3 de F permet d’écrire :

avec

Nous allons borner v3 max Ar z .
, 

’

LEMME. - ’ un point de S, v sa distance à Ses coordonnées

(r, z) vérifient :

Ce lemme découle de la remarque 2, p. 134.
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Or si P E B n {z &#x3E; zo} on peut majorer G de la façon suivante :

~2|M|2/3En effet on a tenu compte de l’hypothèse E  2014’2014’2014 et de la majoration
~ 2r 2 

,

+ M  2Er vraie dans S. Les termes 
z 3 

et 
z 2 

sont majorés

respectivement par z3 et z2.
Il reste à montrer q ue 1 rz est majoré or 

1 
 

1 
C où r- est la 1ère

coordonnée du point P- de cote z sur C-).
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De plus, r- s’exprime en fonction de z grâce à la formule des racines
d’un trinôme :

Finalement :

Cette fonction de z tend vers zéro à l’infini. On a bien montré
l’existence d’une constante C (ne dépendant que de E et M) telle que

 C~3.

2e Cas. - P E  On sait qu’alors r &#x3E; ’r~ et z &#x3E; zl = min C- .
On se sert cette fois de l’inégalité ( 1 ) :

Les termes sont tous majorés puisque - et z le sont.
r

Démonstration du lemme 2 du paragraphe 111.2

Démonstration. -

Le premier terme est nul car il vaut : 
’

Les expressions sous le radical sont nulles puisqu’elles correspondent à la
valeur 

2) Montrons que J (c) est croissante dans un voisinage de 0. Soit
c  c’  0 où c est proche de 0.
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La différence ~T’ (c’) - J (c) se scinde en trois parties :

7i et I2 sont positives, I3 est négative ; il s’agit de les comparer. Du
développement au voisinage de 0 des radicaux on obtient :

D’où, pour c suffisamment petit :

(note : c - c’  0).

Or, on peut obtenir facilement le comportement de B (u) pour les grandes
valeurs de u ; en effet, des relations :
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on déduit les équations paramétriques de B en fonction de u :

(p. 133)
On calcule ensuite que :

D’où B (~) ~ ~ et B (~) ~ 2t6. Ainsi :
+00 -00

On obtient finalement :

D’autre part :

D’où

et

La somme des trois intégrales est donc positive, pour c suffisamment
roche de 0 uis ue 

1 
&#x3E; 1proche de 0 puisque T2ï 
&#x3E; 

2014.
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