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Trajectoires bornées d’une particule soumise
a un champ magnétique symétrique linéaire
par

Francoise TRUC

RESUME. — On étudie les solutions globales de 1’équation de Lorentz :
mq = eq A B, ou B est un champ magnétique linéaire avec une symétrie
cylindrique. On exhibe un ouvert de conditions initiales pour lesquelles
les solutions sont bornées. Pour cela, on écrit le hamiltonien comme une
perturbation d’un hamiltonien complétement intégrable et on applique un
théoreme de twist dd a Moser.

Mots clés : Hamiltonien, champ magnétique, perturbation, adiabatique, tore invariant,
action, moment magnétique, intégrable, symplectique.

ABSTRACT. — We study global solutions of the Lorentz equation:
mq = eq A B. Provided the magnetic field B is linear with a rotational
symmetry, we find an open set of initial conditions for which the solutions
are bounded. To obtain this result, we write the hamiltonian system in a
form of a system closed to a completely integrable one and then apply a
special form of a twist theorem by Moser.

INTRODUCTION

La trajectoire d’une particule chargée soumise & un champ magnétique
est décrite par I’équation de Lorentz : m§ = eq A B. Quand B est un
champ constant en temps et position, le systéme d’équations est intégrable,

Classification AM.S.: 58 F30 - 70D 10 — 70 H 15.
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128 F. TRUC

les trajectoires sont des hélices ayant pour axe une ligne de champ. Au

cours du mouvement sont conservés, outre 1’énergie, le rayon de Larmor

mu ) mu .
r = Bi et le moment magnétique M = o5 BL' Les notations m, e et
€

v, désignent respectivement la masse, la charge et la vitesse orthogonale
a la direction du champ.

Considérons un champ magnétique qui varie « lentement » dans I’espace
de telle sorte qu’au cours d’une rotation de la particule le champ soit presque
constant; la trajectoire coincide approximativement avec un cercle dont le
centre (le « guiding center ») se déplace lentement le long d’une ligne de
champ, la période de rotation étant trés petite. On peut montrer qu’a ce
mouvement de rotation rapide est associé un « invariant adiabatique », le
moment magnétique. En effet, dans les conditions ci-dessus, le hamiltonien
dépend lentement des variables de position, sauf d’une (notée g); on peut
ainsi écrire H = H (p, q, y, ex) o (g, ) sont les coordonnées (z € R ou
R?), et (p, y) les moments conjugués et £ un petit parametre. Si le systéme
non perturbé (c’est-a-dire le systéme a un degré de liberté obtenu en fixant
ex et y) a dans son portrait de phase des trajectoires fermées (avec une
fréquence qui ne s’annule pas), alors on peut introduire les variables action-
angle (I, ). La variable d’action I (p, g, y, ex) correspond au moment
magnétique et on montre que c’est un invariant adiabatique c’est-a-dire :

de > 0,
1 (p (1), q(t), y(t), ez (t)) — I (p(0), ¢(0), y(0), ez (0))] < ce

pour

0<t<1/e

(voir [1] : cela résulte de la méthode de moyennisation).

Kruskal [6] montre méme l’invariance de cette quantité a un ordre
quelconque : a I’aide de transformations symplectiques sur les coordonnées
on peut « éliminer » la phase rapide ¢ de sorte que le hamiltonien exprimé
dans les nouvelles coordonnées ne dépende de ¢ que par des termes
d’ordre €™, n arbitrairement choisi. (Voir également Neistadt pour une
meilleur approximation [10].)

Dans le cas ol le champ est une fonction convexe le long des lignes
de champ (en tant que fonction de I’abscisse curviligne) il existe un autre
invariant, « longitudinal ». En effet la trajectoire est réfléchie aux points
q; vérifiant M B (q;) = H (M désigne de nouveau l'invariant « moment

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Physique théorique



TRAJECTOIRES BORNEES D’UNE PARTICULE 129

1 [ v
magnétique »), et Pinvariant est donné par la formule J = 2 % ds

I’intégrale étant calculée sur une oscillation compléte (voir Northrop [11]).
(v désigne la vitesse parallele a la direction de la ligne de champ.)

N

Gardner [4] montre que cette quantité est invariante a tous ordres.
Cependant on rencontre des cas oil ce second invariant adiabatique n’existe
pas, la vitesse d’éloignement transversale par rapport aux lignes de champ
étant du méme ordre que la vitesse longitudinale : Weitzner a ainsi étudié
des configurations expérimentales formées de cylindres beaucoup plus longs
que larges, cf. [12].

Armold s’est posé la question suivante : peut-on trouver des cas pour
lesquels les particules qui sont « confinées adiabatiquement » le sont
réellement ? Il montre que 1’action est un invariant adiabatique perpétuel
sous de lentes variations périodiques d’un hamiltonien a un degré de
liberté ([1], p. 210); ce résultat provient de la théorie de KAM et nécessite
I’hypothése que le systtme n’est pas linéaire au sens que la fréquence
moyenne n’est pas constante. Considérant un champ magnétique a symétrie
axiale il écrit le hamiltonien, a 2 degrés de libertés, comme une perturbation
d’un hamiltonien intégrable pour lequel le mouvement dans I’espace des
phases se situe sur un tore. Sous I’hypothése que le rapport des fréquences du
mouvement « varie » dans le temps, il montre alors que les tores invariants
ne sont pas tous détruits et que I’action reste un invariant adiabatique
perpétuel, par des considérations de dimension [2].

La difficulté est d’expliciter I’hypothése car le rapport des fréquences
est d’un ordre « petit ». Arnold ne la vérifie que dans le cas ou le
P’ +y?

2

v 4 2 1 2 .2 2
s’écrit U (z, q) = 5(6 2+ 1) ¢* (¢f fig. 1).

hamiltonien s’écrit H = + U (z, q) ol le « puits de potentiel »

N

Une autre méthode consiste a utiliser un théoréme de Moser [8] qui
garantit I’existence de solutions périodiques des équations du mouvement,
pour des systémes proches d’un systéme intégrable. M. Braun a ainsi prouvé
I’existence d’une région ou les particules soumises au champ magnétique
terrestre sont retenues indéfiniment [3]. II généralise sa démarche a un
champ a symétrie axiale mais sans expliciter la condition de « twist » qui
permet d’utiliser le théordme de Moser; en effet celle-ci doit se vérifier
pour chaque champ étudié.

Nous déterminerons une classe de conditions initiales qui permettent
d’obtenir une trajectoire bornée, dans le cas d’une particule soumise a un
champ magnétique symétrique et linéaire.

Vol. 64, n® 2-1996.



130 F. TRUC

Fig. 1.

Nous écrivons le hamiltonien du syst¢tme comme une perturbation d’un
hamiltonien a deux fréquences, et nous bornons uniformément le terme
perturbateur sous certaines hypothéses sur les conditions initiales. Nous
vérifions la condition technique du théoréme de Moser qui permet alors
d’affirmer que le moment magnétique de la particule est un invariant
adiabatique perpétuel, nous montrons alors que les trajectoires sont bornées
lorsque le rapport entre vitesse et positions est assez petit et que le moment
magnétique initial n’est pas « trop petit ».

Nous exprimons notre reconnaissance a M. Yves Colin de Verdiere pour
son constant soutien.

I. CALCUL DU HAMILTONIEN ASSOCIE

_

AU CHAMP MAGNETIQUE B = rot A

1. Calcul dans le cas général
Le mouvement d’une particule (de charge et de masse 1) soumise au
champ B est régi par I’équation de Lorentz ¢ = ¢ A B (F); il existe un
1
lagrangien associé : L (q, ¢) = 3 >+ ¢+ A (q) (*). En effet (E) a pour
projection sur Oz :

. . . . [OA 0A . [(0A, O0A,
xz[sz_ZBy]:y(%f_—ay_y>+z<ax‘ c‘)z)

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Physique théorique



TRAJECTOIRES BORNEES D’UNE PARTICULE 131

ce qui permet d’expliciter d % :
uip P dt \ 3z )

d (0L _ . 04, _ (04, OA)\ (DA, 0A,
dt \ o0& ) at I\ oz dy Oz 0z
04, | . OA, 94,

+z py +y ay +z g

d (0L . 0A 0L
p (%) =g T o

En opérant de méme pour les autres projections on obtient les trois
équations d’Euler Lagrange.

Pour obtenir le hamiltonien, on écrit les moments conjugués des

coordonnées généralisées : p;, = ce qui s’écrit vectoriellement :

94
p = ¢+ A(q) et on a alors :

H (4, p) =pi~ L (0, 4) = 5[0~ A@)]

z
2. Calcul en coordonnées cylindriques, pour le champ B Y

a) Potentiel vecteur. — On remarque que la 2-forme B s’écrit :

B =xdy ANdz — ydx ANdz — 2zdx A dy
= (zdy — ydz) A dz — 2zdx A dy = (—r’dz — 22rdr) A df
=d(-r*2)Ndb;

il est donc naturel de prendre pour potentiel vecteur associé a B le vecteur
0

A Ay = —7r2.
0
i
b) Lignes de champ. — Elle sont caractérisées par {9 =0 car le
: = —22

r
champ B sécrit |0
-2z

Vol. 64, n°® 2-1996.



132 F. TRUC

Ces lignes sont donc caractérisées par 2 conditions : § = constante et

r?z =constante ; en effet d (r?z) = 2frz + r?z = 0.

¢) Hamiltonien. — 11 s’agit de calculer les impulsions p,, py, p.. Pour
cela il faut poser ¢ = (r, 8, z); ¢ = (7, rf, ) et obtenir L (g, ¢) a I'aide
de la formule (%) :

1 . .
L(q, §) = 3 (72 + 7202 + 22) + 70 (—r2)

d’ou
(0L .
pr—ﬁ—r
_8£_2- 2
<p9_8é_r9 ez
oL .
\pz'—"azz
Ainsi :

H (Ta 97 %y Prs Do pz) = 7.’2 + (7'2é - 7'22) 9 + 2.2
1 . .
— S+ ) 0
1 1,
=5 (P42 + 5070

(on reconnait I’énergie cinétique de la particule). Revenant aux variables
d’impulsion on obtient :

1 1
H (Tv 0) 2, Pr, Do, pz) = '2' (Pz +p§) + W (pe + 7‘22)2.
La coordonnée @ n’intervient pas dans cette expression, elle est cyclique ce

qui entraine 1’existence d’une intégrale premiere, qui est pg.

Pour des conditions initiales données on a donc pg = 72 (0) [4 (0) — z (0)).
Notons M ce nombre (qui dépend donc uniquement des conditions initiales).
Le hamiltonien est en fait & deux degrés de liberté :

1 1
H(T’ 2, Prs pz) = 5 (p?" +P3) + ﬁ (TQZ +M)2

il dépend du parameétre M = py.

I. CHANGEMENT DE COORDONNEES

1. La quantit¢ M = p, étant fixée par les conditions initiales, nous
pouvons considérer la distance d’un point P de la trajectoire a la ligne de

Annales de UlInstitut Henri Poincaré - Physique théorique



TRAJECTOIRES BORNEES D’UNE PARTICULE 133

Fig. 2.

champ L, définie par r2z = —M et introduire le systéme de coordonnées
(u, v) suivant :

* u est I’abscisse curviligne de la projection H de P sur £, I’origine
sur cette courbe étant prise au point {2 correspondant a la valeur minimale
du champ sur L.

* v est la distance HP de P a la ligne de champ.

Remarque. — Pour calculer les coordonnées explicites de € il suffit

M
d’écrire que pour un point (r, ——2) de Ly ona:
T
M?
B2 :BE+BZ:T2+422:7‘2+4—4'
r

la valeur minimale est obtenue par
rg =8M?

et I'on a

1
Bl =ri+ 515 =3M*?

m =

N

2. Expression du hamiltonien dans ces nouvelles coordonnées

La relation : dr? + dz? = [1 + vk (u)]? du? + dv? qui fait intervenir la
courbure £ (u) de la ligne de champ £y, au point (u, 0) induit sur les
impulsions p,, et p, les relations suivantes :

{pu:[l-i-’vk(u)]ﬂ

Pv =7

Vol. 64, n° 2-1996.



134 F. TRUC

On obtient ainsi ’expression du hamiltonien :

1 v 2
H My=-{ ——3F——— U
(’U,, YV, Du, pvlv ) 2 <[1 T ok (111)]2 ‘I"pv) + ('Uq U)

ol U (u, v) joue le role d’un potentiel. On a :
U(u,v) =Fo® ! (u,v)

avece

P (r, 2) = (u, v)
(r’z 4+ M)?

F:(r,z)— 572

Soit € > 0 donné. Notons £ 1’énergie du systeme.

ProposITION 1. — onur toutes conditions initiales vérifiant (C1):
E<2M*3 et E < i—6|M|2/3
a) la distance v de la trajectoire a la ligne de champ Ly est d’au plus ¢,

b) de plus il existe une constante C (ne dépendant que de E et M)
telle que :

1
U (u, v) — 532 (u, 0)v?| < Ce®
(démonstration en annexe).

Remarque 1. — On verra par la suite que M est fixé et € choisi ensuite ;
il suffira de considérer ¢ tel que €3 < 323/2| M| pour que la seule condition
2

4 mentionner soit (CI) : E < i—6|M|2/3.

Remarque 2. — L’inégalité U (u, v) < E contraint la particule a rester
dans la bande B délimitée par les Ct et C~ d’équation :

M
ct z=——2+\/§E
T T
M 3E
C- z=——2—‘[
T T

Annales de !’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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Le schéma de la figure 4 représente les bandes B;, B; /2> Bij1o corres-

pondant aux valeurs 1, 1/2, 1/10 de I’énergie FE.

3.9E+008
Cc- ct
\
9.0E+@0 su0
N )
Fig. 3.
3.0E+00

———

-1.QE+69

Fig. 4.

Vol. 64, n° 2-1996.
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136 F. TRUC

3. Remarque : mise en évidence de I’action

On a donné un développement de H selon la variable v de la maniére
suivante :

H (u My=1 P L )
uy Pvs = 5T 1 1/ N2 Y 5 ’ v
U Pu P 2 [14+vk@)? 2 2 “

+K(u’ ’U, pu? p’U)

avec |K (u, v, pu, pv)| < Ce® d&s que (CI) est satisfaite, en particulier
on a:

p? + B? (u, 0)v?

5 < E + Cé®

M2/3
<€2<| | -I-C’s).

16

p2 + B? (u, 0)v?
2
oscillateur harmonique (2 1 degré de liberté); I’action I, correspondante,

c’est-a-dire 1’aire de 1’ellipse parcourue par le point-de coordonnée (v, p.)

2 2 2
. + B (u, 0)v ,
a pour expression : [, = Py (u, 0) , la fréquence du mouvement

2B (u, 0)
étant B (u, 0).

L’expression H, = représente a u fixé 1'énergie d’un

On remarque que I'inégalité ci-dessus peut encore s’écrire :

M2/3
B (u, 0)1, < €2<|—1|6— +C€>.

On voit alors, sous réserve que I, soit minorée par une constante k£ non
nulle indépendante du temps, que pour tout point (u, v, py, pv) de la
trajectoire on a

&2 |Ml2/3
B(’U,,O)<—k—( 16 +CE>.

Cela entraine que la trajectoire est bornée puisque B (u, 0) grandit avec w.

On est donc amené a minorer I, ; pour cela on va montrer que c’est un
« invariant adiabatique perpétuel ».

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Physique théorique
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III. CHANGEMENT D’ECHELLE POUR OBTENIR
UN HAMILTONIEN PROCHE
D’UN HAMILTONIEN INTEGRABLE
1. Mise en évidence de la variable d’action I,
On pose
U = €Uy Du = EPu,

V=¢€Ev; Dy = EPu,

Le hamiltonien correspondant au nouveau systeéme est H' = ¢~2 H. Or
2 2 2
€ by by
H (uy, v1, pu1, Pv1, M) = — ! —
( 15 U1y Puly Pols ) 2 [1+€1)1k(€u1)]2 9

2 B2 (Eul, O) U%
2

+e +&® Hy (eu1, v1, Pui, Po1)
ol H; est une fonction analytique réelle. D’ou

2 2 2 2
Pu, TPy, + B (eus, 0)v
Hl (U1,U17Pu17pv17M): : 1 2 ( ) 1

+ ¢ Hi (eu1, v1, Put, Po1)-
On introduit la fonction génératrice (on note B pour ||B||) :
S (u1, vi, puz, pu2) = VB (eu1, 0) 01 py, + U1 P,
cela engendre un changement de variables canoniques :
U1y U1y Puyy Poi = U2, V2, Puyy Po,

par le biais des équations :

dS N B’ (euy, 0)
w1 — 7 = Pu,y Ev vy | e
P ou, ! the B (euq, 0)
oS
Doy = oy B (eus, 0) po,
= oS
2 = 3]91@ = U
o
vy = 3;:2 = v/ B (eu, 0) vy

Vol. 64, n° 2-1996.



138 F. TRUC

On remarque que pil sera remplacé par p2_ & condition d’intégrer dans le
B’ (euy, 0)

2\/B (E’Uq, O)

H/ (u27 V2, Pu2, Pv2, M) =B (8u27 O) (

terme restant I’expression ev; Pv,- On obtient :

5 -

2 2

Py, T V2 L,
—— ) + 5 Pu,
+ € Hy (euz, v2, Pu2, Pu2)

Le nouveau terme restant H) est encore analytique car 1’expression
B’ (eus, 0)

V1 Py — e
1P 24/B (euz, 0

est une fonction analytique de u et ne s’annule pas, la valeur minimale de
B (u, 0) étant B,, = v/3|M|'/3 (cf p. 133).
2

2
+ v ) .
Po, 702 déja mentionnée p. 136,

I’est; en effet dés que M n’est pas nul on sait que B

On reconnait la variable d’action

au facteur multiplicatif prés 2, que nous noterons I pour simplifier les
notations ; introduisons 1’angle ¢ par la formule :

vy = V2[singp
Dv, = V2Icosy

alors H' s’exprime en fonction des variables action-angle (I, ) :

1
(*) H' (Ug, I7 DPu2, <P) = B(5u27 0)I+ —2‘1712‘2 + 6H:,$ (€u27 Ia DPu2, <P)

_oP2 + B?(u, 0)v?

La quantité¢ I = ¢ (en revenant aux variables de

2B (u, 0)
départ) peut s’interpréter aussi, pour les points de la trajectoire situés sur
2 w4
la ligne de champ, comme le moment magnétique €2 % =¢g? 5

2. La prochaine étape est ’étude de la 2° variable d’action

Pour cela il est commode de changer I’échelle de temps de sorte que la
1% fréquence du hamiltonien non perturbé devienne égale a 1. Posons
q P g

m [H' (u2, I, pu,, ¢) — E].

Chercher les trajectoires incluses dans I'hypersurface H' = FE revient a

trouver les solutions a énergie nulle du hamiltonien F'; F' se décompose

ainsi : F' = Fy + F; avec

1 p E__
2 B(eug, 0) B (eug, 0)

F(UZa I’ Dusy» 30) =

) I

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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et
€

B (eus, 0)
F; est d’ordre 1 par rapport a € car B (eug, 0) > B,, (la valeur du champ
sur Ly est minorée par B,, = v/3|M|'/3).

Le hamiltonien non perturbé Fy a donc une premiere fréquence égale
a 1; pour trouver la seconde il faut considérer les 12ignes de niveau dans le
1 Das E

— — .0
2 B(eug, 0) B (eusq, 0) '

Fl = H:,; (Eu27 I27 p’uz) SD)

plan (uz, py,) de la fonction f (uz, pu,) =

les courbes f (u2, p.,,) = ¢ sont fermées pour ¢ €| — B 0 [
Soit J (c¢) 'aire délimitée par la courbe f (uq, pu,) = c.
LEMME 1. — La fonction J (c) est croissante sur] -5 0 [

Démonstration. — 1. Expression de J (c)

b Bew,0)

Fig. 5.

I’égalité f (uz2, pu,) = c entraine les inégalités suivantes :
E
|Pus| < V2 (E + ¢Bp); B,, < B(eus, 0) < -

ce qui impose a ¢ d’appartenir & | — B 0.

m

De plus I'aire J (c) se calcule de la facon suivante :

J(c) = j{ Du, dus
F (uz, puy)=c

_ / " V2[E ¥ ¢B (eus, 0)] dus

2 min

Vol. 64, n° 2-1996.



140 F. TRUC

Ol U2 min €t U2 max sont définis par B (ug min, 0) = —— = B (U2 max, 0)
. c
et Uomin < 0, U max > 0. Posons u = guy. On obtient

1 Umax

J(c)= - V2[E + ¢B (u)] du

Umin
E
aveC B (Umin) = B (Umax) = =+ Umin <0, et Ugax > 0.

Remarque. — On note pour simplifier B (u) pour B (u, 0).
Posons J (c) = &J (¢). On obtient donc

Umax

J(c)= V2[E + ¢B (u)] du

Umin

2. Montrons que J (c) est croissante. — Remarquons tout d’abord que les
bornes de I’intégrale ci-dessus dépendent de c :

- — : -

Umin(€") Umin(c) Umax(€) umax(c')

Fig. 6.

Supposons ¢ < ¢ < 0, alors

VE + ¢B(u) < E + ¢B (u)

et

[Umin (€), Umax (¢)] D [Umin (€); Umax (€)]
dot J(c) < J(¢).

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique



TRAJECTOIRES BORNEES D’UNE PARTICULE 141

Voici I’allure des courbes de niveau quand c varie de _BE al:

m

il

-6.00E+00

T

6.00E+00

u

Fig. 7.

En effet, le seul point critique de f correspond au point (0, 0) obtenu

pour la valeur ¢ = —5 D’autre part quand ¢ tend vers O la courbe

détermine un domaine dont 1’aire tend vers celle de la bande horizontale
de largueur 2v/2F.

En conclusion lim J(¢) = 4+00; lim  J(c) = 0.
c—0 c——FE/B,,

_ Umax (€) B :
Lemve 2. — 1) T (¢) = / )
Umin (C) 2 [E + CB (u)]

= . .
2) J (c) est une fonction croissante de ¢ pour un ouvert |a, 0.

La démonstration du lemme 2 est donnée en annexe. On utilise le fait

que la fonction B (u) est équivalente & u en +oo et & 2u en —oo. De
ces lemmes découle la

PROPOSITION 2. — Le hamiltonien F s’écrit :
F=TI+c(eJ)+eH(eJ, I, @, 1)

ou la fonction c(eJ) a une dérivée seconde non nulle sur un intervalle
JA, +o0].

, — 1 . —
Démonstration. — On a ¢’ (J) = ———. On a montré que J (c) est une
J (¢)
fonction croissante de ¢ pour ¢ voisin de zéro; ¢’ (J) est donc aussi une
fonction monotone de ¢ pour ¢ voisin de zéro, ou encore (puisque J est

une fonction croissante et .J (c) e +00) une fonction monotone de .J
c—r

pour J grand.
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La fonction ¢” (¢J) ne s’annule donc qu’en un nombre fini de valeurs
J1,..., Jp. Nous appliquerons le « twist theorem » de Moser sur chacun des
anneaux A (eJ;, J;11) et sur tout anneau extérieur aux cercles J = eJ,
J = ¢eJ,.

IV. UTILISATION D’UN THEOREME DE MOSER

_» P2+ B (u, 0)v?
2B (u, 0)

est un invariant adiabatique perpétuel, a condition que 1’inégalité (C1) soit

satisfaite pour €. Plus précisément : Jeq ne dépendant que de M ;

ProposITION 3. — Pour ¢ assez petit la quantité I, = €

AK > Otel que |I. (t) — I. (0)] < Ke Vi, Ve < .
Démonstration. — Nous avons écrit I’hamiltonien £ sous la forme :
F=I+c(eJ)+eH(eJ, I, ¢, 1, ¢).
Sur I’hypersurface d’énergie O on a :
I'=—c(eJ)—eH (e, I, ¢, 1, ¢)

d’o I’existence d’une fonction & : ® (eJ, ¢, ¥, ) = I.

En utilisant ¢ comme nouveau temps on obtient pour le nouvel
hamiltonien I les équations suivantes :

dJ _ 9F/oy _ 9%
dp ~ OFJOI ~ 9¢
dy _OF/d] 9%

dp _ OFJOI ~ aJ

En effet le hamiltonien F', autonome, & 2 degrés de liberté correspondait
aux équations :

dF _dyp dF dal

da T @ dp | dt
dF _dyp dF _ dJ

dJ ~ dt dy  dt
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et ’on trouve bien que

dJ _dJ dt __OF/o¢
dp — dt ~dp  OFJdI
dy _dy dt _ 9F/o]

dp — dt d(p OF /oI

De plus, de I’égalité I — ® (eJ, ¢, ¢, ) = F = 0 on tire :

0P OF OF o
8F/81/)_—@, W_l’ 57 = "3
D’ou
dal
El; = —€ f(EJ7 ©, 1/), ‘S)
T = el (1) e (e, 9., )
avec J = eJ et f(eJ, @, Ye) = OH; (e, I, @, 1, ¢€) .

0

Les solutions au temps ¢ = 27 soft donc données en fonction du temps

@ = 0 par:
{ J(27) = J(0) 4+ 0(e?)
% (2m) = ¢ (0) +ec’ () + 0 (e?).

Au difféomorphisme J(0), % (0) — J(2x), ¢ (27) de I’anneau
A(J;, Jiz1), on peut appliquer le théoreme de Moser (avec k = 1 et
{ = 2) suivant :

THEOREME Moser [8]. — Soit ® un difféomorphisme de I’anneau A (1, 2),
® de classe C°, s > 5, préservant laire, et tel que : ® (R, 0) = (R, §")
avec

{H=R+Jﬂmm
0 =0+ a+eky(R)+eg (R, 0)
ouy'(R)#0, k < ¥ fetg bornées.
Alors il existe une infinité de courbes invariantes par ® pour ¢ assez petit.

Remarque. — Chaque courbe invariante par ce difféomorphisme engendre
un tore invariant si I’on prend toutes les solutions de F' qui sont issues de
cette courbe invariante, et sur ces tores le mouvement est quasi périodique
a 2 fréquences. De plus, n’importe quelle trajectoire commengant entre 2
tels tores sur la méme surface d’énergie doit rester entre ces tores pour
des raisons de dimension. En particulier la quantité I est un invariant
adiabatique perpétuel (cf. [1], [3], [7]).
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V. CONCLUSION
PROPOSITION 4. — Soit M fixé; (c’est-a-dire 7 (0)), z (0), 8 (0)). Il existe

eg > 0 ne dépendant que de M et K > 0 tels que la trajectoire de la
particule est bornée, si les conditions (1) et (2) sont satisfaites :

1) E<S |M|2/3
16

(pour un certain € < &),

(2) L, (0) > 2K¢®
B?%(u, 0)v
ou I, p“ +2 5 (1(50)) . Plus précisément on a :
2¢2 |M|2/3
0

B (u, 0) < 7. (0) ( 16 +Ce

C est la constante de la proposition 1.
Démonstration. — On remarque que I.(0) = & 21,(0); de la

1. (0
proposition 3 on déduit que I.(t) > I.(0) — Ke d’ou L. (t) > 5
si (2) est satisfaite et finalement en utilisant la remarque du II :
2e% ([ |M|?*/3
B 0 Ce .
(u, )<Iu(0)< 16 +Ce

Il s’agit a présent d’étudier la compatibilité des conditions (1) et (2). Il
M
16

est immédiat de constater que si 'intervalle ]2B (u, 0) Ke?, 22

n’est pas vide on peut choisir p? a Dintérieur de sorte que I, (0) >

2
by > 2Ke® et choisir alors p2 de sorte que (1) soit vraie. Il faut

2B (u, 0)
donc considérer un ¢ assez petit pour que soit vraie I’inégalité :
| M|2/3
B(u, 0)Ke < T

On peut enfin remarquer que la condition (1) permet aussi bien de
considérer des positions éloignées de I’origine et des vitesses « de 1’ordre
de 1 », que des positions plus proches et des vitesses petites. La condition
(2) exprime que la vitesse orthogonale a la ligne de champ ne doit pas
étre trop faible par rapport & 1’énergie totale, et en particulier exclut le cas
20=0,20=0= fo qui correspond a un départ sur une « ligne de champ »
(la droite (6 = 6y, zo = 0)) avec une vitesse parallele a cette ligne.
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On donne ci-dessous le tracé d’une trajectoire obtenue par simulation.
Les conditions initiales sont My (1, 1, 0) et V5 (1/4, 1/4, 4/5). Lorsque la
trajectoire s’éloigne suffisamment de 1’origine selon ’axe O,, la bande

B, définie par les courbes C = 2 = ——+ —— et C_ = 2z =
r r
M 2E

—— — ——, dans laquelle elle est comprise (si on considére un plan

T . N .
de coupe vertical), apparait nettement; en effet la largeur de la bande, qui

vaut (voir appendice) devient de plus en plus petite, et de plus 7

étant petit I’angle # est peu significatif.

Supposons qu’il n’y ait pas de retour : alors la distance v de la trajectoire
a la ligne de champ Ly est toujours inférieure a v (¢1), ol ¢; est le
temps déterminé par v ({1) < e (avec le €9 de la proposition 4). Les
résultats précédents s’appliquent et on obtient une borne pour B (u, 0)
(d’ou contradiction) si on a I'inégalité I, (t1) > 2Ke3.

La simulation parait montrer que les « fuites vers le bas » sont bornées :
le pas de I’hélice diminue mais la particule se stabilise puis est renvoyée
vers ’origine sur une autre hélice.

Nous remercions M. Jean-Paul Truc qui a effectué les simulations
numériques qui illustrent cet article.

conditions initiaies

Ko = 1.00000000000000€ «000
¥0o = 1.00000000000000E 000
20 = 0.00000000000000E ¢000
Po = 2.50000000000000E-008
Q@ = 2.50000000000000E-001
RO = $.00000000000000E ~003
pas = 4.00000000000000E€ ~002
Fig. 8.
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APPENDICE

Démonstration de la proposition 1a)

1% Remarque. — C* est décroissante, tandis que C~ passe pour un

V2M

minimum pour la valeur 1y = ———

VE

2¢ Remarque. — Pour z fixé, du signe de —M, la droite de hauteur z
rencontre C* et C~ en PT et P~ d’abscisses respectives :

+V2E + VA . :—\/@-l-\/z'

ry=— _
z ’ z

En effet ces valeurs sont les racines positives des équations 72 2++v/2Er+
M = 0, la notation A désignant le discriminant 2FE — 4M z commun aux
2 équations. On a alors :

2v2E

z

P Pt=r, —r_=

3¢ Remarque. — Pour r fixé la hauteur de la bande vaut

2v/2F
—

Notons R, le point (74, 0) et R_ le point (r_, 0). On est amené
a chercher un réel positif r, de fagon que les cotés du rectangle

R~ Rt Pt P~ soient de longueur inférieure a 7 si de plus ce réel
est inférieur au minimum 7; de la courbe C~, on pourra affirmer que la

distance d’un point quelconque de la bande 2 la ligne de champ L est
inférieure a e.

En effet, soit P un point de B de coordonnées (7, z)

\/2—E_\/2T

esirT > ry alors d(P, B)<—r—

= RT Pt
T+

esi r < ry soit P est au-dessus de P~ P*, auquel cas d (P, B) <
V2E _ . — ot Dt D=
= <« P~ PT, soit P est dans le rectangle R~ RT Pt P~ (il ne peut

étre en dessous du fait que le minimum de C~ est situé au-dela de ce
rectangle) et sa distance a £, est majorée par la longueur de la diagonale.
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Nous cherchons donc » > 0 vérifiant :

_V2M

1) r<r;=
( ) >~ 71 \/E
2v
) D<=
T V2
2V2F
(3) r?< =
-M V2
explication de (3): c’est la condition 2 :E < —\;3, compte tenu de

I’estimation de z pour le point d’abscisse 7 qui est sur Ct : z =

M \/—

7z + avec la remarque que z > R
Les condmons (2) et (3) ne sont compatibles que si D’intervalle
16E Me . y .\
I. = |——, ——=| est non vide d’ou la condition
€ 4/E
5 B < S Mpr
16

De plus si (i) est vrai il faut comparer la borne inférieure de I.

r? . at-on inf [, < r?? Auquel cas le choix de r* sera possible. Or

16F
infI, = 6—2 < |M|?/3 si (i) est vrai. Si
€

(ii) E <2|M[*?® alorsinf I, < r2.

Remarque. — La condition (i) est plus restrictive que la condition (ii)
&3

23/2
par la suite que M est fixé et ¢ choisi ensuite; il suffira de choisir
3

(é part pour des petites valeurs de |M| : si |[M| < mais on verra

€ . . .s ..
3972 < |M| pour éviter de mentionner la condition (ii).

Démonstration de la proposition 1b)
1% Etape. — Développement limité de v — U (u, v) (2 u fixé) a l'ordre 1.

Il s’agit d’écrire le développement de la fonction F (7, z) au voisinage
du point (a, b) ot a’?b = —M
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2l - -2
Blo——— == -
@.95408 4
a r
Fig. 9.
OF _ (rPz+M)*  22(r’2+ M)
ar r3 r
F
88—2 =r’z+ M
donc %—f (a, b) = 88—F (a, b) =
O?F  3(r’z+ M)?> 6z(r’z+ M) )
arz r4 B r2 4z
o*F
=2
Oroz i
o’°F
922

Le développement de Taylor de F' au voisinage de (a, b) est donc le
suivant :

F(r,2) = +% 46 (r — a)? + a2 (2 — b)? + 4ab (2 — b) (r — a)] + 0 (v?)

(en effet v2 = (r —a)? + (z — b)?).
Or H est sur la ligne de champ donc EHligb est perpendiculaire 2

—_
PH |7”7. Ainsi
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F(r,z):%[2b(r—a)+(z—b)a]2+0(v2)
12 == o (B L a =
:§(D-PH) +o(v*)avecD = a et D colinéaire 3 PH
1
= 5 (IDIHIPH]) + o(v?)
F(r, 2) = %HBHIIQUQ +o(v?).

2¢ Etape. — 11 s’agit a présent de majorer les termes d’ordre supérieur a
2 dans le développement U (u, v) par rapport a v. Notons

1
G(T7 Z) = F(T, Z) - EHBH||2’U2

— U (u, v) — %nB(m 0)] v

Le calcul des dérivées partielles d’ordre 3 de F' permet d’écrire :
3
v
|G (r2) < 57 o Aro,

avee

2 2 2 2 M2
A, . = max [2r72z, 12<Z_+ 2(rfz+ M) (2+ M) >]

T r3 >
et
ro=(1—6)r+0a
zo=(1—6)z+6b.
3

3 max A, ..
(r,2)EB

Nous allons borner v

LEMME. — Soit p un point de B, v sa distance a L. Ses coordonnées
(r, z) vérifient :

3

M v

IN
-

2) 1)<2 28

sizestdusignede — M (—Mz > 0).
z

Ce lemme découle de la remarque 2, p. 134.
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} 1
I Cas.— —Mz > 1,z > 29 = — —. On veut majorer v> max _ A, ..
M Bn{z>z0}
3.96000 \
c- \\ 7
Z} - = 1=\ o
P~ r*
A
! N\
|
\ N
! !
| \\ 1 \‘x\\
\ \l ~\\
e R
N —
| \ [
' ' .
o i \\_&_‘
o.oeme | !\ K T ——— —___ a.ai
R~ To \\R” 5
N ——
0. 080

Fig. 10.

Orsi P € BN {z > 2¢} on peut majorer G de la fagon suivante :

8 (V2E)°

<o —F Ar z
|G (r, 2)] < 31 23 er?zaﬁ)io} ’
8 M?¢e? max 2r 2 5 1 + 2V2FE 2F
— 3! 64 Bn{z>z} |23 22’ rz  r222 33 )7
€2|M|2/3

En effet on a tenu compte de I’hypothese £ < et de la majoration

2r 2 .
r?2 + M < 2Er vraie dans B. Les termes — et — sont majorés
z z

respectivement par —— et —.

+

21y 2
3
0 20

1 . 1 1 . .
Il reste & montrer que — est majoré; or — < —— (ol r~ est la 1
rz rz v

coordonnée du point P~ de cote z sur C7).
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De plus, v~ s’exprime en fonction de z grice a la formule des racines
d’un trindme :

" 2=—V2E+V2F — 4Mz.

Finalement :

1 V2E ++2F —4Mz

— < .

Tz —4M z
Cette fonction de =z tend vers zéro a linfini.i On a bien montré
I’existence d’une constante C' (ne dépendant que de F et M) telle que

|G (r, 2)|| < Cé&3.

2¢ Cas.— P € BN{z < z}. Onsaitqu’alors r > ry etz > z; = min C .
On se sert cette fois de ’inégalité (1) :

=+

m
T 72 r3

= 31764 snpes) [72 73’

2
2 2z 12 <z 22\/2E+g)}

C 1
Les termes sont tous majorés puisque — et z le sont.
T

Démonstration du lemme 2 du paragraphe II1.2

Démonstration. —

tman ()
1 7 () = % ( V2[E + ¢B (u)] du> /

Umin (€) e=¢

Umax (C)
+ / 2B () du
umin (¢) 24/2[E + B (u)]

Le premier terme est nul car il vaut :

(% _— (C)) V21E + B (tima (€))]

_ (% Ymin (C)> V2[E + ¢B (Umin (c))].

Les expressions sous le radical sont nulles puisqu’elles correspondent & la
valeur p, = 0.

2) Montrons que 7 (c) est croissante dans un voisinage de 0. Soit
¢ < ¢ < 0 ol c est proche de 0.
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La différence J (¢/) — 7' (¢) se scinde en trois parties :

_ _ Umin (€) B d
f@W—fwﬁréf / __LQJL_
@ 14 € B
~ b )
i n

wees ) B(u)d
_|_/ __M+[3

/
max (C) 1 + EE_B (U,)

- >y
"'

I i

tenx (€) 1 1
I = / B : - . du.
Umin (€ C
mi < —B
\/1+EB(U) \/1+E (u)

I, et I, sont positives, I3 est négative; il s’agit de les comparer. Du
développement au voisinage de 0 des radicaux on obtient :

T em e @] B
13:/ [ +c—c’5c]B u) du
wonin (€) 2F

~ou €(c) — 0 quand ¢ — 0.

D’otl, pour ¢ suffisamment petit :
2(c—="¢) max

3E  [umin (¢),umax (c)]
(note : ¢ — ¢ < 0).

Or, on peut obtenir facilement le comportement de B (u) pour les grandes
valeurs de u; en effet, des relations :

Is

[\

B? () [tmax (€¢) = Umin (c)]

4M?

2 _ .2
B_T+r4

et
du® = dr? + d2?

2
= <1+ 4]\§ )d’r2,
T
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on déduit les équations paramétriques de B en fonction de u

2
B(u)=r 1+4]V({

" 4M?
u(r) = / 1+ 6 dt  avec 71§ =8M?
(p. 133)

On calcule ensuite que :

D’ou B (u) o et B(u) ~ 2u. Ainsi:

E E
Umax (€) = B (umax (¢)) = - et Umin (C) %' %

On obtient finalement :

2(c—¢) E*[ 3E
> )
I 2 3E ¢

e 1+ 0(@)

I3 > (c-¢) I—ECZF 14 0(c)].

D’autre part :

Umin (C)
B2 [ B ) du > B (nin €) i () — i ()]
Umax (c/)

et

3F
I1+I2_22| l( d)(L+0(c)).

La somme des trois intégrales est donc positive, pour ¢ suffisamment
) 1 1
proche de 0 puisque m > ﬂ
c c
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