CORPS DE FONCTIONS DE VARIETES HOMOGENES
ET COHOMOLOGIE GALOISIENNE*

par

Emmanuel Peyre

Résumé. — Soit V une variéeé de drapeaux généralisée sur un corps . Il existe
alors des extensions finies £; de & pour 1 < i < 7, des éléments o; du groupe de
Brauer de #; et une suite exacte naturelle

7o N a(Ue) ; 3 5
Pk — D Ker (H (b Q/Z(2))— H (k(V), Q/Z(z))) S CH2(V) 0.
i=1

ot H' (k, Q/Z(2)) désigne le groupe de cohomologie galoisienne a valeur dans
Q/Z tordu deux fois et CH2 (V) le groupe de Chow des cycles de codimension
deux modulo Iéquivalence rationnelle.

Abstract. — Let V' be a generalized flag variety over a field £. Then there exist
finite field extensions ; of £ for 1 <i < m, elements a; of the Brauer group of £;
and a natural exact sequence

Prr— 5 Ker (H (b Q/Z(2)—H3 k(V), Q/Z(z))) — CH2(V) 0
i=1

where the groups H/(k, Q/Z(2)) are the Galois cohomology groups with coeffi-
cients in Q/Z twisted twice and CH?(V) the Chow group of cycles of codimen-
sion two modulo rational equivalence.

Abridged English Version — For any field L we denote by L* a separable clo-
sure of L. For any discrete Gal(L*/L)-module M, H' (L, M) is the Galois coho-
mology group of degree i with coefhicients in M. If L’ is a finite extension of L,
' the corestriction map from H’ (L', M) to H' (L, M). If a;

belongs to £* for 1 < i < 7 then (4;) denote their images in H Y(k,Z/2Z) and

we denote by N,
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(ap,...,a,) the cup-product (2)U- - -U(a,,). The Galois cohomology groups with
coefficients in Q/Z twisted twice are denoted by H? (L, Q/Z(2)) and the Brauer
group of L by BrL.

Let /" be an integral smooth variety over a field L. Then /’* denotes the pro-
duct V' X Specl Spec L. The function field of 7 is denoted by L(7”). The group

CH!(¥) is the Chow group of cycles of codimension i modulo rational equiva-
lence. For any i > 0, the sheaf . is the sheaf for Zariski topology corresponding
to the presheaf which maps an open set U to K;(U), the i-th group of Quillen’s
K -theory. A generalized flag variety over L is a projective variety over L which is
homogeneous under the action of a connected linear algebraic group.

Theorem 1. — Let V' be a generalized flag variety over a field k. Let G be the
Galois group of ¥ over k. Then the Picard group of V* is a permutation module.
Thus it may be written as @ | Z[9/ ] where the groups €, are open subgroups
of Y. Let k; be the corresponding fields. Ther@ exist elements o ofBrk and a natural

complex

mo Npg(U

EBk* i H(k, Q/Z(2)) — H>(k(V), Q/Z(2))

the homology of which is isomorphic to the torsion subgroup of CH2(V). In particu-
lar, this homology is finite.

The proof, which is a generalization of the proof of the main result in [Pe2], is
based upon a result of Bruno Kahn [Kah| corollaire 3.2] giving an isomorphism

Ker (H>(k Q/Z(2)) > H (k(V), Q/Z(2))) = H (&, Kok (V /K F),
proposition 3.6 of [CTR], which yields an exact sequence

H (1, )7 — HN G, K, (V)VH(V, 45)) —
— Ker(CH*(V') —» CH*(V")) » H' (4, H' (V, /45))
and the following proposition :
Proposition 1. — The group @, jen H VS, %, 1j) is a free @;en K;k'-module
with a canonical basis which is invariant under the action of Gal(k’/k). In particular
ifi >0,
HY(Gal(#/k), H (V*, #,,1)) = 0.

We then apply theorem [T] to get the following proposition :
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Proposition 2. — Let k be a field of characteristic different from 2 and contai-
ning a fourth root of unity. Let a; be elements of k* for 1 <i < 6. Let V' be the
product of the four conics corresponding to the symbols (ay, as), (ag ay), (ag a3)
and (ayazag ayazas). Then (ay, ay, a3) + (ay as,ag) € H3(k,2/2Z) maps to 0 in
H3(k(V), Z/2Z). In general, this defines a nontrivial element in CH?(V)

tors®

1. Notations et énoncé du résultat.

Pour tout corps L, on note L’ une cloture séparable de L. Pour tout Gal(Z*/L)-
module discret M, les groupes de cohomologie galoisienne H*(Gal(Z*/L), M)
sont désignés par A : (L, M). Si L’ est une extension finie de L, on note N L
Papplication de corestriction de H*(L/, M) 3 H? (L, M). Si la caractéristique de
L ne divise pas 7 alors p,, désigne le groupe des racines n-itmes de I'unité dans
L*. Si L est un corps de caractéristique exponentielle p, i un entier positif et j un

entier, on pose (cf. [Kahl)

H' (L (QZ)() = lim H'(L,pY)
(pn)=1
et,sij=0,1ou?2,

H' (L, Qy/Z,())) =iy H'™ (L, K (L*)/p").
Sij=0, 1 ou2, on pose alors

H'(L,Q/Z(j)) = H' (L, (Q/Z)'(j) ® H' (L, Q,/Z,()).

Si V est une variété sur L et L' une extension de L, V Y désigne V" X Specl

SpecL’ et V* la variéé ¥’ 75. S1V est integre, £(V) désigne son corps de fonc-
tions. Le faisceau JZ; est le faisceau pour la topologie de Zariski sur 7" associé
au préfaiseau U — K;(U) ol K;(U) désigne le i-me groupe de K-théorie de
Quillen. Si G est un groupe algébrique linéaire semi-simple, une variété de dra-
peaux généralisée sous G est une variété projective qui est homogene sous G.

Le but de cette Note est de montrer le théoréme suivant

Théoréme 1. — Soit G un groupe algébrique linéaire semi-simple sur un corps k
de groupe de Galois absolu G. Soit V' une variété de drapeaux généralisée sous G.
Alors le groupe de Picard de V° est un module de permutation et se met donc sous

la forme @72, Z[G/ H]] oix les H] sont des sous-groupes ouverts de G. Soient k; les
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corps correspondants. Il existe des classes o; de Brk; et un complexe naturel

GB — > H (b Q/Z(2)) — H>(k(V), Q/Z(2))

=1

dont Ihomologie est canoniquement isomorphe au sous-groupe de torsion de CH> (V).
En particulier, cette homologie est finie.

2. # -cohomologie d’une variété de drapeaux généralisée.

Soient £ un corps de cloture séparable £ et ¢ le groupe de Galois de £ sur
k. Soit G' un groupe algébrique linéaire semi-simple sur & et 7 une variété de
drapeaux généralisée sous G. On fixe un sous-groupe parabolique P de G° tel
que 77 soit isomorphe & P\G* et un sous-groupe de Borel B de P. Soit 7" un
tore maximal de B, ® I'ensemble des racines de 7" dans G* et 7 le groupe de
Weyl correspondant. La lettre A désigne la base de @ correspondant a B. Pour
tout / C A, Py désigne le sous-groupe parabolique correspondant, 1} le sous-

groupe de W engendré par les symétries s, pour o € J et W/ lensemble des
uniques €léments de longueur minimale dans les classes /#;w lorsque w décrit

W. On note le le sous-ensemble de W7 des éléments de longueur 7 et Vj la
variété P\ G". Pour tout w € W, X,,, ; désigne I'adhérence de I'image dans /' de
la double classe BwB. Lélément le plus long dans VV] est noté w 7.

Proposition 1. — Avec les notations qui précédent, le groupe @; ,jeNI"Ij (V], K +j)
est un @ ;N K;k'-module libre muni d’une base canonique donnée par les classes
[X),

o] dans H' (Vp ;) pour w appartenant i WimV] En outre lapplica-
tion w— wywwy induit une bijection de Wl] dans Wéim Vi et, en posant v =

wiwwy, on obtient dans l'annean de Chow @, Hi(V'], ), la relation

V) €W X Wi DXL 1,1 =5, /1)

ou [X g o) est la classe d'un point.

Démonstration. — Soit wy : G — V; la projection canonique. Par [Bol theo-
rem 21.29], les sous-variétés n](BwB) pour w € W/ forment une décomposi-
tion cellulaire de V7 et pour tout w de W/ la dimension de ﬂ](BwB) est égale
a /(w). Or les groupes H’(V], ;) coincident avec CH’(V]). Donc par [Ful

z
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example 1.9.1], les classes [X},,] pour w appartenant a Wéim Vi—i engendrent
H (V], ;). D’apres [Dem, corollaire page 69], il s'agit d’une base lorsque J = @.

n calcul élémentaire sur les longueurs montre que, si w *, alors
Un calcul élément les long tre q e w?, al

wyww appartient a ngml/] . On note mg 7 : Vg = V5 la projection ca-

nonique. Soit w un élément de I/Vl] et ' un éément de W] Yim 7, Lar
[Bo, 21.29], TL’QJ(TL’Q(BH/]WB» coincide avec ’TE](BH/B). Comme l(w]w) =
dim(¥5) —dim(7}) + /(w), on obtient que ng)lj(Xj’w) :Xg’ij. En appliquant
[Dem!, proposition 3.1] et [Ful proposition 8.3], on obtient

XX, = W laey (/) = wgy (s (0,)),

W

X, /)
- WQJ*([XQ’“’]W]'[XQ,W/D = W@,]*(Sw]w,wwA[ Dse )
- Sw,w/[X]’f]'

Les éléments [X . ] pour w € 4 forment donc une base de 'anneau de Chow
et la formule d’intersection est démontrée.

Choisissons maintenant une bijection de {1,..., N} dans W/ telle que, sii <
i, alors lw;) > l(wl./). Pour tout i compris entre 0 et N on note O; I'ouvert
Uii n](Bij). Nous allons démontrer par récurrence sur 7 que, pour tout 7 tel

que 1 <i<N,le GajeNK]-/eS-module eaj,leNHl(Oz" %?”) est libre avec une

base donnée par les classes

5 (BuB)| € H TN 01, Ko, —a)

ol j décrit {1,...,7}. Pour i = 1 on a que 'ouvert O; est isomorphe a I'espace

affine de dimension dim /; et le résultat est une conséquence du théoreme d’ho-

motopie pour la J# -cohomologie (cf. [Sh, theorem 2.4]). Supposons le résul-

tat connu pour # — 1. Alors U; = 0; — O;_; = m;(Bw;B) est isomorphe a I'es-

pace affine de dimension /(w ) Par le theoreme d’homotopie, on obtient que
H (U, %, ;) est isomorphe & K k' si p est nul et est trivial sinon. Or on a des

SUitCS exactes IOHgUCS
> B, Ay g) — BP0, )

ai_”q
_)HP(Oi_l) ,%2) — HP+1_d(l]i) '%/q—d) _
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oltd =dim V7 —(w;). Mais si p > d, alors le groupe HP_‘{(UZ, %_d) est trivial

et 8? P _o.si, par contre, p = d, alors sachant que

k(P (V), ) = # W7, s ™ T tk(Coker /™ 7),
{il0(uw;)=dim V)—p)

. . ,p—1 .. . .
on obtient que les applications af 7~ sont triviales. Mais les morphismes J;
sont K A’-linéaires et par hypothese de récurrence @,;cnHF(0,_;» , +;) est
un @,cn K;4'-module libre. Donc toutes les applications 85-)’4 sont nulles. En

d’autres termes on a obtenu un diagramme commutatif dont les lignes sont
exactes :

0— Hp—d(Ui,Kq_d) — HI(0;, ) —— HI(0;_,, %) —0

: | Ts
0K, K QHI (U, H,_yK, JFRH! (0, H)}K, JQHP(0,_y, H;)0.

Par conséquent la fleche verticale du centre est également un isomorphisme. [
Corollaire 1. — Les G -réseaux H' (V°, X) sont des modules de permutation.

Démonstration. — On note I la partie de A correspondant i P. Soit C’g C
H'(V*, ;) le cone des classes de diviseurs effectifs. Alors [X},,] appartient a
eff :

ce cone. Réciproquement, soit o = Y (X}, w] un élément de

wEWl-] "
Alors, d’apres [Fu, page 441] pour tout w appartenant a W, ({im y_; on a
[X},,)-2 = 0. Mais pour tout élément w € I/Vil, n,, = [ X z].a. Donc on obtient
dim V' —i
Ceff

B3 4 \ 4 N j > M
que est le monoide engendré par les [X},,] ott w décrit /W5 . Laction

de & sur H'(V°, %;) laisse Cg globalement invariant. Ses faces de dimension
un sont également invariantes et la base définie par [X;,] est globalement
invariante. 0]

Corollaire 2. — Pour tout entier positif i, on a HY 9, H (V" K1) =0.

z
Démonstration. — Par la proposition[I} on a des isomorphismes

H VS, K1) =k @z H (V*, ).

7

Le corollaire résulte alors du corollaire [Tl et du théoreme 90 d’Hilbert. O
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3. Démonstration du théoreme 1

Par [CTR, proposition 3.6], on a une suite exacte

H (%, 4)7 — HY(G, K (V)VHOV, ) —
— Ker(CH*(V) — CH2 (1)) — HY(4, H' (V*, 24,)).
D’apres le corollaire 2, H (4, HY(V*, /,)) est trivial et par la proposition [ on

a des isomorphismes K, & = HO(»”, H5) et PicV Q" = HY(», ). Mais
d’apres [Kah, corollaire 3.2] qui est un des éléments-clefs de cette démonstration,

HY G, Ky (K (V))/Kp*) = Ker (H (b QZ(2)) — H (k(V), /Z(2))).
En outre, comme CHZ(V’) est sans torsion, on a

Ker(CH?(V) — CH2(V*)) = CH?(V)

tors

ce qui donne la suite exacte

(Pic V°@k™) — Ker (H> (b Q/Z(2) —» H>(k(V), Q/Z(2))) — CH*(V")

tors 0.

Comme (Pic /"’ @ £*)? = @7, k; il reste 2 montrer que le morphisme de £
dans H3(k, Q/Z(2)) a bien la forme désirée. Mais on vérifie que les morphismes
considérés sont compatibles avec la corestriction. Il sufhit donc de considérer le

cas ol k#; = k. Soit a; I'image du générateur naturel de Z[¥4/ Jf;]g C Pic Y
dans Brk par I'application composée

Pic Y — HY (G, k¥ (V)" /&%) — Br(k).
On vérifie alors comme dans [Pe2, lemma 4.3] la commutativité du diagramme

b ——— H3 (b, Q/Z(2))
N4

kFQaZ.

4. Application.

Proposition 2. — Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et contenant des
racines quatriemes de ['unité, Soit a; € k* pour 1 <i < 6. On pose

Ay =ay, Ay=ay A3 =ag Ai=ayazag

Bl :ds, Bzzﬂl, B3 :d:)), 842414345.
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On note V' le produit des quatre coniques C; d’équations homogenes
2 2 2
T —4;Ti5—B,T;5=0.
Alors [élément (ay, ay, az)+(ay as, ag) de H3(k, Z/2Z) sannule dans H> (k(V), Z/2Z)
et définit en général un élément non nul de CH2(V)

tors*

Démonstration. — Un calcul explicite & partir du théoréme[Ilamene a considérer
la fonction

T, 1\ > 7,1 \? T, Ty, \> T, T\

f: <—1)1> dl— <A> dS = <72’1 1’2> dz_ <71’1 2’2> ﬂ4 Ek(CIXC2><C3)
T3 155 15375 T 375,

D’apres [Laml, chapter 10, proposition 1.3], dans H>(k(Cy x C, x C3), Z/2Z)

on a les relations

2 2
(f 214345, ayazaq) = ﬂz<T2’1T1’2> —a4 <@> » Ad4 414345
15373 T13755

2 2
+ (41 (%) —as <%> )4145)“6)
L3 2,3
= (ay a4 ajazas) + (ay, as, ag)
= (ay, a3, a4) + (ay, as, ag).

Ce dernier élément sannule donc dans H2(k(V),Z/2Z). Mais (a1, ap, a3) +
(ay, as, ag) + (ay, a3, ay) + (ay as, ag) appartient au groupe

<(a;), 1 <i<6>U< (ay as),(agpay) (ag a3), (a1a3as, ayasag) >

qui est contenu dans le noyau de I'application de restriction de £ 2 £(7).

Pour la seconde assertion, constatons d’abord que le complexe du théoréme [I]
s'écrit

S@k > H(h Q/Z(2) — H (W1, U/Z(2))

ol1 § est le sous-groupe de Br#k engendré par les (4, B;) pour 1 <i < 4. D’apres
[Pe2, remark 4.1] qui utilise le théoreme principal de Merkur’ev et Suslin [MS],
si ce complexe est exact il en est a fortiori de méme du complexe obtenu en
remplagant Q/Z(2) par Z/2Z. On se place alors dans le cas ou # est de la forme
ko((a1))...((a4)) pour des indéterminées 4; et un corps algébriquement clos 4.
Par [Pell page 255], H*(k, Z/2Z) est alors isomorphe 3 A*U ol U est le sous-
groupe de £*/(k*)* engendré par les (4,). Un calcul élémentaire donne alors que

(a1) A (ay) A (43) + (ag) A (45) A (ag) ¢S/\ U O
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