HAUTEURS ET MESURES DE TAMAGAWA
SUR LES VARIETES DE FANO*

par

Emmanuel Peyre

Résumé. — Soit V" une variété de Fano. On peut construire sur /" une hauteur
correspondant & l'opposé du faisceau canonique. Pour tout ouvert U de ¥, on note
n7(B) le cardinal des points rationnels de U de hauteur inférieure & B. Manin a
conjecturé que, pour un ouvert U convenable, il existe une constante C telle que

nyy(B) ~ CBlogl‘_1 B quand B— +00

avec ¢ = rg Pic(V). Ce texte donne tout d’abord une expression conjecturale de la
constante C en termes du volume de 'espace adélique associé a 7 pour une mesure
de Tamagawa dépendant du choix de la hauteur. Cette expression est compatible
avec les résultats de la méthode du cercle et redonne les constantes obtenues anté-
rieurement par Schanuel pour 'espace projectif et par Franke, Manin et Tschinkel
pour les variétés de drapeaux généralisées lorsque le groupe est quasi-déployé. La
conjecture ainsi raffinée est ensuite vérifiée pour diverses variétés toriques obtenues
en éclatant des sous-espaces de P”Q.

Abstract. — Let V be a Fano variety and let 5 be a height on J” corresponding to
the inverse of the canonical sheaf. For any open set U of ¥, let 7;(B) denote the
number of rational points in U whose height is bounded by B. Manin conjectured
that for a small enough U, there exists a constant C such that

nyy(B) ~ C’Blogt—1 B

where # = tk Pic /. The first aim of this paper is to give a conjectural expression
for the constant C in terms of the adelic volume of J” for a Tamagawa measure
corresponding to the chosen height. This expression agrees with the constants
computed by Schanuel for projective spaces and by Franke, Manin and Tschinkel
for generalized flag varieties under quasi-split groups and is compatible with the
results of the circle method. We then check the conjecture thus refined for toric
varieties obtained as the blowing-up of particular subspaces in P”Q.

*Duke Math. J. 79 (1995), 101-218
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Soit 7 une variété de Fano telle que Popposé du faisceau canonique w7, soit
q q 14

tres ample. A toute base de T'(¥] w;l) correspond une hauteur A sur V. Pour
tout ouvert U de ¥, on note

ny(B) = #{P € U(k)/H(P) < B}.

Manin a conjecturé qu'a condition de se restreindre & un ouvert suffisamment
petit U, le comportement asymptotique de ce cardinal est de la forme

ny(B) ~ CBlog™ 1 B

ou ¢ désigne le rang du groupe de Picard de 7. Il faut noter que la constante
qui apparait dans cette estimation dépend des choix faits lors de la construction
de la hauteur. Toutefois il est possible de donner une expression conjecturale de
cette constante. Pour cela, on utilise tout d’abord la correspondance naturelle
entre hauteurs et systemes de métriques sur les fibrés canoniques des variétés
V' Xy k,, ot les corps £, sont les complétés de £ pour les différentes places v
de k. Un tel systtme de métriques permet alors de construire une mesure de
Tamagawa sur 7 qui généralise la mesure de Tamagawa usuelle pour les groupes
algébriques notamment décrite dans [We], ainsi que la mesure de Leray utilisée
dans la méthode du cercle (cf. [Lac]). La constante conjecturale s'exprime alors
en termes du nombre de Tamagawa correspondant. La conjecture ainsi raffinée
est stable par produit de variétés, redonne les constantes obtenues antérieurement
par Schanuel pour I'espace projectif et par Franke, Manin et Tshinkel pour les
variétés de drapeaux généralisées lorsque le groupe est quasi-déployé. Elle est
également compatible avec les résultats de la méthode du cercle.

Dans le cas des variétés de drapeaux ou celui des intersections completes, le ré-
sultat est indépendant de 'ouvert choisi. En particulier, on peut prendre U = V.
Cela n’est plus possible lorsque la variété contient des sous-variétés accumula-
trices. Les exemples les plus simples de telles variétés sont obtenues par éclate-
ment. Il nous a donc semblé intéressant de vérifier la conjecture de Manin rafh-
née pour les surfaces de Del Pezzo obtenues en éclatant un, deux ou trois points
sur P%l ainsi que pour la variété obtenue en éclatant les sous-espaces de P’é défi-
nis par les équations X; = 0 pour 7 € I, ol I décrit les parties de {0, ..., 7} telles
que2 < #I < ».

Lénoncé de la conjecture de Manin est rappelé dans la partie Il LCobjet de
la partie [2] est la construction de la constante conjecturale. Dans les parties
[l et [6] nous vérifions la compatibilité de la conjecture raffinée avec les résultats
antérieurs. La partie [5] donne une condition nécessaire et suffisante pour que la
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conjecture soit indépendante de la construction de la hauteur. Dans les parties[8]
a[10l nous montrons la conjecture pour des variétés obtenues par éclatement.
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1. Une conjecture de Manin

1.1. Notations. — Nous commengons par introduire des notations qui sont
utilisées dans 'ensemble de ce texte.

Notation . — Pour tout corps F, on note F une cloture algébrique de F.

Pour tout corps de nombres £, 0}, désigne son anneau des entiers et Uy, le
groupe des unités de . On notera M), I'ensemble des places de £, My, C M,
Iensemble des idéaux premiers de &), et M, 4, 'ensemble des places a I'infini de
k. Pour tout p € M, on note £, le corps local correspondant et | . |, la norme
associée a p définie par (cf. [Se3, page 9])

VxG/ep, | % |p:| N/ep/Qp (x) |p

ol p € Mg est'unique place telle que p [ p et |. |P la norme usuelle. En particulier
cette norme n'est pas invariante par extension de corps. Pour tout p € My, on
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désigne par Fy, le corps résiduel. Pour tout v € M, 4, on note N, = [k, : R],

rip = HvEMyo | N, =1}
ok = #{VEMoo,k|Nv:2}

T = 71,/e+72,/e_1
N/e = 71,k+272,k‘

Pour tout v € M, 4 tel que k£, = C, on fixe un tel isomorphisme. Comme
dans [We], pour tout v € My, on normalise la mesure de Haar dx,, de la maniere
suivante
- siv €My, alors [ dx, =1
ﬁkv
- sik, =R, alors on prend pour dx, la mesure de Lebesgue usuelle.
- sik, = C, alors on pose dx, = —i dzdz = 2 dx dy.

Lentier wy, désigne le nombre de racines de I'unité dans £, dj, la valeur absolue
du discriminant de £ et Ry, le régulateur de £. On note .#(0),) le monoide des
idéaux non nuls de 7, Z(0),) le sous-monoide des idéaux principaux non nuls
et hy =#.7(0,)/ P (0}) le nombre de classes d’idéaux. Lorsque # = Q, il nous
arrivera d’identifier .#(0q) 3 N* = N—{0}. Si § est un sous-ensemble fini de
My, on note Oy, 'anneau des S-entiers.

Le plus souvent nous omettrons # dans ces notations quand le corps de
nombres est clairement indiqué par le contexte.

1.2. Hauteurs associées a un faisceau ample. — Soient # un corps de
nombres, /7 une variété sur k, £ un faisceau trés ample sur ¥. On choisit
(i <i< g une base de I'(F].Z). Par hypothese, on a un plongement

O:V —P(KL)Y)
ou I(¥,.2)Y désigne le dual de I'(}].%). Une premiere définition de la hauteur
est alors donnée par
Définition 1.1. — On définit la hauteur de P € V (k) relativement 2 .Z et
(Si)lgigq par

HP)= [ sup |yl
veM 1sisq

olt (y;)1<igq sont des coordonnées homogenes pour ®(P) pour la base

(5i>l§i§q'



HAUTEURS ET MESURES DE TAMAGAWA 5

Par la formule du produit, cette hauteur est indépendante du choix des coor-
données homogenes pour @(P). Elle dépend par contre du corps de base £ et de
la base choisie.

Plus généralement, on peut considérer les hauteurs définies de la maniére
suivante pour tout v € M}, on se donne une métrique v-adique [|.||, sur Z.
On suppose en outre qu’il existe une base (51,...,sq) de T(V].Z) telle que pour

presque tout v € My, pour tout x € V (k) et tout s € (), L) telle que s(x) # 0,
5; (%)
s(x)

Il faut noter que cette condition est alors vérifiée pour toute base. Nous appele-
rons métrique adélique un tel systeme de métriques.

s, = | sup
1<igyg

v

Définition 1.2. — La hauteur d’un point rationnel P de V relativement 2 £ et
au systtme de métriques est donnée par

HP) =TT sl
veEM),

ou s est section de - non nulle en x. Ce produit est également indépendant du
choix de la section. Par abus de langage, nous appelerons hauteur sur V' la donnée
d’un faisceau tres ample .2 et d’'une métrique adélique sur .Z.

Un exemple d’un tel systtme de métriques consiste a prendre
—1

.vl-(x) 1
1224 s |, sive My,
— 2 so(x 2!
Gl ¢% bt [ ik SR
s (x —1
<s51(§3> A g(i)) > ik, C.

La hauteur utilisée dans [Th] correspond a cette métrique.
Un autre exemple consiste a choisir une famille génératrice finie (s;)1 ;< p de
I (¥, Z) et poser
s(x
bl = inf |
1<i<q |$; (x)

5; (x)%O

v
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1.3. Sous-variétés accumulatrices. — Soit U un sous-espace constructible de
V' défini sur k. On note

ny(B)=#{Pe U(k)| HP) < B}
qui est un nombre fini. On s’intéresse au comportement asymptotique de 7y;(B)
quand B tend vers +00. On pose

By = _lim (logng(B)/log(B)).

B—+00

La constante ;; donne la puissance de B qui intervient dans 7y;(B). Un fermé
F de V est dit accumulateur si et seulement si pour tout ouvert # de F, il existe
un ouvert U de V" tel que
B > Bu-

Cette notion permet de définir une stratification arithmétique sur 7~ qui peut
éventuellement étre infinie (cf. [Mal). Il est clair que si 'on a un tel fermé F, le
comportement asymptotique de 7-(B) reflete la structure de F et non celle de
V. Clest pourquoi il est plus intéressant de se placer, lorsque cela est possible, sur
le complémentaire U des sous-variétés accumulatrices. Cest ce que nous ferons
par la suite.

1.4. Enoncé de la conjecture de Manin. — Dans la suite de ce texte, on se
placera dans le cas ot 7 est une variété de Fano, C’est 4 dire une variété projective
et lisse dont l'inverse du faisceau canonique w;l est ample. Pour simplifier, je
le supposerai trés ample. Les hauteurs qu’on utilisera désormais sont relatives au
faisceau tres ample w;l.

Manin énonce alors la conjecture suivante (cf. en particulier [FMT])

Conjecture 1.4.1 (Manin). — Si V (k) est dense dans V" et si U, le complémentaire
dans V' des sous-variétés accumulatrices, est défini sur k, alors il existe une constante

C telle que
ny(B) ~ CBlogt_lB quand B — +00
ot =rgPicl.

1.5. Rappel des résultats connus. — Lexemple le plus simple de variété de
Fano est PZ. Dans ce cas, on a

wy =0(—n—1)

et U=V = PZ. Le résultat est di & Schanuel et s’écrit, en remarquant que la
hauteur utilisée ici est la puissance (7 + 1)-¢me de celle utilisée dans [Sc]
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Théoréme 1.5.1 (Schanuel [Sd]). —
ny(B) ~ CB quand B— +00

oir C est la constante donnée par

b 271 (2m)2\ " t1 R
‘zk<n+1>< Ja ) s

Franke, Manin et Tschinkel ont démontré dans [FMT] que la conjecture est
stable par produit de variétés, compatible avec les résultats de la méthode du
cercle et vérifiée par les variétés de drapeaux généralisées de la forme V" = P\ G ol
G est un groupe algébrique semi-simple linéaire et P un sous-groupe parabolique.
Dans le cas out G = GL,, 4, Thunder a donné dans [Th] une majoration explicite
du terme résiduel. En outre Batyrev a annoncé avoir démontré la conjecture dans
le cas des variétés toriques.

Les résultats 2 Porigine de ce texte, les théoremes[8.6.1,[9.6.11 [10.6. 1] et 11.6.1]
sont des vérifications de cette conjecture dans le cas ol /” est obtenue en éclatant
certains sous-espaces de P’é. Dans le cas particulier ot 7~ est obtenue en éclatant

trois points, Batyrev et Manin avaient démontré le résultat suivant

Théoréme 1.5.2 (Batyrev, Manin [BM]). — Si k = Q ez si U désigne le com-
plémentaire des diviseurs exceptionnels sur V', alors il existe des constantes Cy et C,
telles que

ny(B)

0<C, < —Z~
1 Blog3B

< Cz.

2. Hauteurs et mesures de Tamagawa sur une variété de Fano

2.1. Expression conjecturale de la constante. — Soit £ un corps de nombres
et /" une variété de Fano sur 4 telle que w;l soit trés ample. Comme dans [We],
on introduit 'ensemble fini S des places de mauvaise réduction de 7 identifiée
avec son plongement dans PZ. Quitte & augmenter S, V" se reléeve en un schéma
projectif et lisse " au-dessus de 0. Pour toute algtbre A sur O, le produit
vV X g, SpecA est noté ¥, et pour tout p € My =S, le morphisme de Frobenius

géométrique défini sur Pic ”//Fp est désigné par Fry,. On pose V =V X k. Le terme
local de la fonction L associée a Pic 7 est alors défini par

1
Det(1—N(p)™"° Fr, | Pic “//E ®Q)

L, (5, PicV) =
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et la fonction Lg globale est donnée par le produit eulérien

Lg(s, PicV) = H LP (s, Pic V).
per—S

Lemme 2.1.1. — Le produit eulérien

H LP (s, Pic V)
]JEMf—S

converge absolument pour Res > 1 et la fonction Lg(s,PicV) se prolonge en une
Jfonction méromorphe sur C. Cette fonction a un péle dordre t = rgPicV en 1.

Démonstration. — Soit 4 le groupe de Galois de % sur k. La suite exacte (1.5.0)
dans [CTS] fournit la suite exacte
0 — PicV — (Pic7)? — Br(k).

Le groupe Br(k) étant de torsion
t=rgPicV = rg(PicV)g.
Or il existe une extension finie de £ scindant I'action de ¢ sur Pic 7. En tant que
%-module, (Pic 7)) ® C se décompose donc sous la forme
Pic7 ®C = ((Pic7)? @ C) @ DM,
i€l
olt les M; sont des représentations irréductibles de & sur C. Soit K’ une extension
galoisienne de # scindant I'action de ¢ sur Pic V. Soit

s = SU{p € My | p est ramifié dans K/k}.

Pour tout p € My — S, la substitution de Frobenius correspondant 4 un idéal
premier B au-dessus de p est notée (I3, K/k) (cf. [Sell SI1.8]) et
B 1
~ Det(1—N(p) (P, K7)|M;)
La fonction L d’Artin associée & M est alors définie par le produit eulérien
La(sM;)= [ Lylsd).
per—S’

7

Lp(s,M-)

On a alors la relation

LS/(S, PicV) = Z/e,S/ (s)! ]:ELS/(S, M;)
S
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D’apres [Art, théoreme 7], les produits eulériens LS/(S,Ml») convergent pour
Res > 1 et les fonctions L obtenues se prolongent en des fonctions méromorphes

qui sont entieres au voisinage de 1. U
Par ailleurs, la densité locale en p € My — S est définie comme
~ #”//(Fp)
Fixons une métrique adélique (||||v)v€M/€ sur w;l et notons H la hauteur

correspondante. On va alors définir pour tout v € M), une mesure w, sur ¥ (k)
d’une maniere analogue 4 celle utilisée dans [We]. Soient x1,x,,...,x,, des coor-
données locales en x € V. Ces coordonnées définissent un morphisme de variétés
Jf d'unouvert U de V, = V' x k, dans A} et induisent un homéomorphisme d’un

ouvert ¥ pour la topologle v-adlque de V' (k,) sur /(W) et un morphisme de
faisceaux

S Qarse = Qup
et donc

w(f):f oarp = oy

Sur W la mesure w, est définie par la relation

w, = |[folf)” ( . /\—) (FL))||, dxy ... dx

ol dx; , est la mesure de Haar normalisée comme ci-dessus. En particulier si la

métrique pour v est définie par une base (5;) <<, de (¥ w;l)) alors

1
w, = dxl’v...dx

sup  [s; (F () (()(dxy A Ad,))|
1<i<yq

nv*

. / /
Ces mesures locales se recollent. En effet, soient xy,...,x, et x],...,x;, deux sys-
temes de coordonnées définis sur un méme ouvert /¥ et correspondant respecti-
\ / . (a4 .
vement & f et /. Il existe un C* difféomorphisme

o:f (W)= f' (W
tel que f° /= ¢of. On a alors la relation

) )
Lo(e) ! (— Ao ) =Jac, (&) T AL A —.

axl
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On obtient donc

fo(F 1<i,A...A )(f My ...,

axl

o™ (56 A A g ) D

¢| dxl’v. .. v

UaC —1(

ol (G A A @) (Dl d,

La formule a’x/l)v...a’x;)v = |Jac, ¢|,dxy ,...dx, , se démontrant comme dans
We].
Pour tout v € My, on pose

- L, (s, PicV) siv €EMy—S
1 sinon.

La mesure de Tamagawa correspondant 2 H et S est alors définie comme

—dlmV
WS = 1% e,

VE]V[/e
La constante

(V(A/e)) = h_r)r}(s— 1) LS(S, Pic V) wHS(V(Ak))
ou ¢ = dimPic/”” ne dépend plus du choix fait pour S. Cependant, comme le
fait remarquer Swinnerton-Dyer dans le cas d’une surface cubique ([SD]), la
constante C qui apparait est liée en général au probléeme de I'approximation
faible pour la variété 7. Bien que cela n’intervienne pas dans les cas que nous
considérerons, nous poserons donc

(V) = lim(s— 1 Lg(s, PicV) oy o(V (k)

olt V' (k) désigne 'adhérence de V' (k) dans V' (4}).

Lemme 2.1.2. — Pour presque tout p € My,

wp(V(/ep))zdp(V)-
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Démonstration. — Soit (s, .. .,sq) une base de I'(¥] w;l). Il suffit de démontrer
que la formule est vraie pour presque tout les p tels que

S(X)

= inf |——

||s(x)||p 15@ s; () p
Sl‘(x)_T/O

Or pour presque tout p € My, ¥ (0,) = V' (k,) puisque V" est compléte. Linté-
grale peut donc se mettre sous la forme

[ o= | o

7o) € Fpliza(p)
Pour tout p & S, w;/Fl est tres ample. Fixons donc un p & S vérifiant les condi-

tions ci-dessus. Soit 2 € V' (/ep). On considere des coordonnées locales x,...,x,

sur un ouvert W D {x =4 (p)}. On note /' le morphisme correspondant et

Y, (%) = 5,(F 1)) @(F)(dxy A... Adx,)).
Comme w}Fl est tres ample, pour tout x € I, on a la relation
(Vi 1<i <g)= O
Donc
Wy = / dxl,p dxz,p...dxn)p :N(p)_dim Yo
x=a (p) x=a (p)

Remarque 2.1. — Le choix des coefficients %, = Lp(l, Pic?’) pour rendre
convergent le produit

dy(V)

peMy—S Lp(l, Pic V)
est inspiré de 'article de Bloch (cf. [Bl, p. 69]). On peut l'interpréter de la ma-
niere suivante. Par la formule de Lefschetz (cf. [Se2]), on a, si p € Mf —Setsi/

est un nombre premier ne divisant pas N (p),
#7/(Fp) = 32— Te(Pry |He. (V5 » Q)

Notons 7 = dim V. La variété “//F étant lisse, on a un isomorphisme
p

HY (15, Q7)) > Q.

p
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Comme ”//Fp est projective, F(”//Fp, @’7/1_: )<= F;;. Par ailleurs, ”//Fp étant de Fano,
le groupe de Picard Pic(”//Fp) est isomorphe NS(“//I—:p) et Pic(”//Fp) est sans tor-
sion. En outre, Br(”//Fp) est de torsion. La suite exacte
O—uw,—G,—G,—0
fournit donc
He(V5, Q) =
Pic(”//Fp) ®Q, —~>H§t(”//ﬁp, Q1))
Par dualité de Poincaré (cf. [Mi, corollaire VI.11.2]) on en déduit que
) Q)=
(2”_ ”// ,Qu(n—1)) —>H2”// , Q1)) = (Pic ¥ ®QJ

Par conséquent,

4, = ”sz Frp|P1c”// ®Q)
+ZZON dlmV | Qj))

Or, d’apres la conjecture de Weil sur les valeurs propres des endomorphismes de
Frobenius (cf. [Del théoreme 1.6]),

NI

Ti(Fr, |Hét(7/l—:p,Q1))}<dimH’ (%, Q)N

On obtient donc que

dp(V)=l+ﬁTr(Frp|Pic”//Fp®Q1)+0( 1 )

Par conséquent, le produit

dy(V)

peMy—S Lp(l, Pic V)
converge. Comme |'a indiqué Swinnerton-Dyer dans [SDJ], on pourrait donc
aussi utiliser la série L associée 3 HZ(V,Q,(1)) qui présente 'avantage de pou-
voir étre définie en toutes les places et de vérifier des équations fonctionnelles.
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Cependant, dans les démonstrations de ce texte, les termes correcteurs appa-
raissent directement comme valeurs de la fonction L associée au groupe de Picard
et C'est pour cette raison que nous avons utilisée cette définition de la mesure de
Tamagawa.

Soit # le rang du groupe de Picard de /. Limage de Pic /" dans Pic/” ® R est
un réseau. Le groupe A*(Pic/ ® R) contient donc un générateur canonique et
on obtient un isomorphisme

A (PicV @R)Y 5 PicV @R
Par conséquent un élément x de Pic 7~ définit une mesure 6, sur
A0 = {y € (PicV @R) | y(x) =2},
On convient que si # = 1 et si x est un générateur de Pic//, alors pour touth € R

0, (A,0)) = 1.

X

On note ngf(V ) l'ensemble des y € (PicV ® R) tels que pour tout diviseur
effectif D de V" on ait

y([D]) > 0.
Définition 2.1. — Avec les notations ci-dessus, on pose
0 (1) =6 _1(CHONNH—1(1)
14 4
et
Cu (V)= (V)ry (V).
2.2. La conjecture de Manin raffinée. — Les différents exemples donnés dans

la suite de ce texte vérifient la formule suivante

Conjecture 2.2.1. — On suppose que V (k) est dense dans V' et que le complémen-
taire U des sous-variétés accumulatrices est défini sur k. Alors

ny(B) ~ CH(V)Blogt_lB quand B — +00
ont =rgPicV.

Il serait sans doute prématuré de conjecturer cette formule dans le cas général.
Il parait relativement plus raisonnable d’énoncer la conjecture suivante
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Conjecture 2.2.2. — Si V (k) est dense dans V' et si U le complémentaire dans V
des sous-variétés accumulatrices est défini sur k, alors il existe une constante a(V') €

Q" relle que pour toute métrique sur w;l
ny(B) ~ a(V )ty (V)Blog ™ B quand B — + oo
oi t =rgPic V.

Toutefois la seule indication que nous ayons pour une telle formule lorsque
V' ne vérifie pas I'approximation forte est donnée par la partie Il est donc
envisageable que d’autres phénomenes interviennent dans ce cas.

2.3. Présentation des résultats. — Les principaux résultats de ce texte sont les
suivants

- La formule[2.2.T] est stable par produit de variétés (corollaire[3.0.3).

- Elle coincide avec les résultats de Schanuel et de Franke, Manin et Tschinkel
pour les variétés de drapeaux généralisées si le groupe est quasi-déployé sur 4
(théorémes et[6.2.2).

- Elle est compatible avec les résultats de la méthode du cercle (proposition
4.2.1)).

- Elle est également vérifiée par les surfaces de Del Pezzo obtenues en éclatant
un, deux ou trois points rationnels en position générale sur P%l (théoremes

[9.6.1]et[10.6.1), par celle obtenue en éclatant le 0-cycle D= (0: 1:7)+(0: 1 : —)
sur P%l (théoreme[11.6.1) ainsi que par la variété torique obtenue en éclatant les
sous-espaces de Py définis par X; = 0 pour i € I olt I décrit les parties de
{0,..., n} telles que 2 < #I < 7 (théoreme[8.6.1). En outre, la plus grande partie
des démonstrations des théoremes [8.6.1], [9.6.1] et [10.6.1] se généralisent & un
corps de nombres quelconque.

Dans les différents résultats ci-dessus la formule est vérifiée pour des métriques
particulieres sur w;l. Lobjet de la partie[5est de donner une condition nécessaire
et suffisante pour que la constante a(/”) soit indépendante de la métrique. Cette
condition est vérifiée par les variétés de drapeaux généralisées si le groupe est

quasi-déployé (proposition [6.2.13). Par conséquent, la formule 2.2.1] est valable

pour ces variétés indépendamment du choix de la métrique.

3. Compatibilité de la conjecture avec le produit de variétés

Nous allons maintenant démontrer que la conjecture2.2.T]est compatible avec
le produit de variétés.
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Proposition 3.0.1. — Si V| etV sont des variétés de Fano telles que Vi x V5 (k) #
J, Hy et H, des hauteurs sur V§ et V, respectivement, t; = rgPicV| et t, =
rg Pic V), alors

(e =)' (t, —1)!

Crm, (V1 x V) = (+r—1)! Crr, (V) Crp, (7).
Lemme 3.0.2. —
(6 =Dt — 1)
o (Vy x V) = i+ —1)! o (V1) (V).
Démonstration. — D’apres le théoréme d’annulation de Kodaira, on a

H'(Vy, 0p) = {0} sii>0.

En particulier, Hl(Vl, ﬁVl) ={0}. Donc, d’apres [Ha, exercice 3.12.6], on ob-
tient un isomorphisme

PiCVIXPiCVZ = PIC(VIXVz)
En outre, comme V| X V, (k) # &, £, K%, posséde une section si et seulement

si. 4] et Z, en ont une. Sion note C.g(V) le cone des classes de diviseurs effectifs
dans Pic 7, 'isomorphisme ci-dessus induit donc une bijection

Ceg(V1 X V3) = Coq(V7) X Cog(V7).

€

Enfin, comme V] et V, sont non singulieres, on a, d’apres [Ha, page 187], la
relation

w =wy Mo
Vl X Vz Vl Vz
et la métrique sur w71 est le produit des métriques induites
q VixXVs p q :
Avec les notations de la fin de la partie[2]

a (V1 xV,) = 8 ol (CE(VIXVZ)H%—I (1)

(&

VIX 2 VIXVZ
= 06, ! (Ceff(Vl)X Ce (Vz)ﬂ,%ﬂ _1 Wl (1))
(le V) VZ)

Mais

2
H (Pic(7, ®Rv|u o)V )+v(wV21) 1}.
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Il en résulte que

6.1 (CxlixmNA i (1))
VIXVZ VIXVZ

1
= Jy B (CHOVNA 608, A(CP2) (V11— )

2 v 1 1 1
=116 _i(CHV ) _1(1 N1 —w)2 4,
1T, (Cq)N wV;(»/O W (1)

(t;— 1t —1)! £
= . (V;)
(1y+ 1, —1)! 1.1;[1 ot
ce qui montre la formule. O
Démonstration de la proposition[3.0.1. — Comme V' X V5 (k) =V (k) x V;(k),
on obtient que 17 17, (V) X V3) = vy (V1)tgy, (V3), ce qui montre la proposi-
tion. U

Corollaire 3.0.3. — Si V| et V', sont des variétés de Fano et si pour i = 1,2 le
complémentaire U; des sous-variétés accumulatrices vérifie

ny,(B) = Cy, (V;)Blog'i! B+ O(Blog'i % B)
oir t; = rg Pic V;, alors
nleUz(B) = CHle(Vl X Vz)BlOg(t1+t2_l)B+ O(Blog(t1+t2_2) B).

Démonstration. — Ceci résulte de la proposition[3.0.1] et de la proposition 2 de
[FMT]. O

4. Le cas des intersections complétes non singulieres

4.1. Domaine fondamental pour P’action des unités. — Nous allons main-
tenant exprimer la compatibilité de la constante définie dans la partie[2lavec celle
qui serait obtenue par la méthode du cercle.

Soit W C AZH —{0} une intersection compléte non singuliere donnée par les
équations

fi(xg..ox,) =0
ol f; est une forme homogene de degré d; pour 1 <7 < m. Soit

AP — {0} - P}

la projection canonique. Soit ¥ I'image de " par m. On fait les hypotheses
suivantes
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- V vérifie 'approximation faible, i.e. V() est dense dans V7 (4y,).

m
-dimV =23etn> ) d;.
i=1

m
Alors V" est une variété de Fano. En effet w;l =0y(n+1— Zl d;). On pose
1=

m
d=n+1—) d;>0.
i=1

Soit (s;)1<i< g une famille génératrice finie de F(V,w;1> et (¥;)1<i< q les fonc-
tions homogenes de degré 8 correspondant aux s;. La hauteur A correspondante
est donnée par

Ve W(k), Hn(x)) = [[ sup |Y¥;)],
veM,, 1Sisq

Afin de simplifier la démonstration, nous prendrons comme polynoémes
(Y3)1<i<q les mondmes de degré o.

Le probleme est que la méthode du cercle donne des résultats sur le cone 7]
alors qu’ici on se place sur 7. Lobjet des notations qui suivent est de trouver
un systtme de représentants de 7 dans /. Comme dans [Sd] on définit un
domaine fondamental sous I'action des unités de la maniére suivante soit logg;
Papplication définie par

loggy: 1 Wi, — II R
vEM oo VEM g

e = [l m o))
1Siy YEM oo

D’apres le théoreéme des unités, le morphisme canonique

P:Uk i H R
vEM oo

u = (loglu)yenr,,

a pour noyau le groupe p (k) des racines de 'unité dans 4 et pour image un
réseau L de rang r dans I'hyperplan P défini par Y 3, = 0. En outre, ce
VeMoo
réseau étant I'image du réseau usuel par 61d, Det L = &"R. Lapplication log,
est compatible avec 'action des unités qui agissent de maniere diagonale sur
[I 4" et par lintermédiaire de p sur  J] R. On projette R"172 sur P
VEM o VEM o
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selon (N,),eas

o

pr: R 1 — P

N,
()/v)veMoo — ()/v - WXG%OOH%EMOO-

On choisit #y,..., %, une base de L. Soit (uy)1<i<7 la base duale. On pose
F={yeR1"2|0< ) (pr(y)) < 1}
et
Ay = log[fl1 (F).
Lemme 4.1.1 (Schanuel [Sc]). — Lensemble Ay vérifie

(i) Agy est stable sous poo (),
(i) Vue U, —pgo(k), uAgNAg =92,
(i) | wag= [] Wk,
uEU/e VGMOO

Pour tout x € (4,)"*1, on note

Hoo(x) = H sup |Yz(xv)|v
YEM o 18i<g
etxog = (xv)veMoo' Pour tout b € .7 (0},), soit ®y, g : W(A;) — R la fonction
caractéristique des x € W (4)) tels que

xoo S AH’

[’p|(xi>p pour tout P GMf et 0<i <

H_ (x)<B.
Soit j : W (k) — W(A4,) l'application naturelle. La méthode du cercle donne
alors une majoration du terme Ry, défini par la relation

Y DPpp)= / Oy p(x)wpyp () + Ry(B)

xEW(k) W(Ak)
olt wyyp est la forme de Leray sur W (4),) définie par ﬁ [[ wp, oula
\/Z VEMk
forme locale wy ,, est caractérisée par la relation
m 7
WLy /\f* (‘/\1 dxz’,v) = ‘/\dei,v’
1= 1=

f AZH — A7’ désignant le morphisme défini par les f;.
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4.2. Compatibilité de la conjecture avec la méthode du cercle. — On note

u:.#(0),) — Z la fonction de Mobius.

Proposition 4.2.1. — Avec les notations précédentes,
(a) Lentier ny (B) vérifie

2 2 ) DL Py pgp)

1
7 V(B) =
Yaes (0, 2(0,)bes(0,)  xeW (k)
(b) On a la relation

! Z Z u(b) / q)ab,BN(a)S(x)wHL(x):CH(V)B'

Yaes(0,)/2(0,)bes(0,) W (4y)

Remarque 4.1. — La méthode du cercle, lorsqu’elle s'applique fournit donc une
majoration de |z} (B) — Cg(V)B|.

Démonstration. — e Nous allons tout d’abord démontrer I'assertion (a) de la
proposition on a la relation

1
ny(B)=— ) 7p1;a(B)
Yaes(0,) 2 (0))

hY
ou

nyy7a(B)
=#{xeW(k) | H(x) <B, (x;,0<i<n)=aetj(x) € Ay}

= #{x e W (k)| Hoo (x) <BN()?, (x,,0 <i <n) = aetj(x) € Ay}
La formule d’inversion de Mobius permet alors de passer de la relation
(xgp--rx,) =0
a la relation
(xg...»x,) C ab

donnant Iégalité

maB)= 20 wb) D b pyp@) O
bes(0,)  xeW (k)

e Nous allons maintenant démontrer la deuxi¢me assertion de la proposi-

tion Celle-ci découle des lemmes qui suivent.
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Soit /' AZ:“I — A/Z, Papplication induite par les /: et H, : #**1 — R 'applica-
tion définie par
H,(x)= sup |Y;(x)],
1<i<yq
Soit ¥y l'ouvert de ¥ (k,) défini par x # 0. Soit /] un ouvert pour la topologie
v-adique contenu dans 7 sur lequel xy,...,x,_,, définit un syttme de coordon-
nées. En tout point x € P”(k,) tel que x5 = 1, / induit une application

7. m m
,f.;C : A/ev ad Akv
Uicicm = GLxpeo®y Xy i1 900X + Y 1<i<m
Lemme 4.2.2. — Sur l'ouvert V'

1
w, = — = a’xl oodx —
YO H(p l(x))|]::1c0fp_1x|v v n—m,v

ou p est Lapplication V] — Az_m )

)

Démonstration. — Rappelons tout d’abord la construction de 'isomorphisme
-1
Soit Uy 'ouvert de P} défini par x; # 0. On a une suite exacte
hY
%
7 % 7 1
U, ® vy — Oy, ®@ Oy, = Qp p = 0

Donc si ¢ € I'(}; 0}/(9)), g est donné par un polynéme homogene de degré &
et I'élément associé 6 € T'(V, w;l) est défini par la relation suivante pour tout
x=(1:xp,...:x,) €V, tel que g(x) #0,

g(x)_ldxl A...Ndx, = ev(x) A (dyy A... Ndy,,)(x)
N e\/

ol1 6 est la section de wj- duale de 6. Pour tout x € ¥}y, on a alors

Lxp....x,
o), = Bl
H,(1,xy,...,x,)

axﬂ —m

rationnelle homogene g telle que, pour toutx = (1, xy,...,x,) € V),

g(x)_ldxl A.oNdx,=dx; N...Ndx,_, Nf*(dy; A... Ndy,,).

La section tw(p)_l (% A A L) de w;l correspond donc 2 une fonction
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La fonction définie par pour tout x € V),

1
@) = (Jacofy )
convient donc. Le lemme s’en déduit directement. O

Lemme 4.2.3. — Soient p € My, g et b deux fonctions positives et localement

constantes sur kg“ — {0} zelles que

VA€ ky, Ve Byt g0u) = bg(x) er hOw) = MLh(x)

oL p et q sont des entiers tels que p + q = n + 1. On suppose en outre que pour tout
x € /eg+1 — {0}, il existe ) € ky, tel que h(x) = |7\|g Soit Uy un ouvert de P” (ky,)
pour la topologie v-adique contenu dans louvert xy # 0 et sur lequel gh ne sannule
pas. On note CU| le cone au-dessus de Uy. On a alors la relation

1 1 1
<1—m>lp(q)l]/gdxl...dxn= / —dxy...dx,,
1 {xGCU1|H(x)<1}

Démonstration. — 11 suffit de montrer le résultat pour un ouvert Uj ot les fonc-
tions considérées ¢g(1,x,...,x,) et h(1,xy,...,x,) sont constantes. On peut éga-
lement supposer que U; est de la forme B(P, ¢) pour un Py € Uy etun e € R}.
On se ramene alors 2 ¢ = 1 sur U;. Comme 4 vérifie la condition

V€ k11— (0}, T ki/H(x) = ]

on peut également se ramener a » = 1 sur U;. On peut ensuite supposer ¢ = 1 et
Py=(1:0:...:0). On obtient que le résultat du lemme vaut & une constante
multiplicative fixe pres. La valeur de la constante est alors obtenue en calculant

1 —q+1

les deux termes pour Uy C Azp_ X AZp défini par |x; — 1|, < 1sii > ¢,

- 1ot = n—q+1
h= sup |xfpetg= sup |, .
0<i<g—1 g<i<n
Pour ce faire, il suffit de constater que, apres s'étre ramené 4 g =z + 1, l'intégrale

7
de droite est, d'apres le lemme 212, 4,,(P} ) = 3 —L_ tandis que l'intégrale
PR 2O N (Y

de gauche vaut 1. O
Lemme 4.2.4. — Soit p EMf. Pour tourx € W (kp), notons

Hp(x): sup |Yz(x>|p
1<i<yq
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Alors

oL p() = (1 - ]ﬁ) 1@V (k).

(e (k)| Hp ()<1)

Démonstration. — Ce lemme résulte du lemmel4.2.2let du lemme que on

applique avec ¢ = |Jacy fP 1 (x)|P qui, vue comme fonction en les coordonnées

m
homogenes, vérifie I'équation du lemme avec p = > (d; —1). En effet la

mesure de Leray est définie localement par =
;dxo cdx, o O
Uacofp—l(x) o prmR

Lemme 4.2.5. — Pour les places archimédiennes, on a la relation

Vi
Jtesrerny T1 oy =855 lmt=1) 11 o)

vEM oo
M we,)
VEM 5o
Démonstration. — 11 suffit de montrer le résultat analogue pour un ouvert Uj
pour le produit des topologies v-adiques sur lequel x; ,,...x,_,, , définissent un

systeme de coordonnées. On note CUj le cone au-dessus de Uj. Par définition
de la mesure de Leray, le membre de gauche s’écrit

L

/ I dsgyds,
(v (VCU 0 ()<B) *EMo0 112010

B/ - H a’xo)v...a’xn_m)v
" VEJHVIOO UaCOfP_l(x)'v veM o

ou 7] désigne I'ensemble des x € CUj tels que

I swp [¥ix)l, <1
VEM oo 0SI¢

(log( sup |Yz’(xv>|v))v€Moo S
0<i<yg
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Notons Mg = {v € My, | N, = 1} et Mc = {v € M, | N, = 2}. Pour tout
v € M, on utilise des coordonnées polaires pour x; ,,. On note

L H R+ X RNV dim N H k;hm V+1
VEM g vEM oo

le produit des applications définies par

L : R+ X RNV dim N /C:jhm V+1

(%o (50 1j<dim ) = (%0 (551 +852) 1< dim 1)
1<IL2

si N, = 2 et de maniere similaire si v € Mg. On obtient alors

I1 X0,v
I ZBZVZ(dim V+1)(271,)72271 / veEMc _
7y b a1l

oo

dx

ol #; désigne I'ensemble desx€ [T R, x RV dim 77 e que
vEM

I(x) € CU;,
H H(x,) <1
vEM oo

(log<HVlv<xV>>)v€Moo er

On fait alors le changement de variables

v, =H,,(x,) pourve& M.,

= pourveE M, et 1 <j< N, dim ¥
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La Jacobienne est le produit pour v € M, des déterminants suivants

oH L, JdH,, JH,, J0H,\,
8x0 axl 8x2 (9.96]\]v dim vV
_*1 1 0 0
x(z) xo DY
Det —5 0 1
: : 0
_"Nw# 0 0 1
N, dim V"
1 oH 1, N "Zlm ; OH L,
= " _x _—
xNvdlmV Ix = x(z) 0 ox;
N, dim V"
1 v oH, .,
T N, dim V41 Z Yok
XO 71=0 z
B NVS I
TN, dimy+1
X

0
= —Nv8 H L 1, ﬁ,...,x—”Nv .
Nv(dlm V—8)+1 vy xo xO

%0
En utilisant le lemme et le fait que la fonction x — |Jacyf —1 .|, est
p )

m
homogene de degré N, Y~ (d; — 1), on obtient
i=1

1
L :B(Zﬂ')rzzrlzrzm ( H wv) (Ul) / H dlztv.
veM, 11 veM

0 <1 =
VEM 5o
(logu, )VEMOO er
On fait alors le changement de variables wy = [] v, et w; = uy(pr(v)) si
VEM oo

1 <i <7 ol u; désigne la base du réseau L introduite dans la partie[4.1] Comme
dans [Sc], on en déduit que

1
L =B(2r)22"1 8,1+,2< 11 wv) (UDYR.
veM,

oo

La formule de Dirichlet montre alors le résultat. O
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Lemme 4.2.6. — La constante o. est donnée par
1
OCC(V) = g

Démonstration. — Comme dim V" > 3, le théoréme de Lefschetz (cf. [SGA2),
exposé XII]) implique que Pic V" = Z0;,(1). Or w;l = 0}/(3). On obtient donc

(V) = 8 _1(A _1()NCH))
1V V
= § |:|

Démonstration de lassertion (b) de la proposition[4.2.1l — D’aprés ce qui pré-
ceéde, PicV est isomorphe a Z. Les lemmes [4.2.4] et impliquent donc
que

wlim &) —1) ¢ 5) oy (V (k)

¢ SwHL:B im H wv(V(kv» H T 1D
W(ék) ab,BN (a) Sb\/zd 14 N(b)3 VM perLp(l: Pic7)

Le terme de gauche dans 'assertion (b) de la proposition s'écrit donc

£ (3) w(b)
B=— —=1V(4,)).
> sty
Mais (6) .
wb) 1
befz(ﬁk) ORAD)
cta (V)= 3. O

En appliquant le théoreme 1 de [Bir], on obtient le corollaire suivant
Corollaire 4.2.7. — Sid| =---=d, ,=d>2,k=Q,sin > 291y (1m+1) (d—1)
et si H est défini par une famille génératrice (5;)1 <, < g deT 4 w;l) telle que les s;
correspondent a des mondmes M de degré & avec M; = XiB pour 0 < i < n alors

ny(B) ~ Cyy(V)B lorsque B — +00.

Démonstration. — Comme k = Q, ona Ay; = [ W(k,). En outre, on a
vEM
supposé que les 7z + 1 premieres sections de la famille choisie sont induites par les

mondmes Xf. On peut donc appliquer le théoreme 1 de [Bir] pour obtenir que

IRz (B%)| < CB>~
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avec des constantes C et ¢ strictement positives. Par conséquent

R)(B) < C (E)B_s‘

n

Soit g(B, ) = R(n)(BB). On déduit du lemme 12 de [Sc] que

> ung(Bn)=0(BF). O
neNt

4.3. Le cas de la surface cubique étudiée par Heath-Brown. — Dans [HB],
Heath-Brown décrit un test numérique réalisé pour la surface 7” définie par
I’équation

X+ Y3+ 2% =k1?
avec k£ = 2 ou 3. D’apres [HB, theorem 1], cette variété ne vérifie pas 'approxi-
mation faible. Les résultats de ce test fait sur les points de hauteur inférieure a
1000 donne un comportement asymptotique de la forme

Cette constante Cyyp(¥V) peut, d’apres [SD], se mettre sous la forme

1 _

Cypg(V) == lim(s— 1)Lg(s, Pic V) H a,
6s—1
VEMk
ot § = {p|3k} et pour tout v €Mq
dxdydz
—1 y
o=%"

9
H, (xp2,1)<1 ot
f(x22,6)=0

v

avec f'(x,9, 2, £) =x> +y3 +22— k3 et
kv={ L,(LPicV) siveM;—S

1 sinon.

Or le lemme implique que pour tout nombre premier p

o= (1= ) 500 oy (@) =35 My Q)
et par le lemme comme #=Q, ona
Too = 20R (V' (R))
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donc Cyyp(V) = %TH(V(Ak)). Or, d’apres [CTS, page 430], PicV est un Z-

module libre de dimension 1 et «,(¥") = 1. En outre comme dans [SD] on a

SV () =<4, (7).

On obtient donc

Proposition 4.3.1. — Avec les notations ci-dessus,

Cip(V) = Cu (V).

5. Indépendance vis-a-vis de la construction de la hauteur

On note V" une variété de Fano telle que w;l soit tres ample. Les hauteurs
considérées ici sont définies par des systtmes de métriques relatifs au faisceau

w;l. On reprend les notations de la partie 2l

Définition 5.1. — On fixe un ouvert U de V. Pour toute hauteur H sur V" et
tout ouvert ¥ de V' (4;,) on note

npw(B)=#{xe Uk)(\W | H(x) < B}.

On dira qu'un ouvert /W de ¥'(4},) est bon si et seulement si il existe une
hauteur H sur V" telle que wyy ¢(d/) = 0. Cette condition est alors vérifiée pour
toute hauteur H.

On dit alors que les points rationnels de 7~ sont équidistribués sur U ou que
V' vérifie la propriéeé (Ey;) si et seulement si il existe un choix de la hauteur A
sur V" tel que pour tout bon ouvert W de U(4},)

rw(B) e s(VKNW)

ny(B) wrs(V (k)
B — +o0

Remarques 5.1. — (1) 1l est clair que si 7 contient des sous-variétés accumula-
trices alors V" ne vérifie pas (E}-). La question de savoir si (Ey;) est vérifiée n'est
en fait pertinente que si U est inclu dans le complémentaire des sous-variétés
accumulatrices. Cest ce que I'on suppose par la suite.

(2) La raison pour laquelle on ne considere que les bons ouverts est que la
condition ne peut étre vérifiée par tout les ouverts /7. En effet soit vy € M.
Lensemble V' (k) étant dénombrable, w, (¥ (£)) = 0. Or la mesure w,, est ré-

guliere. Pour tout ¢ € R, il existe donc un ouvert W, de V' (kVO) tel que

Yo
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Vik) C W,, et va(I/VvO) < ¢. Prenons pour W le produit W, % veg\lflk V (k).

v
On obtient que
nyy(B) =ny(B)
mais
wps(VI(W) < ewps(V(4y).

Proposition 5.0.1. —  (a) La propriété (E}) est compatible avec les résultats de
la méthode du cercle au sens de la proposition
(b) Si V vérifie (Ey;) pour une hauteur H alors, pour toute fonction continue f
sur V(Ay,), on a

> f) ] Sens

I {reU(k)|H (x)<B} _ Vi)
im = —
B—+00 ny(B) wps(V (k)

(c) Si V vérifie (Ey;) et la formulel2.2.1) pour une méme hauteur H, alors elle les
1

vérifie pour toute hauteur relative au faisceau o
(d) Si V vérifie la conjecture de Manin raffinée, alors elle vérifie la propriéré (E;)

on U désigne le complémentaire des sous-variétés accumulatrices.

Remarque 5.2. — On verra par la suite que la propriéeé (E}) est vérifiée par les
variétés de drapeaux généralisées lorsque le groupe est quasi-déployé.

Démonstration de la proposition. — e Lassertion (a) se démontre comme
la proposition En effet, les démonstrations des lemmes et
] )
montrent que si g est de la forme [] g, pour un ensemble fini §* de places de 4

ves
et g, des fonctions continues sur V' (#,), alors, avec les notations de la partie 14

ona
w lim Z/e( V(s—1)

=1 £(9)
/ gowq)ab,BN(a)stL =5 Sh / &0 o
W (dy)

Or si O est un bon ouvert de 7(4y,), alors il existe une suite dapphcations
(¢:)ien de la forme ci-dessus telles que

/ lxo _gz'|°>H,@ — 0
Vi(dy)
i — 400
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ce qui implique 'analogue de I'assertion (b) de la proposition[4.2.1] pour 'ouvert
O. Lanalogue de I'assertion (a) de la proposition [4.2.1} c’est a dire

EACEEIEDS > b)) D x0em)D ¢ py)

(xeV (k)|H(x)<B) Yaes(0,)/2(0)bes(0,)  xeW (k)
se démontre exactement comme dans la partie[4]

e Démontrons l'assertion (b). Elle est vérifiée par les fonctions caractéris-
tiques des bons ouverts de 7 (4},) et donc par toute combinaison linéaire de telles
fonctions. Or les bons ouverts forment une base de la topologie de 77 (A4},) qui est
compact. On peut donc approcher f* de mani¢re uniforme par des applications
de la forme ZIXiXWi olt les 77, sont de bons ouverts de V' (A4}).

1€

7 > /
e Pour démontrer (c), on constate tout d’abord que pour toute hauteur H',

la fonction % est bien définie sur 7'(4;). En outre

E _ H HZ,V
H/ VES/ HI’V

N / . , H .
ou §" est un ensemble fini de places. Par conséquent 777 €st continue et partout

non nulle. Si V" vérifie (E;;), alors pour toute fonction caractéristique x> d’'un
bon ouvert W de V'(4y,), on a

S wwens
#HreUW | HE) <awBY | VH
2y (B) ops(V (k)

B — +o00
Cette relation est également vraie pour une combinaison linéaire de telles fonc-
. H . . .- .
tions. On approche alors o de maniere uniforme en utilisant le fait que
#{xe U(k)| B< H(x) < B(1+¢)}
ny(B)

— &

B — +o0

e Démontrons maintenant I'assertion (d). On fixe une hauteur H sur V.
Nous allons démontrer I'assertion (Ey;) pour H. On montre tout d’abord le
résultat pour un ouvert élémentaire 7 de V'(4y,), Cest a dire de la forme W =

[T W, ou, quel que soit v € My, w,(dW,) = 0 et, pour presque tout v € M,
VEMk
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W, =V, (k,). On note Sy 'ensemble des places telles que I, # V,(k,). Soit e €
10, 1]. Comme w,(dW,) = 0 pour tout v € Sy il existe des fonctions continues
f, etg, de V(k,) dans R, telles que

€
0<f, <, <g <let V({) S ]

On pose 1 = % et

fr=0=n)fy+netg,=(1—n)g +n

sive Sy etﬁ =g, = 1 sinon. On définit alors f = [] ﬁ) etg= [[ g, Alors
VEMk VEMk

H H \ Lo
7 et sont des hauteurs sur / et, par hypothese, on a les équivalences

#xe Uk)| I;I(x) < B}~ C, /fw[_LSBlogt_lB

f
v (k)
et J2
#HxeUk)| —(x) <B}~C, / go)[_LSBlogt_lB.
¢ 7®
ol C
0
lirri(s— 1)/ Lg(s, Pic V) €Q
On obtient donc
] fdops
HreUR) |HX) S B} 7@
#{xe U(k)| H(x) < B} ‘*’H,S(W)

B — +o0

et on a une limite analogue pour g. Il existe donc B, tel que pour tout B > B on
ait

_J fdopg #{xEU(k)‘H(x)éH((l—v])XW (x)+n)B} J gdegg

V (k) _ _E\ vESy, K <V(/e) e
wps(V (k) 8 ny(B) o s(V (k) 8
Or

#x € Uk | H(x) < 1B)
ny;(B)

M.

B — +o0
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Donc, pour B assez grand,

J twens
e UK [HW) Sp(9B) 7H) | e ¢
7y (B) wps(VR) |74 8

On en déduit alors que pour tout /W C V'(4,) appartenant a I'algebre de Boole
engendrée par les ouverts élémentaires

I xwoms
HreWNUWK | Hx) <B} 7k
ny(B) wrs(V (k) '

B — 400

Le cas général sobtient en construisant pour tout bon ouvert W de V' (4}) et
‘ y / 1 \ oo .
tout ¢ € R} des éléments W et W' de cette algebre tels qu'on ait les relations

Ly’ <Xw <Ay €t wHS(W//—W/) <e

La encore on utilise le fait que wzy g(0W) = 0. O

6. Compatibilité de la conjecture avec les résultats de Schanuel, Franke,
Manin et Tschinkel

6.1. Le cas de l'espace projectif. — Nous allons maintenant vérifier que
Cy(P%) coincide avec la constante obtenue par Schanuel.

Proposition 6.1.1. —

b, (21(2m)2\"M! R 1
Zk(”+1)< Vd ) (n+1>w_n+1

Remarque 6.1. — Ce résultat découle également du corollaire[6.2.16] Toutefois

nous en donnons ici une démonstration directe.

Csch(Py) = 5 (Pr) = Cyy(P).

Démonstration. — Grace 4 la formule de Dirichlet, on peut réécrire Cgy (P7)
sous la forme

Co(P}) = (}L“}(‘—1>Z/e<5)) Zk(n1+ . (zn f/z;)rz) (w4 )17,
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Mais, par définition de la fonction {j, on a la relation

1 1
ACES pgwf<l_zv<p>”“>

1 d 1
]—— R
pgwf< N(p)) (Z;)N(p)k)
B dy(P7)

1

Calculons maintenant la volume a I'infini de P correspondant a notre choix de
v

la hauteur. Dans le cas ot £, = R,

. . 1
O)v(Pn(kV» = /mf <1,1é1‘112” <W>> dxl dxzdxn
Rn 1y
+00 x”_l
_ o7 1
= 2 <1+n/1 x’f“dxl)
= 2"x(n+1)
et, dans le cas oli £, = C, en remarquant que, avec nos notations, |. |,=|. |*
1 n
o,(P'(6)=2" [ inf (1, inf iy | | s,
0<6; <2m pour 1<i <7 : B

0<7; pour 1<i<n

En faisant le changement de variables #; = riz , on obtient que

0, (k) = ()"0, (P(R)

= 2n)*"(n+1).

En définitive la constante C s’écrit

1 II wv(Pn(kv)) d (Pn)
= Yoo lim (s — 1)L (s, Pic P~ A Z
€= T Nk <:‘—5‘i(5 DL Pie /e)>p€1;I/IkLp(l,Pich)

ce qui est la constante recherchée. O
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6.2. Le cas des variétés de drapeaux généralisées

6.2.1. Notations. — Nous allons maintenant comparer la constante obtenue
par Franke, Manin et Tschinkel dans le cas des variétés de drapeaux généralisées
(cf. [EMT, (2.11)]) avec C(P\G).

On fixe donc un groupe linéaire semi-simple connexe G sur £ et P un k-
sous-groupe parabolique de G. On note V' = P\G et m: G — V" la projection
canonique. Quitte  remplacer G par son k-revétement universel G (cf. [BoTi,
proposition 2.24]) et P par son image réciproque dans G, on peut se ramener
au cas ou G est simplement connexe. On note ;P un k-sous-groupe parabolique
minimal de G contenu dans P. Pour tout groupe algébrique linéaire A sur un
corps L de caractéristique 0, L(H) désigne l'algebre de Lie de H, #ZH son ra-
dical, #Z,,H son radical unipotent, X*(H); le groupe des caracteres de H sur L
et X, (H); le groupe des cocaracteres de H sur L. On note ;S la composante
scindée du tore maximal dans %, P. Soit ,® I'ensemble des racines de 5§ dans
G, 1A labase de ;@ correspondant a ;P et ;@ I'ensemble des racines positives.
Pour tout a € ,®, on note & la coracine correspondante.

Pour toute partie / de ,A, on note [J] 'ensemble des racines s’écrivant comme
combinaison linéaire 4 coefficients entiers d’éléments de /, [J]* lintersection de
[J] avec ,@%, 4L le k-sous-groupe parabolique standard correspondant (cf. [Bo,

page 234]) et ;S; le tore
¥y = (ﬂ Kera) .

ac]

Le tore ;57 est la composante scindée du tore maximal dans (). Lapplica-
tion de restriction de X™( /er) 4 dans X*(,.S ]) 4 est injective et de conoyau fini.
On identifiera X*(;P;);, & son image. On note également

V *

et t; le radical de I( /CP]). On désigne par (/)" I'ensemble des racines de ;S 7
dans t; et p WP la demi-somme de ces racines comptées avec des multiplicités
égales 4 la dimension de leur espace propre dans t;. Si V; désigne le quotient
/eP]\G et 1y : G — V' la projection canonique, on a, d’aprés [San, proposi-
tion 6.10] une suite exacte

0 — k(1) /k* — k[GT*/k* — X*(,P));, — Pic Vy — PicG.
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Par le théoreme de Rosenlicht [Ro, theorem 3] £[G]*/&* est isomorphe a X*(G),,
qui est trivial. En outre par [San, lemme 6.9 (iii)], Pic G est trivial puisque G est
simplement connexe. On obtient donc un isomorphisme

On vérifie aisément que cet isomorphisme est 'application qui 4 tout caractere
de ;P associe le faisceau .ﬁfx défini par

(U Z) ={f €T(x; (U), O¢) | Vp € 4P, Vg €7 (U)f (pg) = 1(p)f ()
pour tout ouvert U de V. Cet isomorphisme envoie 2p (Py Sur le faisceau ca-

nonique wp;- Par définition on a ;P = ,P. Nous noterons [ la partie de ,A

correspondant a4 P. On a donc la relation
(6.2.1) wp =Ly

Pour toute place v de £, on note K, un sous-groupe compact maximal de G(,))
tel que

G(k,) = ,P(k,)K,
Lexistence de tels sous-groupes est une conséquence de la décomposition d’Iwa-

sawa (cf. [Tit, §3.3.2] pour le cas d’un corps local). On suppose en outre qu’il
existe un plongement G' — GL,, ;, tel que pour presque tout v € My on ait

K,=G(GL,(Gy).

Onpose K = [] K,.Onaalors G(4;) = ;P(4,)K. La hauteur d’'un point x €
VE]V[/e
V (k) relativement 2 un faisceau ample fx est défini de la maniére suivante (cf.

[EMT, §2]) soits€ ()] fx) une section de .ﬁfx non nulle en x correspondant a
une fonction § € I(G, O;), soit k € K tel que, pour tout v € My, n(k,) = x, alors

H,()= T] B,

VEMk

LChypothese sur K entraine que ce produit n'a qu'un nombre fini de termes non
triviaux et la formule du produit qu’il est indépendant du choix de la section s.
Dans la suite de cette section, on utilisera la hauteur

correspondant 2 w;l d’'apres (6.2.1)).
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On note ;1" le groupe de Weyl de ,®. et ;¥ le sous-groupe de }¥ engen-

dré par les symétries s, pour a € J. Nous désignerons par «/ le plus long élément
de W} et par w} un relevé de w; dans N (S)(k). Pour tout v € M), on note

H WPy la fonction de G(k,) dans s i définie par

Ve X (4P Yp € 1P VR €K, exp(< Hp, (k) >) = = [x@)l,
La fonction globale correspondante est définie par

P ZHPV(gV
K VE]W/e K

Vee G4y, H

On a alors la relation (cf. [FMT, §2.3])
Yy e X (P);, Vg€ G(k), W(g =exp(< Hp(g), x >).

Pour tout groupe unipotent U sur 4, on normalise la mesure de Haar sur U(4;,)

par
/ du=1.
U(k)\U(4y)

Pour tout w € LW, représenté par W e NG (S)(k) et tout X € s\é, I'intégrale
d’entrelacement ¢(w, 1) est définie par

c(w, ) = / exp(<H p( /_ln),l+ PP >)dn.
wkN(A/e ﬂkNA/e \kNA/e

ol ;N désigne le radical unipotent de ,P. On note alors
C p,=_lim H <& A—p,p >c(w],7\)
k] )\_>Pk P o] k

6.2.2. Le résultat de Franke, Manin et Tsichinkel. — En utilisant les travaux
de Langlands sur les séries d’Eisenstein [Lan], Franke, Manin et Tschinkel dé-
montrent le résultat suivant (cf. [FMT, (2.11)])

Théoréeme 6.2.1 (Franke,Manin,Tschinkel). — Avec les notation introduites
dans le paragraphel6.2.1]

ny(B) ~ CFMT(V)Blogt_lB quand B — +00



36 EMMANUEL PEYRE

avec t = rgPicV et

el
q V)= .
et (V) Cplr—1)! TI <&2pp >
ZAS] /eA—I
6.2.3. Expression de la constante en termes de la mesure de Tamagawa. — Lob-

jectif de cette section est la démonstration du résultat suivant

Théoréme 6.2.2. — Si le groupe G est quasi-déployé alors

Nous commengons par décrire une métrique sur w;l qui induit la hauteur

H. Pour tout / C jA, pour tout v € M}, la métrique v-adique ||||jv sur w;]l est

définie par pour toute section s de w;jl correspondant 4 une fonction 5 sur G
Vk € K, ||s(my (k)| = [5(R)],.

Lemme 6.2.3. — Les normes ||.||,, définissent une métrique adélique sur w;l dont
H est la hauteur associée.

Démonstration. — Fixons un plongement de G dans GL, (k) et une base
(5p-- .,sq) de F(I{w;l) correspondant a des éléments Speeerdy de I'(G, O;), Par
'hypothese que nous avons faite sur K, pour presque tout v € My,

K, =G(k,)(GL, (G} ).

En outre, w;l érant tres ample, pour presque tout v € M}, pour tout x apparte-
nant a l'intersection de GL,,(0), ) et de G(k,), I'idéal fractionnaire engendré par
Vv

les 5;(x) est égal 2 O, . Siv € My, vérifie les deux conditions ci-dessus, pour tout
v

v v L

[ls(=@II,

[5(k)],
[5(pk)l,
| - ZPP (P) |v -

En outre

sup |5 (pk)l, | —2pp@)l, sup [5;(A)],
1<i<yqg 1<i<q

|—=2pp ()l
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Par conséquent
@A),

sup [5;(ph)l,
1<i<yq

|ls((@k))Il, =

ce qui montre la premitre assertion. La seconde est une conséquence directe des
définitions. O

On se donne maintenant deux parties J et ' de #A telles que J C J /. On note

Py la demi-somme des racines de kS dans tjﬂL(.ffG(/eS]/)). Notons ij/

la variété homogene Vj 7= kP]\ /eP]/. D’apres [San|, proposition 6.10], et le
théoreme de Rosenlicht, on a une suite exacte
* Res o« . .
0—-X (kPj/) — X (kP]) — P1c(V]J/) — P1c(kP]/).

Ce dernier groupe étant fini on obtient un isomorphisme

(X*( PP/X( kp],>) ®Q= Pic(l,) @ Q

En outre I'image de la classe de 2p ), 7/ par cet isomorphisme est wj- . On a une

Ve
fibration d’espaces homogenes pointés
. T
f—’V]J/i’Vjﬂ’V]/—’f-
On obtient alors un diagramme commutatif
i i
0 — Pic(Vj/)®Q = Pic(J)) ®Q Pic(ij/)(X)Q 0

| T

0 — X(P)®Q " X (1) ®Q — (X (YA (Py)) ®Q — 0

ou les lignes sont exactes et les colonnes des isomorphismes.

Lemme 6.2.4. — Avec les notations ci-dessus, on a la relation
—Res =p;

Démonstration. — On a un isomorphisme de ;.§; modules

tjﬂL(gG(kS]/» = tj/t]/
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Par conséquent 2p, ./ est le déterminant de la représentation de P sur tj/t,

JJ J

induite par la représentation adjointe. Or 2p WPy ot le déterminant de la repré-

sentation adjointe restreinte a T et 2Res(p WP /) celui de sa restriction a t /. La

J

formule provient donc de la suite exacte de ;P;-modules

0—>t]/ —>t]—>t]/tj/ — 0. O

Comme ci-dessus nous définissons une métrique adélique ||||] / sur w;l ,
2
J;

par pour toute place v de 4, pour toute section s de le correspondant a une
VA
fonction 5 sur 4P/,

J
Ve € K, Py (k) G2, = KR,

On note Wy, Wy et W, les mesures de Tamagawa définies respectivement sur

J

Vi Vet V) par les normes adéliques ||.||;, ||||j/ et ||||]j/ On note Hy, Hy

et H, , les hauteurs induites. Pour tout x € V](A ;) se relevant en un élément

Va4

k€ K, on note »* , la mesure sur }~

09 174 /(Ay)k, vu comme sous-espace de Vj(A/e)

telle que, pour tout ouvert U de V° j 7 /(Ay)k, on ait
X

Cela ne dépend pas du relévement choisi. En effet la norme ||| |] / est invariante
sous I'action a droite de K, ,P 4 (%,). La mesure w 7 oSt donc également inva-

. . / . .
riante sous cette action. La mesure w )y sur V](A ;) est alors donnée par la relation

Guy= [ 3 /xU

Z
pour tout ouvert U de V](Ak).
Lemme 6.2.5. — Les mesures wy et w} coincident. En partz'culz'er

Démonstration. — La suite exacte de Gal(/é/k)-modules

0 — Pic(V ) Q—>P1C(V]> Q—>P1c( ) Q—0
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donne pour toutv € Mp—S§ la relation

L,(LPic(V)) =L,(1, Pic(VJ/))Lv(l, Pic(7], ]/)).

Il suffit donc de montrer que les mesures locales coincident. On fixe donc une
place v de 4. Pour tout a € ;,®, on pose

g,={Xeg|Vre Sk), Adt(X) = a(r) X}

ol g désigne l'algebre de Lie de G5 () est ensemble des multiples positifs de
et g,) = @ gp. Lunique k-sous-groupe connexe unipotent de G normalisé

Be(a)
par Z;(;S) et ayant g, pour algebre de Lie est noté , U, (cf. [Bo, proposi-

tion 21.9]). Nous noterons Uj_ (resp. Uj 7y U]_],) le sous-groupe engendré par

les 4 U, pour a appartenant a ;@ —[/] (resp. ;™ — 71, O NW1=01)
olt ;@™ désigne 'ensemble des racines négatives. Le groupe U]_Q?G( S ]) est le
k-sous-groupe parabolique opposé a Py et U, est le radical unipotent de ce
groupe. D’apres [Bol proposition 14.21 (iii)], la projection m; induit donc un
isomorphisme de U~ sur un ouvert de Zariski /" de 7;. Il suffit de montrer le
résultat sur cet ouvert. Lapplication produit

AL

est un isomorphisme. En outre, U]7 et U, sont isomorphes a des espaces af-
P

S
fines en tant que variétés sur k. Soient #q 1,...,#; ; des coordonnées pour U
1,1 1, j]/
ety ...,y ,_4 des coordonnées pour U, . Les coordonnées (#) ..., %5 ,_4)
induisent des coordonnées locales sur V](kv). On notera # le morphisme corres-
pondant de /¥ dans 4. La section

tw(u)_1< I AL A I )

duy My

de w;jl correspond 2 la fonction f* sur 7 Y (W) caractérisée par les relations

Vp € pPyk,), Ve € Gk, f(pg) = (=2p,p )0)f (&)
Vge l]_]_(k\))) f(g> =1
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Sige U]_(kv) sécrit g = pk avec p € ,P(k,) et k € K, alors
—1 0 d
P (5 A Ay ) (@Dl = 1R, |
~

=205, 0
exp(< H/eP](g)’ ZP/eP] >).

La mesure w;, est donc donnée par
(6.2.3) Wy = = exp(< H ( ), 2pkp] >)du.

De méme, sur 'image de Uj (k) dans ¥ /(k,), la mesure w,/ _ s'écrit

J T

(,'.)]/)v = CXp(< H/eP]/(lztz), Zpkp , >)d142

6.2.4

( ) = exp(< H/eP](u2>’ 2 Res ka]/ >)du,
et sur 'image de Uj ;, (k,) dans V] 7 (k,) ona

(6.2.5) @ = exp(< Hkpj(tﬂ); Zp],]’ >)du;.

TL']/(uz)

Soit u, € U]7. Nous allons maintenant décrire la mesure W Soit U un

ouvert de U]_],uz. Soit #y = pyk, une décomposition de #, avec p, € kP](kv) et
k, € K. Par définition on a

w s(uy)

J
U
(’3],]/ ( )

w],]/(Ukz_lz

I nous faut donc déterminer comment l'action a droite de Py sur Vs agit sur

VA

7. Soit x un élément de ;P ,; de décomposition x = pk, soit s une section de

]] J
Wy, V , correspondant a une fonction § sur G. Soit ¥ la fonction définie par
2’

Vo€ Gk,), ¥ (¢) =3(gp3 "
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Soit 5’ la section correspondante. Soit 4" une décomposition de xp, avec des
éléments p’ de /er(kv) et K de H,. On obtient

lls(m; (D)ol = ||s’(vr/(xz>z))||v

= |§/(k )|v

5P I,

(26,00 Pt eI,

exp(< Hkp] (xp2) —H,ep] (), 2,/ >)|ls(rer (],

En appliquant (6.2.3), on obtient
wﬁ}(uz)
/
VA
= / CXP(< HkP](”l)) ZP]J/ >) exp(< HkP](”1P2> _H/eP](ul)) ZP]J/ >)dul
Uuz_l
= / CXP(< Hkpj(uluz), Zp]’]/ >)dlz¢1.
U —1
“

(U)

/ z .
La mesure wj sécrit dOIlC

w} =exp(< 1—1/e («),2Res p/ep]/ +2 )du.

Pry’ >
Le lemme découle de (6.2.3) et du lemme O

Ly

Notre objectif est maintenant de comparer Cg a THQ(VQ) et Cp a

TH]],(V ,1)- Pour toutes parties /, 7’ de 44\, nous noterons

L(1, Pic(Vj’j/)) siveMp—S

1 sinon.

INVIAE {

On posera également A, (J) =4, (J, 4A). Si U est un groupe unipotent sur £, les
mesures de Haar sur U(k,) sont normalisées de sorte que

/ du, =1
U(oy,)
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siv GMf et
H du, = 1.
vEM o
v, / 0

VEM 5o
On note

—1 —1
Q= Ny pNwj\wy " N.

Lemme 6.2.6. — La projection g induit un isomorphime de Qy sur un ouvert
de Zariski W de V. Cet isomorphisme transforme la mesure w H,,S €7 la mesure

vel;[/[ A, (@) exp(< HkP@,v(”)’ 2%1’@ >)dn.,.
k

Elle induit également un isomorphisme de Q; sur un ouvert de Zariski Wy de V ;.
Cet isomorphisme transforme la mesure wyy_ g en la mesure

I M (@, D) exp(< HkP@fV (), 20,p, >)dn.,.
VE]W/e
Démonstration. — D’apres la démonstration du lemme Ty induit un iso-

morphisme de U sur un ouvert de 7. Mais U est isomorphe a
/=1 /11
WNwy  pNwg\wy (N
ce qui démontre la premitre assertion du lemme. En outre cela montre que

Qg est isomorphe a un espace affine Aj. On note # I'isomorphisme induit
de W dans Aj. Comme dans le lemme précédant, on montre que pour tout

g € wg i N(k,)
_ d d
o)™ <ﬂ A A a—) (ra @), =exp(< H p_ () 2p,p, >)

Par ailleurs la mesure induite par I'isomorphisme de Q; (%, ) sur A7 (£, ) transporte
la mesure de A7 (k,) en dn, si v est une place finie de £ et le produit des places

. . dim V . .
al'infini en /d}, [l dn,. Ceci démontre la seconde assertion. Les deux
vEM oo

dernieres se démontrent de maniere similaire en utilisant le fait que les fonctions
exp(< HkP] (9); Zpkpgj >) et exp(< HkP] (9); 2pg 1 >)

coincident sur 'ensemble w§_1 N (A4y). O



HAUTEURS ET MESURES DE TAMAGAWA 43

Lintégrale divergente [ exp(< H WPu (n), Zple Py >)dn et intégrale similaire

pour Q; peuvent donc étre régularisées de deux manieres différentes, soit en
utilisant les facteurs de convergence A, () (resp. A,(2, 1)), soit en utilisant les
fonctions s — ¢(w;, sp . p)- Il nous faut comparer les valeurs obtenues par ces deux

méthodes. Pour cela il nous faut écudier de maniere plus précise les termes locaux
intervenant dans ¢(w, ), ce qui nous ameéne 2 considérer les intégrales d’entrela-
cement locales.

Dans ce but nous commencons par rappeler quelques notations de la théorie
des immeubles. On suppose désormais que le groupe G est quasi-déployé. Pour
souligner cette hypothese on notera B le £-sous-groupe de Borel ,P. Soit T le
normalisateur de ;S. Clest un tore maximal de G. Pour toute place finie p de
k, on note ; S la composante scindée de 7}, , ;, © I'ensemble des racines de

.S dans G, et , W le groupe de Witt associé. Lappartement associé au triplet
(G, /epS, kp) sera noté % Le groupe de Weyl du systtme de racines affines est
noté ky W g D’apres [Tit, §3.9.1], pour presque tout p € My le groupe K, est
le stabilisateur d’un point x,, de #,. Soit |, @ le systéme de racines réduit dont
ky W g est le groupe de Weyl affine. Le choix de x, permet d'identifier <7, a

Iespace vectoriel associé qui est donné par

Vo= Hom(X*(QFG(kpS))/ep, R) = Hom(X*(T)/ep, R).

Comme X*(T)/e’g est égal 2 X*(/epS), on a un plongement de X*(kpS) dans le
dual de 7. On identifie , ® avec son image par ce plongement. Toute racine de
kpCD est proportionnelle a2 une unique racine de ky ®,. Pour toute racine afline «,

on note /epN le radical unipotent de ka et
N(a)={n€ /epN(kp) | Vxé%, a(x) = 0= nx =x}.

On définit ¢, = [N(e—1) : N(a)]. Comme dans [Mad]| ou [Cas|], on définit
kpCD 1 comme la réunion de ky D et de

o
{E,OCG kpq)0|qoc %qoﬁl}'

Nous noterons ky O le systeme obtenu a partir de ky ® en retirant les racines telles

que 2o appartient a kp(D'
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Pour tout p € My, on note pp 2 la demi-somme des racines positives comptées
b
avec multiplicités et

Xp: T (kp) — C*
m = |20, (m)y*
Br, 1P
Soit kpA la base de /epq) correspondant a B/ep. Soit /epl C kpA la partie de /epA
correspondant a P, . Comme précédemment, si / C kpA’ on note by W] le sous-
groupe de ka engendré par les symétries 5, pour « € J et wy le plus long
élément de ky W. Pour tout caractere régulier € Hom(T (kp), C*) et tout w €

ky w, p (w, x) est 'intégrale d’entrelacement locale (cf. [Cas, theorem 3.11]).

Lemme 6.2.7. — Si le groupe G est quasi-déployé, pour presque toute place finie p
de k, le terme local de c(w W SP ) & savoir lintégrale

—1
/ exp(< HB,p(w//eA n), (s+1)pp >)a’nrp
! p N k), A N )\ (N (k)
est égale &
& (w/ep A Xp)-
Un résultat analogue vaut pour c(wy, spp).
Démonstration. — D’apres [Casl, theorem 3.1] et [Car, §3.7 (32)], pour tout
caractere y € X ( ky §) tel que la composée ||, oy soit réguliere, on a
—1
cp(w, |.|pox) = / exp(< HB,p(w/ n),x+pp >)dnp.

o/ N U™ () g Nlkp)\ g N ky)
ol &' est un relevé de w dans N ( /epS>(kp>ﬂKp' La formule résulte alors du
fait que w/k A représente w oA puisque G est quasi-déployé et appartient a K,

pour presque toute place finie de k. La démonstration de la seconde assertion est
analogue. O

Lemme 6.2.8. — Pour presque tout p € M [y, les systemes de racines kpd) et kp D,
coincident. Si o est une racine de /epCi) telle que 1/20 & kp(D et telle que l'espace
propre correspondant §,, est de dimension un, alors 1/2a ¢ /ep(Dl.
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Démonstration. — Soit p € My une place telle que K, soit le stabilisateur d’un
point hyperspécial de @, et telle que Gy, se déploie sur une extension non rami-
fiée. Nous allons tout d’abord montrer la premitre assertion. Pour cela il suffit de

démontrer que les groupes de Weyl affines correspondants sont identiques. Par
définition, le groupe de Weyl affine de by D est ky W g. Soit

Vy: T(k,) — V,
T o (o)

le noyau de 9, est noté T} . Le groupe G étant semi-simple et simplement
p ky
connexe

b, Wa = 6 (1,5) (kp)/Tlgp
(cf. [Tit, $1.13]). Par [Tit, §1.3]

Im\'/p = Hom(X*(kpS)kp, Z)

puisque G se déploie sur une extension non ramifiée. Comme G est simplement
connexe X ( kpS) ky oSt le réseau des poids P( y D) de kpq)' Son dual est donc

le réseau engendré par ;@Y noté Q(,®Y). On obtient donc que ky W g est le

produit semi-direct

QDY) % (4, Wi

Mais comme x;, est spécial, ( by W, ff)xp coincide avec le groupe de Weyl de /epCD.

a

Par [Bki, SVI.2.1, proposition 1], le groupe ky W g est le groupe de Weyl affine
de /epd).
Soient p et a vérifiant les hypotheses de la seconde assertion du lemme. Alors

U, (k) est isomorphe en tant que groupe 3 G, (k) et g, = g,.1 = N(p). O

o

Soit £ une extension de Galois de £ déployant le groupe G. Soit /A la base
du systéme de racines /@ de 7'/ dans G/ correspondant a B,/. Soit /I la partie
de ,/A correspondant a P);. La base du réseau des poids est notée (@,,),¢ s

Lemme 6.2.9. — Si G est quasi-déployé et | est une partie de A, alors une base
de Pic(Vy x k') est donnée par les éléments &, pour o € yA—J. Laction du groupe
de Galois Gal(F' /k) sur Pic(Vj X k') est celle induite par Laction naturelle sur cette

base et le cone des classes de diviseur effectifs est le cone S.  RY(—a,).
oe k/ q)—]
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Démonstration. — Comme G est simplement connexe, X* (T /e/) est le réseau des
poids. Il en est donc de méme de X*(B,/) ce qui montre les deux premicres
assertions du lemme pour V. Par la décomposition de Bruhat, G est la réunion
disjointe des C(w) = BwB pour w € ;,¥. On a également des isomorphismes

(cf. [Bol, theorem 14.12])

Bx U, = BuwB

(6.2.6) %

ol U, est le sous-groupe de G}, engendré par les sous-groupes U, pour
yE{d€ @ |3>0etwd <0}

SiJ C /e/A, I w/ désigne 'ensemble des uniques éléments de longueur minimale
dans les classes Wyw C yW. Dapres [Bo], theorem 21.29, les ’TE](C(ZU)) pour

we y W/ forment une décomposition cellulaire de V] x ket isomorphisme

(6.2.6) fournit un isomorphisme
U; = W](C (w))

pour tout w € / W/ . On obtient donc que

dim (W](C(H/))) dim(U;,)

= #{ye yO[3>0etwd <0}
= w)

ou la derniere égalité est donnée par [Bki, SVI 1.1.6 corollaire 2]. Par [Ful,
example 1.9.1 on en déduit que le groupe de Chow CH, (/) est engendré par

les classes [WJ(C(w))} pourwe€ W/ avecl(w) =i.En particulier CH; (V4 x k')

est engendré par les éléments {TL’@(C (sa))} pour a € /A et Pic(V 4 x k') par les

éléments [WQ(C (s“wk , A))} . La fonction définie par

Vboe B, ), Nuc UK, f (bwlk,Au) =a,(6)"!

s'étend en une fonction sur G et induit une section du faisceau inversible associé.
Elle sannulle sur Bs,w JAB- On en déduit que la base du lemme correspond au
systeme générateur ci-dessus. En particulier les images des poids fondamentaux
sont les opposés de classes de diviseurs effectifs. Par ailleurs, pour tout 2 € /A,

m5(C(s,)) est isomorphe a P! etsi x € X*(B),, alors fx induit le faisceau 0'(<
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& >) sur my(C(s,)) ce qui montre I'inclusion inverse. Soit I w7 (1) le sous-
ensemble des éléments de longueur dim(¥;)—1 dans W/ . Dapres [Bki, Chap.
IV §1 exercice 3], pour tout w € Y W](l),
Hwyw) = Lwy) +1(w)
= dim(V@J) + dim(Vj) —1
et d’apres [Bo, §14.21]
i (i (Cla0)) = 2 (s ().

Par conséquent une base de Pic(V; x k) est donnée par les éléments @, pour
o € yA—]. Les autres assertions pour Vj résultent de leurs analogues pour

Vs O
Lemme 6.2.10. — Si G est quasi-déployé, le produit

H Lp(s, Pic7®)cp(wk A’X;J)
peMp—S p

converge absolument au voisinage de 1. Un résultat analogue vaut pour VQ I

Démonstration. — Soit p € Mf—S . Pour tout a € ky D, a,, désigne un élément
de T ky tel que fip est la coracine &. D’apres [Car, theorem 3.9],
cp(ws ) = 1T cp(o %)
(IS kp (1)0
>0 et wa<0

(1=a5 g @)1+ 45 ay)
2

avec

cp(oc) = —

ol ga =¢,,1/9, et vaut 1 si % ¢ /epq)l' Pour presque tout p € Mf le point X
2 -~
correspondant 2 K, est hyperspécial et, par le lemme ky O, = /epCD. Sip

vérifie ces deux conditions, alors

—S<5L,pB >
Va &t o 1p(a,) = N(p) “

etqe > 1. En outre
2

{aGkPCD|a>Oetwk Aa<0}:/€pCD+.
p
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Il sufhit donc de montrer que le produit
Lp (s, Pic 17@)

11
_ I1 (I1—N(p)’)
per SOLE{kpAMimg(a):l}

converge au voisinage de 1. Pour tout p € My — S tel que k' soit contenu dans
une extension non ramifiée maximale 4" de £, le groupe de Galois Gal(ky'"/k;)

qui est isomorphe 2 Z conserve la base de Pic /; x #’ et l'orbite d’un élément de
yAest réduite a cet élément si et seulement si dim 9(j()) = Lolj: yA— /epA est

lapplication naturelle. La premiere assertion du lemme s'en déduit. La seconde
se démontre de méme. O

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que les deux méthodes de
régularisation donnent le méme résultat ce qui fournit le lemme suivant

Lemme 6.2.11. — Si le groupe G est quasi-déployé, on a les égalités
Co=[] <beg> lim (s— )YV s o (5, PicV 1w (Vs (4y,)
K d

a€ LA
et
Cp=[] <& pg > lim(s— 1)V DIL (5 Pic T ooy (Vs 1(Ay)-
= o ) , ,
Démonstration. — Par définition, on a
Ce; = _lim H <@ A—pg >c(w, pN)
A—pp a€ LA £
= H <a&pp>lim(s— 1)rgPiCV@ / exp(< Hy(n), pp >)5+1dn
a€ LA s=1 0p(4y)
= H <& pg>lim |(s— l)rgPiCV@LS(S, PicV )
a€ LA s=1
]___[ )V(s)_l exp(< Hp(n), pg > iy
0 (4y) veEM),
ol

L(sPicV ) siv €EM—S

M@:{l

sinon.
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Grice aux lemmes[6.2.71and [6.2.10l on obtient
Co= [I <&pp> lim ((5— l)rgpiC V@LS(S, Pic7®))
OLEkA s—1
IT %)™ | exp(< Hg(n), pg >)?dn.
() \"EMk

La premiére assertion s'en déduit 2 'aide du lemme On démontre de fagon
semblable la seconde assertion. O

Lemme 6.2.12. — Si G est quasi-déployé alors

<Ov(,,pB >
aC(V): II v '
r—1)! <o,20p >
ue gAt )aeg_l & 2pp

Démonstration. — Par le lemme le groupe Pic(VJ)Gal(z/ k) a pour base

2%
B)=e / 4ea—
Or on a des isomorphismes
Pic(7) = X*(P)y = X*(2)) WY = pic(77) Calle)
Donc les éléments ci-dessus forment également une base de Pic V. Sur la base
obtenue pour Pic V;, pp s'écrit comme Y @g. Une base de Pic(7, 1)\/ est donc
BE k/A

. Or le cone des classes de diviseurs effectifs est

donnée par les éléments ——
p <5£,pB>

CalVp)= > R" > —ap

w€ph—l j(R)=e

donné par

Le domaine Cg&( N ,%’;_1 (1) a donc pour équations
V

x, <0poura€ ] A—1
<&,—2pp>x -1

0 o
weyA—1  “*PB”

ce qui donne la formule du lemme. O



50 EMMANUEL PEYRE

Démonstration du théoremel6.2.2 — D’apres le lemme ona
C .
C_G: II <&pp>tu(V(dy)
P 4e LA
Donc le lemmel6.2.12] montre que
Copr (V) =, (V )ty (V(4,)). O
6.2.4. Vérification de la conjecture raffinée
Proposition 6.2.13. — Si G est quasi-déployé, pour tout bon ouvert W de V (Ay,)

naw B eas(V)
ny(B) wrrs(V(A4y))
B — +oo.

Démonstration. — Soit S’ un sous-ensemble fini de M), et pour tout v € §,

soit ¢, une application continue et K -finie sur le quotient K, N P(k,)\K, (i.e

telle que I'espace vectoriel engendré par 'orbite de ¢, sous I'action de K, soit de

dimension finie.) On étend ¢, 2 G(k,) a I'aide de la décomposition d’Iwasawa et

onnote $ = [] ¢,.Laremarque 10.b dans [FMT] qui est une conséquence des
/

ve
travaux de Langlands (cf. notamment [Lan] appendice II) et la démonstration

du théoreme impliquent que

o) | dwpg
i PEVWIHES<B} _ V)
m = —

Or toute fonction continue £, sur ¥ (,) est limite uniforme de telles fonctions
¢, Par conséquent, on a une limite analogue si on remplace ¢ par une fonction /'
delaforme [] f; ouif, est une fonction continue sur (k). La fin de la démons-

ves’
tration de 'assertion (b) est semblable a celle de I'assertion (d) de la proposition
O

Ceci donne en particulier une nouvelle démonstration de I'approximation
faible pour ces variétés (cf. [Bor]).

Corollaire 6.2.14. — Si G est quasi-déployé, V vérifie lapproximation faible.

Démonstration. — Pour tout v € My, V'(k,) est lisse et pour tout P € V'(4,,),
P posseéde une base de voisinage constituée de bons ouverts de volume non nul
pour wyg. H
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Corollaire 6.2.15. — Si G est quasi-déployé,
Cy (V) = Cpppr(V)

et V vérifie la propriéié (Ey).

Corollaire 6.2.16. — Si V = P\G est une variété de drapeaux généralisée pour un
groupe semi-simple quasi-déployé G et un sous-groupe parabolique P défini sur k et si

H est une hauteur quelconque, relative au faisceau w;l, alors
ny (B) ~ CH(V)Blog"_1 B quand B — +oo.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire précédant et de I'assertion (¢) de la

proposition O

7. Généralités sur les éclatements

7.1. Domaine fondamental pour I’action des unités. — Soit 7 une variété
de Fano obtenue en éclatant des sous-variétés de P;. On suppose que w;l est
tres ample. Soit U le complémentaire dans 7 des sous-variétés accumulatrices.
Soit 7 : V' — P}, la projection canonique. Quitte a restreindre U on peut sup-
poser que ©(U) = U. On identifiera U avec son image. Comme dans la section
Iobjectif est de se ramener de I'espace projectif a 'espace affine en utilisant
un systeme de représentants. La méthode utilisée ici s'inspire également de celle
introduite dans [Sc]. Une base de T'(¥] w;l) est donnée par des polynémes ho-
mogenes de degré 2+ 1, P; € k[X),...,X,,] pour 1 <i < ¢. Pour tout v € My,
on note

Hv(xo,...,xn): sup |Pl-(x0,...,xn)|v.
1<i<q

La hauteur associée 2 la base choisie est donnée par

VE]W/e

Lobjectif est donc de se ramener de U(k) 2 W (k) cone au-dessus de U(k). On
fixe un idéal a € .#(0),). On veut donc déterminer

No(B) = #M44(B)
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ol A7 (B) désigne I'ensemble des (72 + 1)-uplets (¥;)o<;<, € O} *ly U,, possédant
un représentant (x;)o<; <, qui vérifie

(7.1.1) (x,0<i<n)=a
(7.1.2) H(x)<B
(7.1.3) x € W(k).

Pour cela on introduit comme dans la section |4.1| application logy; définie
par
log;;: [[ Wk,) — R1™72
vEM oo
(uv)veMoo = <log(Hv(“v))>v€Moo .
On considére également la composée des applications canoniques
, 1
U,— [] & —RMeo GRS
vEM o

Par le théoréme des unités c’est un homomorphisme dont le noyau est le groupe
Koo (k) des racines de 'unité dans £ et I'image un réseau L de rang » dans lhyper-
plan P défini par )~ y, =0. Enoutre, Det L = (z+1)"R. Cet homomorphisme
VeMoo
définit une action de U}, sur RMoo, Lapplication log;; est compatible avec les
actions de Uy, ainsi définies. Comme dans la section[4.1] on note pr la projection
sur P suivant (N,), <y et on choisit #y,..., %, une base de L. On pose
oo

F={eR1™20< ! (pr() < 1)

et
Ay =logt(F)c [ wWk,).
vEM oo
Lemme 7.1.1 (Schanuel [Sc]). — Lensemble Ay vérifie

(1) Ay est stable sous o (),
(i) Ve € Uy—poo(k), uAyNAy =2,
(i) |J wag= [[ Wk,).

uGUk VEMOO

On en déduit comme dans [Sd] le lemme suivant
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Lemme 7.1.2. — En notantj: W (k) — [ W(k,) linjection canonique,
VEM g

wNy(B) = #.4;(B)

o e/Va/(B) désigne ['ensemble des x € O /’: +1 vérifiant les conditions (.1.1), (Z1.2)
et (Z13) ci-dessus, ainsi que

(7.1.4) j(x) € Ay
7.2. Volume du domaine fondamental. — A tout x € Ay, on associe

H (x)= H H,(x,).
veM

Soit
Dp={x €Ay | Heo(x) < B},
Comme nous le verrons un peut plus loin, le volume de Zj intervient dans I'es-

timation du cardinal 47/ (B). Or la démonstration du lemme implique le
lemme suivant

Lemme 7.2.1. —

Y m4E)6—1) [ o,V *,).

Vol ¥, =B li
57 4 )2t D2 51 it

8. Cas de I’éclatement de P2Q en trois points rationnels et de ses analogues
en dimension supérieure

Sauf indication du contraire, on se place sur un corps de nombres # arbitraire.

8.1. Construction de la hauteur et sous-variétés accumulatrices. — On fixe
un entier z > 2. Pour tout 7 € 1,..., #, on note F,, 'ensemble des parties a 7

n
éléments de {0,..., n+1}. On pose F/ = |J F,, et F = F{ |JF'. Pour toute partie

m=
I € F on note Py le sous-espace de P} défini par les équations X; = 0 pour i € I.
La lettre 7 désigne ici la variété torique obtenue en éclatant successivement pour
m variant de 7 2 2 les relevés stricts des sous-espaces Py pour I € F,,. Pour tout
I € F’, on note L; la sous-variété de 7" au-dessus de P;. On notera L{i} oul;le

relevé strict de lhyperplan P (i}- Onnote w: V" — P la projection canonique et

v=rv—1L;
IeF
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que l'on identifiera avec son image par 7. Une base de Pic 7 = Pic ¥ est donnée
par A = 7" (H) out H est un hyperplan ne contenant aucun des sous-espaces Py
et les diviseurs Z; pour I € F/. On a en outre la relation

[2;]=[A]—= > L]

IeF’
iel

D’apres [Ha, exercice 11.8.5], un diviseur canonique de 7~ est donné par

K=> (#—1)L;—(n+1)A
IeF

Donc

Wt =+ VA=Y (=D)L= Y [L)).

IeF IeF

Dans ce cas w;l n'est pas ample si # > 3. Toutefois le systeme linéaire correspon-
dant est sans point base et définit un morphisme de 7~ dans un espace projectif
qui est injectif sur un ouvert dont le complémentaire est de codimension deux.
Les définitions se généralisent sans difficulté & ce cas. Une base de T'(¥] w;l) est
donnée par les monomomes de degré 7 + 1

n
Xt = H)Xf
Z:

ol au plus un des £; est nul. On notera 7, I'ensemble de ces mon6émes. Sur U la
hauteur correspondant a cette base est donnée par

H((xg:...:x,)) = H sup |Y(x)],.
veM, YET,

Les sections[8.22[8.5] ont pour objet la démonstration de 'équivalence
ny(B) ~ Cry(V)Blog ]

Le lemme suivant montre donc que les sous-variétés L sont effectivement accu-
mulatrices.

Lemme 8.1.1. — Pour tout I € F, pour tout ouvert non vide Uy de Ly

BUI > 1
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Démonstration. — Soit I € F'. Soit W louvert V — UL J- Cet ouvert est iso-
J#1

morphe a un ouvert de I'éclaté de P, en L qui est donné par les équations
V(i) €1 XU = X,

dans PZ X P#[ —1 Notons 72 le cardinal de I. Soit ¥ un élément de 7T, dela forme

X; 7] Xk avec 7 7! j- Soit s la section correspondante de wV Soit J une partie
ket{ij}

de cardinal 72— 1 de I —{j}. La restriction de s 2 /¥ est donnée par un polynéme

de la forme

szsél? )
N IIu
H X ke]

sa restriction & un ouvert U; contenu dans L; — |J Lg est donc nulle sauf
K#I
lorsque 7 €I et j € I. La restriction de H a Uy est donc donnée par

H(ou) =TI sup(f [Txe TT el

veMy, i¢l k¢1 kel—{;)}

JEI
+2 #1 #1—1
< TT suplsal > supla 1)
veMy, igl iel
#1
Donc par le résultat de schanuel §;, > 7= Sur un ouvert U; de L; contenu
dans le complémentaire des L, la hauteur d’un élément x = (x : -+ : x,,) est
donnée par
= [I suplyl, T ITksly= II suplyl,.
VEMy j#i T vEMyj#i VEM), j#i
Le résultat de Schanuel montre alors que By, > #. O
7
8.2. Réécriture de la hauteur. — Jusqu'a la section [8.4] on fixe un idéal a €

J(0)},). Pobjectif est donc d’estimer le cardinal Né(B) = wN,(B) des x € ﬁ’”“

tels que

(8.2.1) (x,0<i<n)=a
(8.2.2) H(x) < B
(8.2.3) X; 7!0 pour 0 <i <7
(8.2.4) jx) €Ay
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ou j et Ay sont définis dans la section [/.1l On reprend également les notations

H. et H.__ de cette section. Soit x un élément de 71 vérifiant et (8.2.3),
v (ele} k

la hauteur de I'image ¥ de x dans U est donnée par

HO= e, ret,)y

On notera p : f(ﬁk)”ﬂ — f(ﬁk)F Papplication qui & (¢;)g<;<, associe
(bI)IEF déﬁm par

VIEE b, = (Zci) I
iel JEF
J21

Si x vérifie la condition (8.2.1) et b = F’(((xi)a_l)ogign) alors pour tout p € My,
Ientier Vp (b)) estle degré d’intersection entre le diviseur défini par L; dans "//ﬁ/e

(a)

ﬁ/ep. En outre pour tout p € My, {I | v,(b) # 0} est totalement ordonné par

. e, . . —y . .
etle O, ,-point de cette variété induit par xm P pour une uniformisante = de

Pinclusion. Soit 7, n'appartenant pas au plus grand élément de cet ensemble et j,
un élément du plus petit. Alors

inf v, (Y( lo Hx (m+1)v p( a)+ Z(#I—l)vp(bl).

ver, ¥
ko Ier’
On a donc la relation

N(Y(x),Y€E€T,) a)”* I T N(op)" L.
IeF

Soit .7 I'ensemble des b € f(ﬁk)F tels que pour tout p € My on ait

(Cp)  VLJEE ((I¢] e] ¢ 1)=inf(u,(67), (b)) = 0)

ce qui équivaut a

((Cp) YGCE QGLf =o=> flgg (vp(by)) =



HAUTEURS ET MESURES DE TAMAGAWA 57

Pour tout b € f(ﬁk)F, on note 7(B) le cardinal de I'ensemble des x € ﬁ’;:“
tels que

(B2.17) (v)=a ] b,
IeF

i€l
(@22)) Hoo () < BN(a”” 11 bj“—l)
IeF
(EZD) ey

Lemme 8.2.1. —
wNy(B)= > ny(B).
be#’

Démonstration. — Soit F€ = {c A f: ¢; = ﬁk}' Lapplication p in-
i=0

duit alors une bijection
0: H — A

dont la réciproque 6 est donnée par

IeF

i€l / 0<i<n
8.3. Estimations pour le corps des rationnels. — Pour déterminer le cardi-
nal wN,(B), nous allons tout d’abord chercher pour tout (¢) € f(ﬁk)’”l une

n
estimation du cardinal 72.(B) de 'ensemble des (x) € [] ¢; tels que
i=0

(@22") Hoo(x) < B
(BZ3) x; #0 pour 0 <i < »

On reprend la notation Zg de la section[7.1]

Lemme 8.3.1. — Dans le cas oir k = Q, on a pour tout c € N e inégalités

Vol(9 i 1 n_ Vol(9
W) e [SST1E | 81 <omyiy < Y280
.Hofz' =04 'Ho ¢
= =
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o Cy est une constante indépendante de B et de c.

Remarque 8.1. — la difficulté pour généraliser le théoréme [8.6.1] aux autres
corps de nombres réside dans la démonstration de ce lemme ainsi que dans celle
du lemme suivant. Il faudrait en particulier pouvoir majorer de maniere suffi-
samment fine

Vol(Zp)

‘m‘(B) " Det(M)

n
ou M est le réseau j ( I1 ci> et donc
i=0

N<ﬁ CZ-> \/272+1
Det(M) = Z‘Z(E”H)rz :

Lestimation de 72.(B) se complique du fait que le domaine est non borné (si on
ote la condition x; 7( 0, le cardinal de I'intersection du réseau avec Zp est infini).

s . . . . +1 .
Démonstration. — Dans cette démonstration, # = Q. Fixons ¢ € N*”"". Majo-
rons tout d’abord 72,(B)

m(B) = 2""#{xe H(Ci)/{ ﬁzg;;OurO Sisn
i=0

+1

2n+1 +1 x

= ——Vol{xeR""""| (ciE <—l +Ci> € Ig}.
I1 ¢ G 0<i<n
i=0

Or H (x) est croissante en chacune des variable x; pour 0 < i < 7. Donc

x‘
<CiE <—l> + Cl'> e @B = (Xi)ogl'gn e ‘@B
0<i<n

G

Par conséquent on a les inégalités suivantes

2}1+1 Lntl
m(B) < ——Vol{xeR | x € Dy}
HCZ'
i=0
1
<

Vol(Zp).

=
s N
)

~.
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Majorons maintenant Vol(Zp)

VOl(.@B)
=2 vol{x e R+ | x € D}

E (ﬁ)> €9
(CZ %) )0<i<n B
£(3)>+

+2n+1 Vol x€R+n+1 Elz'e{O,...,n}/ngigcl.
x € ‘@B
n
< HCZ' mC(B)
i=0

n
4o+l Zci) Vol {(%’)1@‘@ €R™

<27 ol d x e RTMHE

sup (Y(0,xy,...,x,)) <B}.

i=0 YeT,

Or

Vol § (%,)1<i<» € R*”| sup (Y(0,xy,...,x,)) <B

YeT,
n
= Bu+1 Vol {(xi>1<z<n eRY| sup (x;)xp...x, <1 }
1<i<n

:B% (n-l—31)”

Il sufhit donc de poser C; = (”gl)”. O

1
Lemme 8.3.2. — Sice N+ vérifie cy = Bn+1, alors

1

P

oir C, est indépendante de c et de B.
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60
Démonstration. —
m(B) 1
2" +1 xXn = C
< +7 0= ¢
h ﬁ[.w{xek Hoo(x) < B
i=0
271+1 i
+= Vol{xeR+ |H oo (cop %15 ,xn)gjg}
II ¢
i=1
En outre
= ¢
Vollx e R+n+1 Xg 2 €
{ Hoo (x) <B
X0 > 4
< aVold xeRT"1|) %0 2% 2%, pourlSisn—l
~X

2n—1

Z:
X 2 €
xp2x;zx,pouri=0o0u2<i<n—I

2 n—1
x1xg [l x; < B
i=2

+n(n—1)Vol{ x € RTH!

Le premier des deux volumes que ’on notera ¥; est majoré par
1

XO>CO
1) %, Z2x,pourl <i<n—1
Vol { x € (RT)"* ’2;_” S
xy I %, <B
i=1
+00 x; Zzx,pourl <i<n—1
< /Vol x€RY)?[{ n=l B dx.
[I X; < -
€0 i=1 *0

Or les équations

x; zx,pourl <i<n—1

n—1
I~ <1
i=1
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définissent un domaine de volume fini. On obtient donc

B\ »—1
s C3/ = | dxo
¢ X0
0
n
c Bn—1
<
S
‘0

ol Cy est indépendante de B et de c. Par ailleurs on a les inégalités
xl 2 CO
x;zx,pouri=0ou2<i<n—1

2 n—1
XX ‘H x; <B
l:

7, < Vol{xe (R)"H!

BT
< C3 ”7.

P

20
Enfin le méme raisonnement montre que

Vol{x € (R*)” | Hoo (g %15 - - -»%,,) < B}
n

BT
" -

n—1

0]

<(m+n(n—1))C, O

8.4. Sommation sur les idéaux. — On considére 'ensemble Z = & (ﬁk)F .
Lensemble % est un monoide pour la multiplication terme a terme des idéaux.
Sib e A, on note

(b) ={c€ Z|c, C by pour tout f € F}.
Nous allons maintenant étudier pour tout by € % la somme

PZO(B) = Y ny(B)
be(by)

Il s’agit en réalité d’'une somme finie. Comme on le verra dans la partie suivante,
wN,(B) s’exprime en fonction de Pgo (B). Jusqu'a la fin de cette partie, on omet-

tra a dans cette notation. Pour commencer, exprimons en général Po en termes

des nombres 72, définis au début de la partie

Lemme 8.4.1. — On considere

(09,0 € Z= 7 (0, x 7(6,)F .
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/
Posons, pour touti €{0,...,n} et tout 0 € f(ﬁk)F

c(@); =ab) ] 290,

1eF’
iel

Alors on a l'égalité

PooB)= > mc(a)(BN(a”H H(o?a,)#’—l)).

/ /
UEJ(ﬁk)F IeF

En fait, comme nous le verrons dans la partie suivante, 'introduction de cette
sommation correspond au choix du facteur de convergence Lp(l, Pic V).

Démonstration. — Le lemme résulte du fait que pour tout (by, d) € X, tout
/
(S f(ﬁ/e)F on a la relation

(o) BN | a1 H(0?01>#1_1 = Z ”(b,ODO)(B)' [
IeF’ be(bo)

Nous allons maintenant déduire du lemme précédant une estimation de
Py 5(B) dans le cas ot £ = Q.

Lemme 8.4.2. — Dans le cas ot k = Q, on peut poser a =Z et on obtient

//B 10gt_1 B

I1 6;
IEF

Py(B)~C quand B — +00

ois t = xgPic V et ot la constante C" est donnée par la formule
" =(n+1)a,(V)Vol 2, lim (s — 1)f—1:(zl(s).
K d
De plus, on a la majoration

B(logB + C4)t_1

b
ser

P,(B) < Vol 2,

o C est une constante indépendante de b et de B.

Remarque 8.2. — Ce lemme repose sur les lemmes [8.3.T] et[8.3.2] et n’est donc
valable que sur le corps Q. Si les lemmes [8.3.1] et [8.3.2] se généralisaient au cas
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du corps de nombres quelconque, alors on obtiendrait un lemme analogue avec
11
une constante C" de la forme

2(n+1)72 o]
WVOI(@O}E}}(S—U & ().

D’apres le lemme[7.2.] on obtiendrait
w
Y lim(— 146 T w0V,

/9\/3 s—1 VEM oo

C" =+, (V)

" =a,(V)

Démonstration. — D’apres le lemme [8.3.1] on sait que

/
m,(B') = Vol(2, )ni +R(c B

Il ¢
i=0
avec
=1 It /
= B'"1 < R(, B) <0
i=0 1l
i7]
On fixe #° dans N*/ et B dans R*. Pour tout € {0,..., 7}, on pose
0 0
CZ' = H b[.
IeF
i€l
Soit By =B ] b(l)#l_l et by =logB. On écrira ¢(d) a la place de ¢(). On note

ieF /
P Lensemble des d € N+F tels que

dy>1 pour]EF/
#I1—1

1 e
(Ge)) & 11 dy < By T d*T pour 0<i < o
1er’ Ier’
iel

On écrit alors

A Do M) <Bo II dfl_l)

d€N+F/ IEF/
Ay + 4y + A5
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olt Ay, A, et A5 sont définis par

50 H 11 4,

IQF dezy 1,0

4, = Y R|dd),By [ 4!
dePp IeF’

4 = > mc(d)(BO 11 dfl_l)-
A¢ P IeF’

e Commengcons par évaluer 4. Tout d’abord estimons

1
W(B) = dxy.
(B) s fg/ 7
werF () fEF
Lemme 8.4.3. —
W(B) ~ (n+1)a, (V)b quand B— +oo.
Démonstration. — Posons\; = (n+1) logc? pour 0 < i < # et faisons le change-

ment de variables V= logxf. On trouve
W (B) = Vol(#7)
olt #j est le polyedre de RF " défini par

yl/OpourIGF/

(n+1) ZJ’I ho—\; + Z (#—1)y;si0<i <

1er’ IeF!
iel

Par conséquent

W (B) ~ by Vol(#')
ot # est lensemble des y € RF s que

y1>0pourI€F/

(n+1) > yy— > #—1)y;<lpour0<i<n
/

1eF! IeF
i€l
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La correspondance entre les idéaux d; et les diviseurs Z; introduite dans la sec-
tion [8.2] amene & considérer les y; comme un systeme de coordonnées sur I'hy-

perplan défini par x( [w;l]) =0 dans (Pic(¥) ® R)". Plus précisément, une base
de NS(¥) est donnée par [A] et les [L;] pour I € F’. On note (¥, Y;) le systéme
de coordonnées correspondant a la base duale. Léquation x([w;l]) =1 s’écrit

(n+1)Y— > (#—1)Y;=1
IeF’
La relation x([L;]) > 0 s’écrit Y7 > 0 pour I € Fet x([L;]) >0 s'écrit
Y—> 1;>0
1eF’
i€l

Par conséquent le domaine

,%’;;1 MO CHV) = {x € (Pic(V)®R)Y

pour tout D effectif x([D]) > 0
x(w;l) =1
a pour équations

(n+1)Y— > (#—1)Y;=1
Ier’
Y, >Opour[€F/
1+ Y (#H—1Y;—(n+1) > Y;>0pour0<i <

IeF’ IeF’
iel

Le domaine #” est donc la projection de I _1(1)NCY(V) sur Phyperplan
14

Y = 0. Par conséquent
Vol(#') = (n+ Da, (V). O

Suite de la démonstration du lemmel8.4.2 — Nous allons maintenant majorer la
différence entre 4, et W (B).

1
JZE:@B ]EF/ I dEgZB]eF/

+ Z H a’i_ ]___[ (log(d; + 1) —logd;)

deZg \1er' "1 1eF!
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Notons 4 ; la premiére somme et 4] , la seconde. On a la relation

Ay 1 = Vol ( U H (logd}, log(d; + 1)])

dePg 1er’

et on en déduit que

|A1’1 — W (B)| < Vol (U H (logd}, log(d; + 1)])

IeF’

olt la réunion est prise sur les (d}) tels que

IeF’
[T logdy log(d; + DI S5 # 2
IeF’

g désignant la surface du polyedre #5 défini ci-dessus. Mais le diametre de la
boite [] [logd}, log(d; +1)] est bornée par 4/#— 1. Donc
IeF

A —W(B)| < Vol({x|d(x, ) < /T—1})
< C5/J6_2 pour B assez grand .

On obtient donc
Ay ~W(B) ~ (n+ Ve (V)b

Majorons maintenant 4, ,. Pour tout 2 € N* on a les inégalités

1
22 — (log(a + 1) —log(a)) > 0.
Donc
5] < Cg o D > 204
fH”l
de(,By)F \fEF #
SN
de[1L,By1F Y 40,1}
2
< (1= 1)Cq (log(By) + 1)
donc

Ay~ (n+1)a,(V)log 1 B.
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e Majorons maintenant 4,. On a les inégalités

y n+l
#1—1
n H / d[
#1—1 ey IeF
R|cd),By [] 47 <GB | > T4
/ i=0 ,
IeF i#i 1eF
el
ol on a posé
n
& 1 #1—1 i
0
C=C 211 90 II &
i=0j#i j Ier’
et on obtient
n 1
A, | < (n+1)CoBntI
Mol < (4 DG Z/ (#1—-1)(1—27) #I—(#1—1) "1
de?'y 11 4, I1 4;
Ier’ rer’
US§ 0¢1
A\ / 7 > +F/
olt % désigne 'ensemble des d € N tels que
1 #1—1
1T 4; <By#T [ d*' pour 0 <i <.
1eF’ Ier’
i€l
La dernitre somme est donc majorée par
1
(n+1) > #—1 LA
1 #1—1 n+l n+l
H d[gBm Hdn+1 H/d[ H/dl
, 0 S I€F IeF
JOEEFI IeF (U5 =34
H d[< H dlpourogigﬂ
e’ 1eF!
i€l oer
1
=(n+1) > A1 =L
2—#1 #1—1
H d}1+ <BO H d] H d[ﬂ+1 H al] n+1
Ier’ rer’ Ier’ rer’
ol (=34 S (=34
1—#1
[T 47'< T1 47"
Ier’ IeF’

0¢1 oel
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En sommant sur 4 on obtient que la derniére somme est majorée par
{0,1} q J

N
/N
T

a
+|—
—
N—

1er’ 1eF’
0¢1 0l
2 I#{0,1}

1 1 Z #I—1 !
T+l H dflnd;ﬂ_”_l H al[n+l H d] n+1
1erF’ 1eF’ 1er’ 1er’
0¢1  0el (IS 0¢1

1#{0,1} 17#{0,1}
<BO H d;‘]—ll—[dfl—ﬂ—Z
1er’ 1eF
0¢1 0l
1#0.1)
+1 L 1
e DY 0 4
n
H/ dr<By | 1
IEF
17[{0’1} 17[{0’1}
n+l L _
<2——By* (2logBy+ 1) 2

En conclusion

A, = O(Blog"* B).

e Nous allons maintenant majorer le terme 45. D’apres le lemme [8.3.2] si
1 1
0 #l—1\—
¢ II a’IZBg“( [l df )71, 0ona
1er’ IeF!
oerl

1+
BT ( I d;ﬂ—l)
#I1—1 IeF’
o L) <

2
R
IeF’ n—I N
I1 4 I 11 4;
IeF’ i=1 rep/
oel i€l
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ol on a posé

Cg= sup 2
0<i<n (}))“ﬂ 10
? A

Jfi

En outre, s il existe I € F’ tel que dy > BVol(2;) alors

Vol(2))—— <1
W 1T 64,
Ier’

e

et par conséquent

7(d) <Bo 11 dfl_l) =0.
IeF’

1
#1—1 1+”Tl
N BIN)
IeF’

69
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B,
On en déduit, en posant By = inf —2
> p 0~ 0<i<n C0n+l 4

1
Ay < (n+1)CgB' AT

Z 1

~#=3 #I—1
lédlézfol@lB il H d T n—1 H d T =1
/ 11 T+l 1er’ 1eF’
I dz8o+ 11 47" oy 0¢1
IEF I€F
0l
141 1
< (4 1)CB 7 n T ~#—3 #—1
1<d;<Vol 7, B =1 =1
[ #7211 &7 I d H d
1 ~70 1 1er’
IOeI;/ Ie¢F/ oer 0¢1
c 01
1
#1—1 - 2—#1 1
/ — +2—
(Bo T 4 ) Il 47
IeF! 1er’
) ;fy 0l
14— I#{1,2}
S GoB > — 3 A1
1<d;<Vol 2, BsiI#{1,2} I d ! H d =
I1eF’
oel
. 17‘ 2}
S CpoB ) H T
1<d < Vol 2, Bsil#{1,2} 1
17!{12}

< CllB(lOgB+ 1)t_2

On obtient également
Ay = O(Blog"* B).

e Majorons maintenant P, ;(B) de maniére uniforme. S’ il existe / € F" tel
que dy > BVol(2;) alors

i (50 TL ) 0
IeF’
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Donc
B 1
P(B) < Vol(7) 0 > 4
rer L 1Sd<BVol(7y) |
B(log B +log Vol(2;) + 1)~
< oy PlogBHogVol(Z1) + 1/
I1 &7
IeF
8.5. Formule d’inversion. — Notre but est maintenant de construire ’ana-
logue de la formule d’inversion de Mébius. Si b € %, on note
1
b)= ————,
0= v
feF
et pour tout p € Mf,

Vp(b> = (Vp(bf>>feF-
Pour tout p € My, on pose également siz = (”g)geF eNF p” = (p”g)gep et si

be %, bp = pvp(b) . Si B est un sous-ensemble de %, sa fonction caractéristique
est notée .

Lemme 8.5.1. — ] existe une unique fonction y.: % — L telle que

(a) X' = Z H(b)X(b)'
be#
Cette fonction vérifie en outre les conditions suivantes

(b) u(b) = H H(bp)pour tout b € A,
peMy

) o dy(V)
(c) ”EZNFu(p )B(p”) = L0, PPy’

(d) D |u(b)B(b)| < +oo.

be#

d,

Démonstration. — o Si b, b’ € B, on note b|b/ si et seulement si b’ € (b).
Une fonction p vérifie (a) si et seulement si

Vb€ B, o (b) = u(b')
b’|b
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ce qui est équivalent a

Vo € B, u(b) =1 ,,1(6)— 3 u(®)
o[
b’ 46
ce qui montre I'existence et I'unicité de p.

e Montrons (b) par récurrence sur #{b’ € 4 | b’|b}. On remarque tout
d’abord que pour tout b € %,

x%/(b) = H x%/(bp).
peMy

Par hypothése de récurrence, pour tout b’|b tel que b’ #b, on a

w(®) =TI o)

peMy

Par conséquent

w(o) = T a0 — > TI uv))
per [,/|[, per
b’ #6
= L )+ [T X w23 I wy)
pEMf PGangvp(b) b/|bp€Mf
= ]I wy)
per

e Démontrons (c). Soit # € N¥'. Montrons tout d’abord par récurrence sur
|| = > ng que s'il existe f € F tel que 77 > 2 alors u(p™) = 0. Soit 7’ défini par
g€eFr

n({gzngsig%f
nj/p=nf—1.

Alors on a
/

ORI
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et

L") = ud™)+ > u(b)

b|p”
bAp” .
= u”)+ D u®)+ D u®®).
blp” P
/e%n
kp=ng

Par hypothese de récurrence y(pk) =0 si pk|p”, k#net /ef = ny > 1. Donc
u(p”) =0.

e A toute application ¢ : {0, 1}f — Z on associc le polynéme

SEO(T) = 3 eV,

ne{0,1}F

La somme que nous voulons calculer s'exprime alors de la maniére suivante

S B = SpW) (#)

ne{0,1}F N )

) F
ol on note également R 41 - On introduit sur {0,1}F
n = up”)

Pordre suivant 7| si et seulement si pour tout /' € F, np < my. On a donc

Ly (1) = 3 ulm)

m|n

73
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et donc
Se )T = 2w )T
nefo,1}F
= X Yumrh
ne{0,1}F mln
= 3 u(om) TV 3 rlel—lm|
me{0,1}F m|n
= Y wwt Y Gy, T
me{0,1}F i<HF—|m|
= X ey
me{0,1}
T 7
e 2 (i)
me{0,1}F
On obtient donc la relation
T
SHT) = (1=TSp,0) (7=5)
. . 1 — 7\ dim 7 —]x|
_ (1_T>rgP1cVTd1mV Z X%/(”>( . ) _
ne{0,1}F
Lemme 8.5.2. —
S ) () — DI < (R,
ne{o,1}F
Démonstration. — Soity: V' (F,) — {0, 1}¥ Papplication qui 4 x associe la fonc-

tion caractéristique de {f'| x € L,}. L "application y induit une surjection
/ F
”//(Fp)—»%/={n€{0,l} | % () = 1}

, . y. , . , . ol .
En outre on vérifie que I'image réciproque par y d’'un point 7z de J#" est iso-
morphe a

(A%Jp o {0})dim V—|n|. [

Linterprétation de la valeur locale dans le cas particulier ot # = 2 m’a été
indiquée par Manin 4 qui elle avait été montrée par Beukers.
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Fin de la démonstration du lemmel8.5.1L — e Nous allons maintenant dé-
montrer (d). Si z € N¥ vérifie |n| = 1 alors

L' ") = 1= (p)

et u(p”) = 0. Par conséquent

1
Do GMBEII<I+ Y )
neNt nENF—{O} N(p)
Onnote Cj;= > |u(p”)| Donc pour tout by € A, on a
neNF—{0}
S B = X TT lee,)ce,)
bes bes per
blbg blbg
= I > [ue™ek”)
per ngvp(bo)
< 11 X lk™em™)
pEMf neNF
Sriaen
per N(p)z
< +oo. U

Il faut remarquer que c’est la sommation de la section [8.4] qui introduit pour
1 \'8 PicV
N (p))
La formule d’inversion implique le lemme suivant valable sur tout corps de
nombres et qui va nous permettre d’utiliser I'estimation du lemme

Iassertion (c) le facteur <1 — et rend convergente la série ci-dessus.

Lemme 8.5.3. —
WNo(B) = Y u(6)Py(B)
be X
Démonstration. — Ceci résulte des lemmes [8.2. 1] et[8.5.1] O
8.6. Enoncé du résultat
Théoréme 8.6.1. — Soit V' la variété torique obtenue en éclatant successivement

pour m variant de n a 2 les relevés stricts des sous-espaces de Py, définis par les équa-
tions X; = 0 pour i € I oir I décrit les parties de cardinal m de {0, ..., n} Soit U le
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complémentaire dans V" des sous-variétés accumulatrices alors
ny(B) ~ CH(V)Blog"_1 B quand B — +00

oitt:rgPicV:Z”Jrl —n—2.

Démonstration. — Sur un corps de nombres quelconque on a
1
rgB)= 3 NeB)=— 3 u(6)Py(B).
EEJ(ﬁk)/gZ(ﬁk) Heﬂ(ﬁk)/ﬂ’(ﬁk)
bez

Dans le cas ol k = Q, on a posé a =Z et, d’apres le lemme on a I'équiva-
lence

Py(B) ~ C"Blog"™" BA(b)
ou

C" = 0,(V) = lim (s— 1)ty (Jop (V' (R))

Jd'ps—1

et la majoration
Py(B) < Vol 2, B(log B+ C4)"~14(b).
Soit e € R}, soit I C 2 fini tel que

be%_llg(b)”(b” S 2(1/2C" + Vol 2,)

€

Soit By tel que B > By implique
Vbel |Py(B)—C"Blog ' BA(b)| < %Blogt_lB
et
B(logB+ C,)"~! <2Blog" ' B.
Alors B > B implique

n(B)— 2C"Blog ™' B S B(o)u(t)
be

2 }J //) € —1
> [Vl 2+ =C" | |B(b)u(b)|+ > — | Blog " B
(be@—l <2 w ber 2

< sBlogt_1 B.

N

Donc

ny(B)~ C'Blog ' B



HAUTEURS ET MESURES DE TAMAGAWA 77

y h woo ot
¢ = O g e @) T 1)

Dans le cas d'un corps de nombres quelconque, la constante obtenue serait
également, d’apres la remarque suivant le lemme [8.4.2] la constante C (V).

9. Cas de I’éclatement en un point rationnel

Comme dans le cas précédant, les démonstrations sont faites dans la mesure
du possible sur un corps de nombres quelconque. En outre les démonstrations
étant similaires, nous n’en indiquerons que les points clefs.

9.1. Construction de la hauteur. — La lettre 77 désigne ici la surface de Del
Pezzo obtenue en éclatant le point
P=(0:0:1)

sur P/%. On note L le diviseur au-dessus de P. En ce cas, le complémentaire des
sous-variétés accumulatrices est 'ouvert U = ' — L et on peut prendre —K =
3A — L. La hauteur peut étre prise de la forme

2 2
H((wy 2y :x3)) = [T sup(er]3) bealss byl bea3ly)
VGMk

9.2. Réécriture de la hauteur. — On fixe un idéal a € .#(0)},). On utilise le
domaine fondamental Ay, défini dans la partie[/.1] et on se raméne a calculer le
cardinal de 'ensemble ,/Va/(B) des éléments (x1,xp,x3) € O /S vérifiant les condi-
tions suivantes

(9.2.1) (x¥pxpx3) =0
(9.2.2) H((x) 29 :x3)) < B
(9.2.3) (x1,x2) #(0,0)
(9.2.4) jlx) € Ay

En outre comme la contribution des droites x; = 0 sont des O(B) et donc négli-
geables devant Blog B, on peut remplacer la condition (3) par la condition

(©@23))) xi#Opourlgiéi
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Par ailleurs la hauteur peut se mettre sous la forme

H g (%1, %9, %3)
N(a)*N((x},x,))

H((Xl ZXZ IX3)) =
On note également
Iy = {(xl,xz,x3) = ﬁg | (¥, %9, x3) = A et ; 7!0 pour 1 <7< 3}

et ' I'ensemble des quadruplets (b, by, b3, 03) tels que pour tout p € Mf, on
ait

((Cyp) { inf (v, (93), v (b3)) = 0

inf(vp(bl)) Vp(bz>> =0

et on définit p : I, — A’ par p(x, %, x3) = (b}, by, b, 03) avec

—1
03 = (Xl, XZ)a
bl = x103_1 a_l
bz = X203_1 C(_l
b3 = X3a_l.

On note (b, 0) un quadruplet (b}, by, b3,093). On note ”(b,o)(B) le cardinal de
Pensemble des (x1, x5, x3) € £, qui vérifient

(Xl) = ab103

(X3) = ab3
ainsi que
(©220)) Hg (x1, %5 3) < BN (a°05)
((9.2.4)) j(x) € Ay
Lemme 9.2.1. —

A (B) = 3 ny(B).
bes”

9.3. Estimations pour le corps des rationnels. — Comme dans le cas de

(B) des

trois points rationnels, on commence par estimer le nombre MLt

(x> %9, x3) € ¢y X ¢p X ¢ tels que x; 7!0 et Hoo (x1, %9, x3) < B. On note

‘@B = {(XI,XZ,X3) e RSN | (XI,XZ,X3) & AH et HOO(XI,XZ,X3) < B}
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Lemme 9.3.1. — Si k = Q, il existe une constante Cy telle que

Vol 9 1 1 1 Vol 2
B_c +—+ B <m, . . (B)< —L
16263 (e 0 60 bt 16263
En outre Moy (B) est nul si sup(cy,cy) > B3,
Démonstration. — la premiere assertion se démontre comme dans le cas de trois

points rationnels. La seconde résulte du fait que

H o (w1, 20, 23) = sup(|x7 ], |3, [ 23], [vpa3). O

9.4. Sommation sur les idéaux. — Comme dans la partie[8.4] on pose & =
S0 k)4 et on reprend la notation (b). On considére également

Po(B)= Y ny(B).

be(6?)
On montre comme précédemment
Lemme 9.4.1. —
= 350
Pbo)ao (B) = Z mab(l)bg03,ab(2)0(3)03,abg(BN(a 0303)).

03€f(ﬁk)
Sur Q, on obtient les résultats suivants

Lemme 9.4.2. —
/! BIOgB

A

quand B — +00

ot C" =30, (V) Vol 2, Sh_r)nl (s— I)ZQ(S) et il existe une constante C, telle que

B(logB+ (C5)

Pb,d(B) < VOl @1 d351b2b3

Démonstration. — Dans ce cas a = Z. Posons By = Bdg , 5(1) = a’g 59, cg = a’g bg et
0 0 00
3="503, C3= sup(cj, 6y) et

A = Z m ()d3’cgd3)[() (Boﬂl3)
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Alors A = Ay + A, avec

B, 1
Al = VOl .@1 000 Z d_
1924 BY2 3
ISds< 373
1 BlogB E
o8
~ —VOl.@l 070,020
2 dybib3b5
et % =3a,.(V). Par ailleurs 4, est négatif et
1 1
—dy < BI) X (5 B3
3

= 0(B)
ol Bll () est indépendant de 43. La majoration uniforme s'obtient comme dans
le cas de trois points rationnels. O
9.5. Formule d’inversion. — Si b € %, on note
1
B(o) = —
11 N(b;)
l:

Lemme 9.5.1. — ] existe une unique fonction y.: % — L telle que

(a) X' = Z H(b)X(b)'
be#

Cette fonction vérifie en outre les conditions suivantes

(b) w(b) = H y.(bp)pour tout b € A,

peMy
" o 1 2 2 1 _ dp(V)
(¢) EZNGPL(]J )B(p )_ <1_m> <1 +N(p) +N(p)2> - LP(L Pic?)’
(d) > |u(b)B(b)| < +oo.
bes

La démonstration est la méme que dans la partie[8.5]
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9.6. Enoncé du résultat. — Tous les éléments sont donc réunis pour repro-
duire la fin de la démonstration du cas précédant et démontrer la formule [2.2.7]
dans ce cas.

Théoréme 9.6.1. — Soit V' est la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant un point
rationnel sur Pé. Soit U le complémentaire dans V' du diviseur exceptionnel. Alors

ny(B) ~ Cry(V)log ! B
ont =rgPicV =2.

En outre, on vérifie aisément que si N, =1

w,(PR) = 16
etsilN, =2
Pg) = 4(2m)*
w,(Pg) = 4(27)".
10. Cas de I’éclatement en deux points rationnels
10.1. Construction de la hauteur. — Dans toute cette partie, 7 est la surface

de Del Pezzo obtenue en éclatant les points
P;=(0:0:1)etP,=(0:1:0)

sur Pi . On note Z; les diviseurs au-dessus de P; et L , le diviseur au-dessus de
la droite X} = 0. On note U l'ouvert V"—L;—L,—L, 5. Un diviseur canonique
est donné par

K=L,+L,—3A
et la hauteur peut étre prise de la forme

H((wy 2 :23)) = [ sup(fy]3, suplrl,).
veM,, i#f
J#1

10.2. Réécriture de la hauteur. — On fixe unidéal a € .#(0),). Comme d’ha-
bitude, on se raméne  calculer le cardinal de ensemble .47/ (B) des éléments
(x> %9, x3) co /“:’ vérifiant les conditions

(10.2.1) (xpapa3)=a
(10.2.2) H((x) : x5 :x3)) < B
(10.2.3) x; #0 pour 0 <i <3
(10.2.4) j(x) € Ay
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En outre
HOO (XI,XZ,X3)
N(a)N((xl,xz)(xl,x3))

On note S, I'ensemble des (xy, x5, x3) =N/} k3 vérifiant les conditions (10.2.1)

et (I0.2.3) ci-dessus et 77 I'ensemble des (by, by, bs, 0, 03) tels que, pour tout
pe Mf, on ait

H((xy:xp:x3)) =

(Cy)

Pour tout (b,d) € 4, on note ”(b,o)(B) le cardinal de I'ensemble des x € 7
qui vérifient

(¥1) = abj030,
(M) (xz) = a5203

(x3) = ab302
ainsi que
((T022) Heg ) < BN(a°030,)
((10:2.4)) Jlx) € Agy.
Lemme 10.2.1. —

#JVJ(B) = Z ny(B).
bt

10.3. Estimations sur le corps des rationnels. — On utilise des notations

analogues a celles de la section
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Lemme 10.3.1. — Si k = Q, il existe une constante Cy telle que

Vol & 1 1 1 Vol &
5 _¢, ( +—+ )Bm <My (B) < — =8
6152[3 lez Cz[3 6361 5152[3
: 1
En outre, ey (B) est nul sic; >B /3
10.4. Sommation sur les idéaux
Lemme 10.4.1. — Avec les notations usuelles,
Poo,B)= > mc?0203,cgo3,cgoz(BON(DZ%))
eI (0,)
o
By =BN(a*0929)
d = ab?bgbg
§ = abgbg
¢ = ab%0).
Lemme 10.4.2. — Sur Q, on a l'équivalence
Blong
P (B ~C'——="32 7 d B — +00
bd(B) b1byb3dyds et
o
C" =3a,(V) Vol 2, lim (s — 1))
Kd
et il existe une constante C, telle que
B(logB + Cz)z
P, (B <Vol9 ——2>— =2,
bd(B) < Vol 7y b1byb3d,d;
Remarque 10.1. — Si le lemme [10.3.1] se généralisait & un corps de nombres

quelconque, on obtiendrait un lemme analogue avec

lim (s— 1383 (s w, (V).
Lm0 T1 o0

Démonstration. — Icia=12Z, By = Bdgdo, 5(1) = b(l)dgdo, 6(2) = bgdg et cg = bgdg.

w

" =a (V)

A = Z m[(l)dzd3,[gd3,6(3)d2 (BOdZdS)
(dz;dg)E(NJr)z
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avec
B, 1
Al = VOl .@1 COCOCO Z ﬁ
123( 3)(N+)2 243
pl2
dyd3< 0%/2
1
2 2
~ }I_YH(S Y fQO(Sz)Vsl 0@18103 BVol{x cR*™? | x) + x5 < l}
b1b5b3d d5 2
3a,(V )hm (s— I)ZCQ( s) Vol .@lBlog B
~ W0963494
En outre, 4, = O(Blog B). La majoration uniforme s’obtient comme dans les cas
précédants. O
10.5. Formule d’inversion. — Comme dans les cas précédants, on démontre

le lemme suivant

Lemme 10.5.1. — 1] existe une unique fonction yp: B — L telle que

@ X = D wb)yp)
be#

Cette fonctz'm vérifie en outre les conditions suivantes

(b) w(b ]___[ u(b pour tout b € A,

dy(1)

(© > ulp ]
JonF "L (1 PicV)’
(d) > |u(b)B(b)| < +oo.
be#

10.6. Enoncé du résultat

Théoréme 10.6.1. — Soit V' la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant deux
points distincts sur PQ Soit U le complémentaire dans V" des diviseurs exceptionnels.

Alors
ny(B) ~ CH(V)Blogt_lB quand B — +00
ont =rgPicV =3.
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La fin de la démonstration est identique 2 celle du théoreme [8.6.11

11. Cas de I’éclatement en deux points conjugués
11.1. Construction de la hauteur. — On note V" la surface de Del Pezzo ob-
tenue en éclatant un zéro-cycle D de P/% tel que D s'écrive comme somme de
deux points sur £ une cl6ture algébrique de 4. 1l existe donc un élément 2 € 0,
tel que D = P + P, sur K = £(4/a). On suppose que 2 & k¥*2 et on note 7 le
générateur de Gal(K7%) et « une racine carrée de 2 dans K. On peut se ramener 2
Pi=(0:1:a)etPy=(0:1:—a).

Dans la suite, on fera les hypothéses suivantes

- (d, 2) =0 k>

- Og = 04al, ,

- Vp € My, pl2a = a ¢kp,

- si p|2 alors £,/Q, est non ramifiée.

On note S 'ensemble des places ramifiées par 'extension K/k et
Sg ={B € My | Blp}.

Soit L le diviseur de ¥ au-dessus de D, L’ le diviseur au-dessus de la droite D’
définie par X, = 0 et U leur complémentaire que I'on identifie avec son image
dans P%l' Un diviseur canonique est défini par

—K =3A—L.
Sur le corps K, on note
Zo =Xy Z; =Xy —0Xy et Zy = Xy +aX].

Une base de I'(V, w;ll( ) est donc donnée par les mondmes en Zy, Z, Z, dis-
tincts de Z3 et de Z3. La famille (s}) 1<i<12 définie par les polyndmes

Y| =X3, Y, =X32,  Yi=X3}Z, Y, = X3X,,

Yi=X§X, Yi=XZ,Z, Y;=X,Z\X,, Yi=X,Z,X,,

Y5 =X0ZoX,, Yig=X02X, Y11=X\21Zy Y(,=X2,2,
est donc une famille génératrice de I'(V, w;ll() Par ailleurs une base de T'(¥] w;l)
est donnée par les polyndmes

Y =X5,  Y=X5X, Y3 = X7 X,, Y, =X3X,,
Ys=X3X,, Ye=X{(X3—aX}), Yo=X,(X7—aX}), Yg=XXX;.
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Pour tout v € M}, on définit une metrlque [[.]], sur o, v, ! de la manitre suivante

pour tout x € V' (k,) et tout s € [(V,, ), telques 7(0
—1
()
H sup swEMﬁk,
Jen, 1SiS12 s(x) |,
Vv
[k sik,]
azan s e
|ls(x)]], = 0 5 s (%) | ey r Ay Sik SR
Jemy \1<i<12 s(*) |y
v/|v
- —1
SA\X
n oy |2 ik, 5 C.
Ve | 1Si<12 s(x) |/
v/|v

Cela définit bien une métrique adélique. En effet, comme {p | p|24} C S, pour
tout (xg :x1 1 x5) € U, on a 'égalité

(Y] (xgp ¥ 2 ), 1 < < 12)05, = (Y;(xg.21,%), 1 <i <8) T, .

En dehors de § la métrique ||.||, est donc la métrique associée a la base définie
q v q
par les polynémes Y;. La hauteur correspondante est alors donnée par

VPeV(k) = [ @I
VEMk

ol s est une section de w;l non nulle en x.
11.2. Réécriture de la hauteur. — Jusqu'a la section [11.5] on fixe un idéal

a € .Z(0}). On se raméne A estimer le cardinal de lensemble A7/ (B) des x € € /3
tels que

(11.2.1) (xppxp %) =0,
(11.2.2) H(x) < B,
(11.2.3) x; 70 pour 0 <i <2,
(11.2.4) jx) € Ay
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Pour tout (x( : x1 : x5) € U, on a la relation

HOO (xo,xl,xz)

H(xO:xl I.X'z):

1ol —

N((Y; (xgx1p32), 1 < < 12)

avec

Heyo(xpxpxy) = [ H,(xg 21, %)

vEM oo
olt H,(xq,x1,%,) est défini par
\/(x% +x% +x%)(x% + |xy + axy |2)(x% + |xy —ox; |2) sik, >R

De plus

/
(Y; (%o %1 2%9) 1< 12) = (%0 %1 %2) (30, % — 0y ) (g, 20 + 06y ).

Nous allons donc faire jouer a I'idéal ® = (x5, x, —ax}) le rdle tenu par 0, dans
la partie[TOl On considere 'ensemble

~ 3, ) (epapaz)=a
Iy = {(xl,xz,x3)6 ﬁ/e | { x; 7!0 pour 1 <7 <3

et S/ I'ensemble des triplets (bg, b1,0) € F(0),) x f(ﬁK)z vérifiant pour tout
P dans M ek — Sk la condition suivante

inf (V;B(D), vﬁ(b)) =0
inf (v (1), vp(by Og)) = 0
(Cyp)) inf(\%(bl), Vg(boﬁ[()) =0
inf(vm(bl),v;n(D)) =0
inf(vi(bl), vi(b)) =0
et pour tout P € S,
(Cqp)) { inf (v (1), v3 (b O)) = 0
lnf(v;B(D), Vm(bl)) =0
On note 4 le monoide . (0),) x f(ﬁ}()z et (b,0) un élément (b, by, ) de A.

Pour tout (b, 9) € %, on note 7y, 5y(B) le cardinal de I'ensemble des

(¥ 21, %) € (O}, — {0})3
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tels que

(z) { () = 8N o) _

(XZ+0LX'1) = aﬁKblb

(@@z2)) H oo (x50, ¥ %) < BN(a)>N(2)
(T23) x; #0 pour 0 <i <2
((11.2.4)) j(x) € Ay
(11.2.5)
Lemme 11.2.1. —

w#e/Va/(B) = Z ”(b,b)(B)'

(6,0)e.#"

Démonstration. — On considere I'application

p: e — I(0) x I (Og)*
définie par p(x) = (by, by, 0) avec

0= (xo,xz—a.xl)(aﬁl()_l

by = (xO)NK/k(D)_la_l
by = (xy +0x )0 ' (alg) L.

Soitx € ;. Comme dans les cas précédents on montre que si BB € Mg —Sx
alors p(x) vérifie (Cqp). Soit P € Sg et p la place induite sur £. Comme par
hypotheése Oy = O)[a] et a est premier A 2, deux cas sont possibles soit p|z et
alors v, (a) = 1 ou bien p|2 et alors une uniformisante pour Ko est donnée par
T=a+uavecu € ﬁ/’:p.

Supposons que wp (0) > 2. Alors V;B(xo) > V‘B(aﬁl() + 1. En outre,
V;B(xz +oxy) = V;B(xz —oxy) = vm(aﬁ}() +2.
Si B|e alors on obtient que V%(’Q) > Vfﬁ(aﬁK> +2, donc
v%(xl) = v%(axl) —12> Vfﬁ(aﬁK) +1
Ceci implique que inf (vp (x1)s Vp (x9), Vp (x3)) = Vp (a) + 1 ce qui est en contra-
diction avec x € JZ;. Si p|2, nous posons x6 = X(» x/I =x; et x/z = X, +uxy ou

ue 0 by est défini comme ci-dessus. Alors

V;I;(x/2+7rx/1) = v;p(xlz—mcll),
wp(, —oxy) = vm(xé—'/rxll)
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et
vy (@) = inf (v (x0), vp (¥, p (4))-
Un raisonnement analogue fournit donc la contradiction recherchée. Le fait que
inf (v (b ), vp(bo Og)) = 0
est immédiat. Si inf (V;B(bl), vm(D)) > 1 alors

wp(ap + o) > wp(aly) +2

et

Vp (xo) = vp(a) + L

Ceci contredit également x € 7. On note p: H#, — H#"' lapplication induite.

Par définition de p, si (b, b}, 9) = p(x) alors x vérifie (IT2.10). 1l reste & vérifier
quessi (by, by,0) € A et si x vérifie (T20]) alors x € et (by, by,0) = p(x).
Les conditions (Cy) impliquent que

PP boNgy(0)Ok +b10 sip est sindé dans K/k,
B /}/ boNK/k(a>ﬁK+bla si [Kmkp]:Zetp¢SK,
mz /}/ bONK/k(D>ﬁK+blﬁ SimGSK
Par conséquent pour tout p € My, . é?i 2 (x;) < vp(a). Légalité se montre

comme dans les cas précédents lorsque p & S. Soit maintenant p € § et Bp. Si
pF|a alors pF |xg et P |x5 + ax;. Donc, dans le cas ot pla

Py et Ty

Donc pk |x; et pk |1 . On raisonne de fagon similaire avec xg, x etx; +ux, sip|2.
Enfin les conditions (Cyz) impliquent directement Iégalicé (by, by, d) = p(x).

On a donc démontré p 5)(B) = #p_1 ({(6,0)}). O

11.3. Estimations dans un cas particulier. — Etant donné ¢ = (cp, ¢;) €
F(0}) x I (Of), on veut estimer le nombre 72.(B) des points (xq, x5 + ax|) €
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o X ¢; tels que

(@™220) Hoo(x) < B

(T2.3)) x; #0 pour 0 <i <2
On note

Dp={(xgpx1,%2) RN | (g, 31, %,) € Ay, et Hog (3, %1, %) < B}

Lemme 11.3.1. — Si k = Q et a = —1 alors pour tout ¢y € NV et tout ¢ €
Z[i]—{0}, ona

BVol 9 1 1 BVol 9 B3
1 _C2B2/3 < ) < m[()’cl( < 1

coN((c)) ley leo * N((cy)) = o ((c)) ¥ Zleyle

et m B) est nul si cy > BY3 ou N(cy) > B¥3.
60,[1 0 1

Remarque 11.1. — Dans le cas général, il faudrait pouvoir majorer

BVOI .@1
}m(co’cl)@_ Det(M)

olt M est limage de ¢y x ¢; dans  T] 42 par lapplication induite par 'isomor-
VeMoo

phisme de groupes 0}, X O [a] = @’2 et

3
Dec() = 20 xzé\fz(cl)‘/z .

Démonstration. — Dans ce cas particulier, notre choix de la norme pour la place

réelle donne
2 2 2N\3/2
Hog (g x1,55) = (5§ + 2% +x3)%

ce qui implique la deuxiéme assertion.
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On note Hy (xg, %9 +ix7) = Hog (%0, X1, %7). On a alors les majorations

m(fo’ﬁ)(B)
HOO(”OCO’”ZCI +l7llfl) <B
:8# (710,711,712)6N3 no %O

<[ON((51))V01 {xER H, (coE (fo) +cg €1 E <|[1|> +ici E <|fl|) +(1+z)cl> <B}

2
+8#{(7’lo, 7’11) € N+ |H00(n0[0’ 7’11(1) < B}

Vol 7 B¥3
< +C) ,
coN ((er)) le1leg
La minoration se montre comme dans les cas précédants. O
11.4. Sommation sur les idéaux. — Comme précédemment, on définit (b) et
PY(B).
b

Lemme 11.4.1. — Soit (b3, b9, 0°) € B, soient ¢§ = abNy;, (0°) er ¢ = ab00.

— N 3 0
P(bo,oo)(B) = a@;@()m(‘g N @c03) (BN (a”)N(2°0)).

Lemme 11.4.2. — Si k= Q et a =—1 alors on a l'équivalence

BlogB

? RNGON)

0.4 B)~ "

o
1/ :
C" =30, (V) Vol 2, 511_1)11 ZQ@ (5)(s—1)
et, pour B > 1, la majoration

B(logB+ Cy)

Pu0 0y(B) < C3—5—>5——0-
. BN (BN ()
oir Cy et Cy, sont des constantes indépendantes de B, de b° et de d°.

Remarque 11.2. — Sile lemme[TT.3.T]se généralisait au cas général, on obtien-
drait un lemme analogue avec

(W:3%UQWM%M%@—UQ¢)
K d
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Démonstration. — Comme dans la partie[10.4] on décompose la somme en deux
facteurs Py(B) = A + 4,.

e Nous commengons par estimer 4
B 1

BN (6N () DGJ%Q(_)) N(Q)

i
N(D)<31/3N(D) 1/3

Par le théoreme d’Hardy-Littlewood-Karamata (cf. [Te, théoreme 11.7.8]),
B logB
BN E)N() ( 2 }L“}(S—Uzqo-)(s))-

e Nous allons maintenant majorer A4,.
N(D)2/3

4,| < C,BY32 .
| 2| 2 Z N(D)

N(O)gBl/z

1 1
— < 1+ / ——rdrdf
v N(D)l/3 ;,2/3

N@)<B < Bl/A

< 143783

e Majorons maintenant P( 19,40 de maniére uniforme.

mc())[l (B) < (VOl .@1 + Cz) CON(CI)
Par conséquent,
1 1
P(bo,do)(B) < C5Bm > NQ)
Or il existe des constantes Cg et C- telles que
1
—— < C4logB+C,. O

N(p)<BY?

Lemme 11.4.3. —
L(s, PicV)
lse @ = 282 0el)
165 () G, s(5)
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Démonstration. — Si p est scindé par K, alors
1 1

(p
Lp(s, PicV) (1 — %

Sinon
11 ! ! L (5Pic?) [ 1 !
= = S, I'1C - .
Pip 1 — ¥pr (1 1 > i N(p)’
N(p)~
Lemme 11.4.4. —
1

OCC(V) = g

Démonstration. — PicV a pour base [A], [L]. Le domaine
ffectif
rePicV @R YC el ectif x([C]) >0
x(wy ) =1

a donc pour équation

x>0

y>0

x—y>0

3x—y=1
Par conséquent

1
A =7 ©
On obtient donc le lemme suivant
Lemme 11. 45 —
¢’ = 2 I %p I tep® 1) lim (s—1) 2Lo(s Pic?) T w,(7,)-
pES (BGSK VEM g

11.5. Formule d’inversion. — On utilise des notations b|b’, vp(b), by, et B(b)
analogues a celles de la partie[8.5] Sip € Mf, on note

:{be@hp/(b):osip’;!p}.

Lemme 11.5.1. — 1l existe une unique fonction yp: B — L telle que
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@) % = bEZ% 1(6)x(p)-

Cette fonction vérifie en outre

(b) Pour tour b € A, u(b) = T[] y(bp),
pEM

dy(V)
© Sipgs, > b)) = —
bEB(p) Lp(l, Pic V)
(d) Sip €S, on noteP € Sy lidéal au-dessus de p,

> u(BO) (D (1) = 0y (),
be%(p)

(&) X |u(b)(b)[ < +oo.
beA

Démonstration. — e Les assertions (a) et (b) se démontrent comme dans la

partie

e Démontrons (c) en distinguant les cas ot p est scindé et le cas ou il ne
Pest pas. Si p est scindé, soient P et P, les idéaux au-dessus de p. Si 7z € N,
on note

7 7
p” = (pnl:‘p;fzng}: SB;%BZS)
la fonction 7 — p(p”) est la méme que celle qui apparait dans le cas scindé. Dans
ce cas (c) résulte donc de 'assertion (c) du lemme[10.5.1]
Dans le cas contraire, on note 8 I'idéal au-dessus de p et pour tout z € N3
p” = (p"1, P2, P").

Lentier p(p”) est nul si un des 7; est supérieur o1 égal 2 2. En outre

u(0,0,0)=1, p(0,0,1)=—1,

w(1,L,0)=—1, w(l,1L,1)=1
et p est nul pour les autre valeurs de z. En définitive,

nEZNgB(p u(p”) = I—N(p)z—

_ (1_L><1_ ! ><1+L+#>
= N(p) N(p)? N(p)  N(p)?

_L _# — ic(V —1
(1 N(p)> (1 N(p>2> Lyl Piel7)

Mais
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et

1 1

e Démontrons I'assertion (d).Dans ce cas p est ramifié dans I'extension K/%.

Soit °B I'idéal au-dessus de p. On note p 'application N> — Z définie par

u(n) = u(p”1, P2, P"3).

On a alors

> B ) = 1—

et le terme de gauche de l'assertion (d) vaut 1 + ﬁ Le terme de droite est

obtenu de la maniére suivante

ky X kyy

Or une uniformisante pour Ky s'écrit w = a+u avec # € 0 |J{0}. On se ramene
p

donc 2

ke X kyy

Soit P € Pz(Fp) et (Xy : X : X,) des coordonnées homogenes pour le point P.
Lentier N Ky (xg» %9 +7x) est indépendant des relevés choisis dans ky. On le
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note ¢(P). On obtient

‘*’p(Vp) = 2 Z &(P)

P#(0:1:0)

1+m.

e Lassertion (e) se démontre comme dans les cas précédants. O

11.6. Enoncé du résultat. — Comme dans les cas précédants, on obtient

Théoréme 11.6.1. — Soit V' la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant les points
conjugués (0: 1 :4) et (0:1:—i) sur Pé. Soit U le complémentaire dans V' des

diviseurs exceptionnels. Alors

ny(B) ~ CH(V)Blogt_lB quand B — +00

ont =rgPicV =2.

Je tiens a remercier J.-L. Colliot-Thélene, Y. Manin, C. Soulé et Y. Tschinkel pour les
discussions et les indications qui ont permis la réalisation de ce texte.
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