POINTS DE HAUTEUR BORNEE
SUR UNE SURFACE DE DEL PEZZO0O

par

Emmanuel Peyre

Résumé. — Soit V" la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant trois points ration-
nels en position générale sur PZQ. Lobjet de ce texte est de donner une évaluation
du nombre de points de 7 qui ne sont pas situés sur les diviseurs exceptionnels
et dont la hauteur est bornée par un nombre réel B. Comme le laissait prévoir un
résultat obtenu par Manin, on obtient que ce nombre est équivalent 2 CBIn3 B
ol C est une constante. Celle-ci peut s’exprimer en termes des densités locales de
V', de la fonction L du groupe de Picard de ¥ et du volume d’'un domaine fon-
damental. Les méthodes utilisées donnent également des indications pour obtenir
un résultat analogue sur un corps de nombres quelconque.

Abstract. — Let V be the Del Pezzo surface obtained by blowing up three points
in general position on PZ. The aim of this text is to estimate the number of
points on 7 of bounded height which do not lie on exceptional divisors. Manin
had proven that this number should be equivalent to CBIn? B for a constant C.
Here we give an expression for C in terms of local densities of V7, of the L-function
of the Picard group of " and the volume of some fundamental domain. Parts of
the proof generalize to an arbitrary number field.
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1. Une conjecture de Manin et le théoréme de Schanuel

Notation . — Pour tout corps F, on note F une cloture algébrique de .

Pour tout corps de nombres £, &, désigne son anneau des entiers et Uy, le
groupe des unités de . On notera My, I'ensemble des places de £, My, C M),
Iensemble des idéaux premiers de &), et M, |, 'ensemble des places a I'infini de
k. Pour tout p € M}, on note ky, le corps local correspondant et | . |,, la norme

associée a p définie par (cf. [Se], page 9) :
Ve €k x]p=[ Ny sq, ()|,

ol p € Mg est'unique place telle que p [ p et |. |p la norme usuelle. En particulier
cette norme n'est pas invariante par extension de corps. Pour tout p € Mﬁ/e’ on
désigne par Fy, le corps résiduel. Pour tout v € M, 4, on note N, = [k, : R]

re = HPEMooy | N, =1}
"k = #{pEMoo,/e|Nv:2}

e = Tk +72,/e_1
Nk = 7'1,/6+27'2)k.

Pour tout v € M, 4 tel que £, = C, on fixe un tel isomorphisme.

Lentier wy, désigne le nombre de racines de I'unité dans £, d, la valeur absolue
du discriminant de 4 et R}, le régulateur de £. On note .# (&) le monoide des
idéaux non nuls de &), #(0;,) le sous-monoide des idéaux principaux non nuls
eth,=#.9(0,)/P(0}) le nombre de classes d’'idéaux. Lorsque £ = Q, il nous
arrivera d’identifier .#(0q) A N™ = N—{0}. Si § est un sous-ensemble fini de
My, on note g, 'anneau des S-entiers.

Si V" est une surface de Del Pezzo définie sur £ et scindée par une extension K
de £, si S est une partie finie de M), contenant les places de mauvaises réductions,
et en particulier les places ramifiées pour I extension K/% ou qui en divisent le
degré [K: ], alors V" se reléve en un schéma projectif et lisse #” au-dessus de O's.
Pour toute algebre 4 sur Og, ¥V ;=77 X  SpecA. Pour tout p € Mf — S,

Spectig

je note Fry, le morphisme de Frobenius défini sur Pic’¥'g—. Le terme local de la
p
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fonction L associée a Pic}” = NSV est alors défini par :
1

Dec(1—N(p) | Pie? -8 Q)

L, (s, PicV) =

et la fonction Lg globale est donnée par le produit eulérien
Lg(sPic) = ][ L, (s, PicV)
pGMk—S
qui converge absolument pour s > 1. Par ailleurs la densité locale en p € My, —§
est définie comme :

#V(F,)
p N(p)dim(V) )

Le plus souvent nous omettrons # dans ces notations quand le corps de
nombres est clairement indiqué par le contexte.

Soient £ un corps de nombres, /" une surface de Del Pezzo sur £ et w le
faisceau canonique. On choisit K un diviseur canonique sur 7" et (¥;);<;<, un
systtme de coordonnées pour | —K |. Comme / est de Del Pezzo, on a un
plongement :

DV —Py(T(HKw)))
Définition 1.1. — On définit alors la hauteur de P € V' par

H_g(P)= ] sup |y,
veM 1sisr
ol (y;)1<,<, sont des coordonnées homogenes pour ®(P).
Par la formule du produit, cette hauteur est indépendante du choix des coor-

données homogenes pour @(P). Elle dépend par contre du corps de base £ et du
systeme de coordonnées (1)1 <;«,- Soient (Z;);<;<,, les diviseurs exceptionnels

deVeeU=V— |J L, Onsupposeque U est défini sur . On note alors
1<i<m

Nyy(B) = #{P € U(k) | H_y(P) < B)

qui est un nombre fini. Manin énonce alors la conjecture suivante (cf. en parti-

culier [FMT)) :
Conjecture 1. — On a [équivalence suivante,

Ny(B) ~ CBlogt_lB quand B — +00
on t = rgPicl.
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Le but de ce texte est de vérifier cette conjecture en donnant une valeur ex-
plicite de la constante C dans des cas simples. Il faut noter que cette valeur C
dépend des choix faits lors de la construction de la hauteur. Le cas le plus simple
est celui de P/%. Dans cecas,onawy =0(—3) et U=V = Pi. Le résultat est da
a Schanuel et s’écrit, en remarquant que la hauteur utilisée ici est le cube de celle
utilisée dans [Sc] :

Théoréme 2 (Schanuel [Sc]). — Pour le plan projectif, on a

Ny;(B) ~ CB quand B — +00

ou C est la constante donnée par

— h 21 (2m)"2 ’ r1+r —15
C‘:k<s>< Vi )31 T

Gréce a la formule de Dirichlet, on peut réécrire C sous la forme :

1 227’1 (27_[)2}’2 371 +7’2—1
L (3) d

Mais, par définition de la fonction {j, on a la relation :
1 1
- 1 -
6(3) pi}[f ( N p>3>

(
1 1 1
pQWf (“m) (1 ON N—<p>2>
dy(V)

= pel;[/ff Ly, (1, PicV)

¢ = (tims— 50

Par ailleurs, la métrique a 'infini correspondant a notre choix de la hauteur est
donnée de la manitre suivante : pour tout v € M, tout f € F(Pi , 0(3)) cor-
v

respondant 4 un polynéme F homogene de degré trois et tout P = (x : x5 : x3) €
2
P i)

F(XI,XZ,X3)

3
i

FP)l=_inf

1<i<3
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En conséquence, le volume correspondant de P% est, dans le cas o 4, = R,
q k v
v

1 1
Voly, (P} ) = / inf(L, ——, ——)dx, dx,

> | %) |3 | %2 |3
4 1+2/ d /xl L
= X —ax
1 10 x“;’ 2
+o0o ]
= 4 1+2/ —zdxl
1 xl
= 22x3
et, dans le cas ol £, = C, en remarquant que, avec nos notations, |. |,=|. |2 :
L, 02) = [ inf( 1,22 rdry dryd8y d
VOHV( kv) = 1n 1%,% 7"17"2 7’1 7"2 1 2

0812t et 0<6,<2n
0<rp et 0<np

1 r1 +00 r
2 177
= (27’[) (/0 /0 7'1 7'2 d?'l ﬂ,7'2 + 2/1 d?"l /0 %d?’z)
1

+0o0 ]
2m)% | = —d
(2n) <4+/1 5 n)

= 37

De plus on a la relation :

‘/—Z—vol( 1 +/6)

72 -
2 VEM g

olt ) est considéré de maniére canonique comme un réseau de [[,cpr 4, et
ou 'on prend la mesure quotient de la mesure de Lebesgues. En définitive la
constante C s'écrit :

[T Voly (P} )
1 VEM o K

d,(V
lim(s—l)tL(s,PicV)) H 7 p( )

3 2 <5—>1 (1, Picr)’
w(( I /ev)/ﬁ/e) peM TP
vEM oo

Lutilisation de termes correctifs sous la forme de facteurs locaux de la fonction
L pour faire converger le produit des densités locales est analogue a celle faite par

Bloch dans [BIl].
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Mon but est de démontrer une formule similaire dans le cas ol 7~ est obte-
nue en éclatant trois points rationnels en position générale sur P2Q. Dans ce cas

particulier, Manin avait obtenu le résultat suivant :

Théoréeme 3 (Manin [MT]). — Si k = Q et si U désigne le complémentaire des

diviseurs exceptionnels sur V', alors

Ny/(B) = exp(O(1))Blog> B quand B — +0o.

2. Enoncé du résultat

Soit V" la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant les points
Py=(1:0:0), Py;=(0:1:0)etP3=(0:0:1)

sur P/%. On note 7 : V' — P% Papplication canonique. Soient Ly, L, et Ly les

diviseurs de 7 au-dessus de Py,P, et P respectivement. Soient Ly, Lyzetls,

les diviseurs au-dessus des droites (P1P,), (P,P3) et (P3P}) respectivement. L,

jz, Ly, Ly, Ly et Ly sont les seuls diviseurs exceptionnels de 7. On pose
onc

U=v—LiJL,UL;UL1p ULy UL

Par ailleurs un diviseur canonique K peut étre défini par

ol A est 'image réciproque par m d’un hyperplan ne contenant aucun des points
Py, P,, P5. Notons (XI,XZ,X3) le systtme de coordonnées homogenes sur Pi.
Les sections de 'opposé du faisceau canonique sont données par les polynémes
homogenes de degré trois sans composante de la forme aXi3 pour 1 <7 < 3.
Autrement dit, on peut choisir comme base de I'(¥;w}-) les sections associées aux
mondmes :

Y, = X{X,, Y, = X{X3, V3 = XiX,

Y, = XX3 Y5 = X3X,, Y = X3Xi

Y, = XXX

Je pose donc
Hogllyongin) = T1 swp | Vilepips)ly
pEMk1<z<7

= II sup [Yilepopas)ly.
pEM, 1<i<6
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et comme ci-dessus on note :

Ny (B) = #{P € Uk)/H_4(P) < B}.
Théoreme 4. — Si k = Q alors

Ny (B) ~ C/Blog3B quand B — +00

oL
=1 11 _HU)
3peMkLp(1,PicV)

Je donne en outre au cours de la démonstration des éléments suggérant la
validité de la formule suivante sur un corps de nombres quelconque :
[T Voly (P7)
;1 veMy, Uk , i dy(V)
lim (s— 1)*L(s, PICV)) ]___[ 7

C' = —
3 X 4! 2 (5—)1 (1, Picl)

VEM oo

Cette formule coincide avec celle du théoréme dans le cas £ = Q.

3. Domaine fondamental pour P’action des unités

La méthode utilisée ici s'inspire directement de celle utilisée dans [Sc].
Jusqu'a la section[8} on fixe un idéal a € .#(0),). On veut donc déterminer
Ny (B) =#4 4(B)
olt A ;(B) désigne I'ensemble des triplets (X}, %,,%3) € ﬁz/ U, possédant un

représentant (x1, x5, x3) qui vérifie :

(1) (xl,xz,x3) =a
() H_j((xg 125 :x3)) < B
3) xi%Opour1<i<3

Soit log; I'application définie par :

3
logH:< H kj) — R
veM

N, N, N,
(#0)veMoe = (log( sup <}§'(|“1,v| % g |7 |3, V)))) .
VEM oo

1<i<3 1<j<6
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Par le théoreme des unités, la composée

3

Di lo

vi— 11 k:&( 11 k:) o8 e
vEM oo veM

est un homomorphisme dont le noyau est le groupe p (k) des racines de I'unité
dans k et 'image est un réseau L de rang r; + 7, — 1 dans 'hyperplan P défini
par >yepr ¥y = 0. Ce réseau est 'image du réseau classique par 3Id et donc

DetL = 3"R. En outre, 'application log;; est compatible avec I'action de Uj. On
projette alors R"1*"2 sur P selon le vecteur (1V)V€Moo :

pr: R1t2 — p

1
7'1 +7'2 v/

> oy

EMoo vEM oo

(yv)veMoo — v —

On choisit #y,...,#, une base de I'image de Uj,. On note T la base duale. On
pose

F={yeR12[0<5(p(y) < 1}
ct

3
A=10g1§1(F)C( 11 ki‘)
veM

oo

Lemme 1 (Schanuel [Sc]). — Lensemble A vérife :

(i) A est stable sous p.o (k),
(i) Ve € Uy—poo(k), uANA=0,

3
(i) |J »A= ( 11 k;“)
uely vEM oo
On en déduit comme dans [Sd] le lemme suivant :
Lemme 2. — En notantj:k* — HVEMoo kif Uinjection canonique, on a
wNy(B) = #./" (B)

ot N Q(B) désigne U'ensemble des (x1, x5, x3) € O 2 vérifiant les conditions (1), (2)
et (3) ci-dessus, ainsi que

(4) (1) j(x2)s jlx3)) € A
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4. Paramétrisation des points de Pouvert U
Notons, pour tout (x, %y, x3) € ﬁz et tout p € M,

Hy(xvpxpa3) = sup | Y;(xp,x0,x3) |y

1<i<6
et
Hoo(x1,%9,%3) = H H,(x1,%9,%3).
VEM oo
On a alors
Hoo(xl,xz,x3)

H—K((xl 1Xy :x3)) = N((Y,(xlsz,x?)) 1<i< 6))

Mais I'idéal (Y} (x1, %9, x3), 1 < i < 6) peut également s'écrire
(x5 %) (39, 23) (w3, x4)-

En résumé, ’ensemble A4 g est 'ensemble des (x, x5, x3) €0 2 qui vérifient les
conditions (1),(3) et (4) ci-dessus ainsi que

(2/) Hy, (prz: x3) < BN((xpxz))N((xz: x3))N((x3,x1))
Ceci nous amene 2 introduire la paramétrisation suivante : soit
Hq= {(xl,xz,x3) e ﬁz | (%1, %9, x3) = @ ety 7(0 pour 1 <7 < 3}

Soit ,%”él Pensemble des sextuplets (a;, a,, az, by, by, b3) de (f(ﬁ/e))6 tels que
pour tout p € Mf on ait :

inf(vp( a;),v aj)) = Os%z’%j
) inf(vp(bl), vp(bj)) = 0siij
inf(vp( a;), vp(bl)) =0
et tels que les idéaux a;a,b;a soient principaux pour tout triplet {i,7,1} tel que

{i,7,1} ={1,2,3}.

Lemme 3. — Soitp : H — H él lapplication définie de la maniére suivante :
pour tout (x1, %y, x3) € I

(C

plxy, 9, x3) = (a1, Ay, a3, by, by, b3)
avec
a;, = (xpx)a! si{i,7,0} = {1,2,3}
b, = (xl-).(ajﬂcq)_la_1 si{i,j,{} ={1,2,3}.
Lapplication p est une bijection.
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Démonstration. — Montrons tout d’abord que p est bien définie. Soient
(x> %9, x3) IS ﬁz et

(al, ay, a3, by, by, b3) = p(xl,xz, x3).
Soient af = (xj, xy) si{if [} ={1,2,3}. On ales relations :

al + aj( = asii#j

a, = aﬁa_1
b, = (xi)(a]/-ﬂa;)_l si{il} ={1,2 3}
Des deux premieres formules, on déduit que a; + a; = Oy sii #j et dong,
pour tout p € My, inf(vp(ai),vp(aj)) = 0sii # j. Soient p € My et ij,l

tels que {3,7,/} = {1,2,3}. Par définition, on a a; = (xl-,xj) et donc vp(aé) =

—1 —1
inf(vp (%) vp(xj)) Supposons p | b; et p | bj alors p |xia; et p |xja; donc
p (x;) = vp(a;) +1 et v, (x]) > vp(a;) +1 ce qui est contradictoire. Supposons
maintenant que p | a; et p | b,. Alors, par définition de a;, on a p | x;,a7L. Par dé-
finition de b;, on a p | x]-a_l et p | xla_l. Mais cela contredit a = (xy, x5, x3).
Donc (ay, a,, as, by, by, b3) vérifie la condition (Cp) pour tout p € Mf' Par
ailleurs, pour tout 4, / tel que {57, /} = {1,2, 3}, la relation

NN L AN A
(a;) a;)(a; +a;) = a;0;
Y P
entraine a; () a; = al»aja. et fionc a ajb[a = (7).
Montrons que 'application T définie par :
ff/a — J,
(al, az, a3, bl’ [32, b3) —> (a2a3abl, al a3abz, a2a1a53)

est la réciproque de p.
Cette application 7 est également bien définie. En effet, si I'élément

(al, az, a3, bl’ bz, b3) dC %a et p EMf Vériﬁent
playasby +ajazb; +aa,bs
alors
playasby, plajazbecp|aya;bs

ce qui contredit la condition (C p)' Donc

a=ayasab; +aza;ab, +a;a,abs.
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De plus le calcul ci-dessus montre que top = Id x#, On vérifie comme ci-
dessus quessi (ay, a,, as, by, by, b3) € JL”Q etsip GMf alors Vp(azbl +a;b,)=0
On en déduit que

a,a3bja+ajazb,a=aa;
ainsi que les relations analogues obtenues par permutation de {1, 2, 3}. Par consé-
quent, on obtient que pot=1d ! O
a

En conclusion, on obtient que
wNy(B) = #.4"(B)

ol ,/Vg(B) est 'ensemble des (ay, a,, a3, by, by, bs) € f(ﬁ/e)é vérifiant la condi-
tion (C p) pour tout p GMf ainsi que la condition

(x;))=a alb asi{sijl}={12 3}
(%) g x3) 3 () Hyg(xg xz,x3) < BN(aja,050%)
(4)  (jlx)s () f(x3)) € A

5. Estimations pour le corps des rationnels

Pour déterminer ce dernier cardinal, nous allons tout d’abord chercher pour

3 . . . bl
tout (¢, ¢, ¢3) de #(0,)” une estimation du cardinal e ety (B) de 'ensemble

des (x1, x5, x3) appartenant a ¢; X ¢, X ¢3 tels que :

2") H oo (x50, %3) < B
(3) xi#OpourlgiS?)
(4) (7(x1), f(x7), ji(x3)) € A
)

vEM oo

Pour tout (xy, %y, ¥3) € ( I1 I(v) = R33N on pose :

Hoo(wpxpaz)= [ sup (|¥j(xpa023) ],)
Ve, 1i<6

ully =% e

Dp= {(xl,xz,x3) cR3N | (xl,xz,x3) EAet Hoo(xl,xz,x3) < B}
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Lemme 4. — Dans le cas oisk = Q, on a pour tout (cy, ¢y, ¢3) € Nt s inégalités :

Vol(2 1 1 1 Vol(Z
M — Cl( + + )82/3 e < M
€162¢3 (e Qo b 16263
oir Cy est une constante indépendante de B, ¢y, c, et c.
Remarque 5.1. — la difficulté pour généraliser le résultat principal aux autres

corps de nombres réside dans la démonstration de ce lemme ainsi que dans celle
du lemme suivant. Il faudrait en particulier pouvoir majorer de maniere suffi-
samment fine

VOl.@B
Det(cy x ¢ X ¢3)

mC1,C2,C3( ) -

ol ¢ X ¢y X ¢3 est considéré comme un résecau de  [[ £, et donc

vEM oo
D ( )_N(C1C2C3>1/Z3
et ¢y X %) X C3 = 23—72
7 . . +3 . > .
Démonstration. — Fixons (cy, ¢y, c3) € NT”. Majorons tout d’abord Melencs (B) :

M encs (B) = 8# {(xl,xz, x3) € ()X (c2) % (¢5)

= 8#{ nl,nz,n3 yeENT' |H clnl,cznz,c3n3)<8}
<CE< >+c)
l

x; >0pour 1 <7 <3

= Ton Vol{(xl,xz, x3) e R+3

c @B}

1<i<3

Or H ., (x1, %9, x3) est croissante en les variable x1, x, et x3. Donc

x.
<CiE <—l> +Ci> e.@BD(x»lgig?,E.@B
G 1<i<3

Par conséquent on a les inégalités suivantes :

> Vol{(xp, xp,x3) ER | (), 25 x3) € D}
VOI(@B)

mfl,fz,% (B> C1C263

NN

[1[263
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Minorons maintenant Vol(Zp) :

Vol(Z5) = 8Vol{(x,x,x3) € R*’ | (x1, %9, %3) € D g}

E (% 9
)eR+3 (C’ (fi))1<i<3€ B}
CZ' }

< 8Vol (xl,xz,x3
E(%Z)>1

Jie€{1,2,3}/0<x; <
(21, %0, %3) € D

+8 Vol {(xl,xz, x3) e R+>

< Clczc3mcl,62,C3 (B)

+8(cl +ep + 53)Vol{(x2, x3) S RJr2 | sup(x%x3, x%xz) < B}

Un calcul donne alors

Vol{(xy,x,) € R*? | sup(x%xz, x%xl) < B}
= 282/3\/01{(.%1,.%'2) eR*? |x%x2 <letxy <xy}
=383 O

Lemme 5. — Si (c1,¢5,¢3) € N+3 vérifie ¢ > BY3 alors

13

BZ
m[1,£2,[3 (B) < CZ 4
Cl C2C3
oir C, est indépendante de cy, c), c3 et B.
Démonstration. — Le cardinal m (B) est nul si ¢; > V/B. Dans le cas

61,62,[3
contraire, on a @

mcl":Z’[} (B)

=8# 1 (xp, 29, %3) € (¢7) X (63) X (¢3)

x;>0pour 1 <7i<3
HOO(‘xl’xZ"xS) <B
16 ¥ 2
< ——=Vol < (x1, %9, x3) eR> Xy 2x320
6162[3 2
Xy = x3 20 }

16 2
+—Vol{ (x-,x:) € R
€63 {( 2%3) ctx, < B
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Et le calcul des volumes donne :

X 2
Vol § (x1, x5, x3) € R3 Xy =x320
x%xz <B
B
+00 2
:/ a’xl/ 1 xZﬂle
+00 BZ
=13
1 32
G Cl
De méme on calcule que :
1 B
Vol{(x1,x,) € R*? | vy > x3, f%xz <B}= S O
1

6. Volume du domaine fondamental

Nous allons déterminer, dans le cas général le volume de Zg. Or (xy, x5, x3) €
A, r € R" implique (zxy, #x,, 2x3) € A, puisque la projection pr se fait suivant
(lv)veMoo ([Sc], page 438) et

Hoo (txl, sz, fX3) = ISNHOO (Xl, XZ, X3)
Par conséquent, Vol(Zg) = BVol(Z)

Lemme 6. — Avec les notations qui précédent,
1
Vol(2,) = g671”22371 2R

Démonstration. — Cette démonstration suit le calcul fait dans [Sc]. En utilisant
des coordonnées polaires, on obtient :

Vol(2;) =271 / I eiw II dpiy 11 485,
JIKi<s 1Kis3 1<i<3
U blv=2} &Moo {vlny =2}

ou 7| est 'ensemble des

((p;) 1<i<35 (8;,) 1<i<3 ) ERTT2 X R2
sedoo” " N, 22)
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vérifiant les conditions :

(6) piy =0
?) 0S8 <2
N, N, N
) II swp (Tilp1payop30)) <1
veMoolgigé
) ( sup (logY}((Pj,v>1<j<3))) €F
1<i<6 vEM o

Par conséquent, on obtient :

vol(z)=2"1ee>2 [ T[ e 11 dess

g 1<i<3 1<i<3
2 pINy=2}  vEMoo

ol ¥, désigne I'ensemble des

(piy) 1<i<3 ERTT2
V! o0

tels que les conditions (6),(7) et (8) ci-dessus soient vérifiées. On découpe alors
le domaine d’intégration suivant 'ordre des p; . Par symétrie, on obtient :

VOI(‘@l)=671+722371(2W)372/ H Pi,v ]._.[ dpz',v

5. 1<i<3 1<6<3
3 {vNy=2} YEM oo

ot 'on note 73 'ensemble des

+
(piv) 1<i<3 ERMIT2
vEM oo

satisfaisant les conditions suivantes :

(6/) Vv eMoo’ PLv > P2,v > P3v =20
/ 2N, N,
(7 ) H P1v P2 <1
veM
2N, N.
(8/) (1Og Pl,vv PZ,:: )vGMoo E€F
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En faisant le changement de variables #;, = p; ), on obtient :

1
=) [T
i€{1,2,3
1,y 2ty 213,20 ve{Moo}

2
(10gl’1 vl’z V)VEMOO er
HVEM tlvt2v<1
r1+7r9~371 37
G2 / II . 1I 4,

VEM ie{1,2}
1,y212,y20 YEM 5

(log t%,vtz;v)VGMoo er
2
HVEMOO tl,th,vgl

Vol(2,) = 61722%1(27)2

Nous faisons ensuite le changement de variable :

_ _ 2
v = t2,v etx, = tl,th,v‘

Ona
X 1/2
dxv d)’v = Ztl,th,vdtl,v dtZ,v =2 (y_v) }’vdtl,v dtZ,v
v

On obtient :

172
Vol(2,) = 31" 2317772 / 11 Iy 7 dx,, dy,
vEM oo Xy

©,\1/2
(2) =0

(long)veMoo €r
HVEM %<l

r1+7
37‘1+7‘2237‘1 37‘2< > 1752 / H a’x )
(logx,) vEM 50 eF e

HVEMOO xv<1

Enfin on fait le changement de variable

]___[ x, etv (pr((logx )veM )) pour 1 <j <7

OO
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Comme dans [Sd], page 444, on montre que le jacobien vaut detZ ou L est le
réseau défini dans la partie[3 et on obtient :

71+72—1
Vol(2,) = 27172231 32311 R du H dzz]-

167’1 ) 2371 7T372R.

7. Sommation sur les idéaux

Nous allons maintenant étudier le cardinal

a
P a%,a9,a3,69,69,69 ~ =#7 al,az,a3,bo,b0,50(B>

ou &

0 a0 40 60 p0 b0( ) désigne 'ensemble des sextuplets
1) 2) 3) > >

(ay, a,, 03, by, by, b3) € .7 (0,)°
vérifiant la condition (x) de la partie[ ainsi que la condition :
(10) a;, Calecb; CbY pour 1 <7 <3.
Comme on le verra dans la partie suivante, le cardinal de .4 /a/(B) sexprime en

fonction de Pg(l) a0,a0,62,60,69 (B). Jusqu'a la fin de cette partie, on omettra a dans

cette notation. Pour commencer, exprimons en général ce dernier nombre en

définis au début de la partie[5l

termes des nombres MLty

Lemme 7. — Soient (a(l), ag, ag, 69, 69, bg) eI (0 /e)é. Posons, pour tout i, j, [ tels

gue {i,5,1} ={1,2,3},
9= ajoa?b?a

Alors on a légalité :

0.0/ /1
P o 0.0.040.0B)= > MmO s o0. //(BN(aaaaaa))
al,az,a3,b ,0,03 ., 3 c1a2a3,c2a3a1,c3a1 5 142838182483
(al,az,%)ef(ﬁk)
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Démonstration. — Si (A;);cy est une famille d’ensembles, je note | |;c;4; leur
union disjointe. Soient acl), a(z), ag, 69, 69, bg des idéaux de &), que 'on fixe jus-
qua la fin de la démonstration. Pour tout triplet (af, a5, ag) € .7(0}), je note

J€ 1 1 1 ensemble des

ay,0,,03
X1, %9, %3) € €] 0503 X €5030] X ¢307 0
¥ ¥3) € 10303 X a3a] X 301 a)
vérifiant :
20)y Hog (%1, %5, %3) < BN (afa9a3a] ah afa?)
) (le1),j(x2), j(x3)) € A

On définit alors des applications :

‘%ﬂall,alz,ag - ‘@a?,ag,ag,bo,bo,bg(B)
/ / /
(xl, xz, x3) —> (a(l)al, agaz, aga3, bl(xl, xz, x3), bz(xl, xz, x3), 53(.961, xz, x3))
ot pour tout 4,7,/ tel que {5,/,/} ={1,2, 3}
0.0.7 /7 \—1
bl(xl,xz,x3) = (xl>(aj al ajala>
Lapplication induite

|_| ‘%ﬂa/l,alz,a/3 - ‘@a?,ag,ag,bo,bo,bg (B)
(a/l,alz,ag)ef(ﬁk)3

est une bijection. O

Dans la suite on désignera par (a/, ') un sextuplet (all, alz, a’3, b/,b/,bg)
Nous allons maintenant déduire du lemme précédent une estimation de

Pa?:ag,ag,bo,bo,bg(m dans le cas ot1 £ = Q.

Lemme 8. — Dans le cas oir k = Q, on pose a =Z et on obtient
B log3 B

P, (B ~C'——5 "
o8) ﬂ1ﬂ2ﬂ3blbzb3

” quand B — +00

oit la constante C" est donnée par la formule :
n_ 1 , 33
Cc' = ﬁVolgl sh_r)ri(s— 1) ZQ(S) =3
De plus, on a la majoration :
B(logB + C3)3

P ;(B) < Vol
) o7 41ﬂ2ﬂ3b15253

a,



POINTS DE HAUTEUR BORNEE SUR UNE SURFACE DE DEL PEZZO 19

oir Cy est une constante indépendante de a et de b.

Remarque 7.1. — Ce lemme repose sur les lemmes [4] et 5] et n’est donc valable
que pour Q. Si les lemmes [4] et 3] se généralisaient au cas du corps de nombres

. . 11
quelconque, alors on obtiendrait un lemme analogue avec une constante C" de
la forme :

" L 22 i 313
€ = V) im0
_ 1 714719~ 37 3r 1 343
= 3)(4'621 22771 (2m) zﬁRhm( 1) Z/e(v‘)
— 1 27 r1+tryH2r), 2r
= Sya g O lim (- D)
Démonstration. — D’apres le lemme[4], on sait que :
/ / ,
ey (B) = VOI(@l)Clczcg, +R(cp, ¢, 03, 8)

avec

1 1 1 2
—C(—+ —+— B

lez Cz[:)) 5351

< R(Cl, 52, 53, B/) < 0.

On fixe (ﬂ(l), 4(2), 4(3), 59, bg) dans N+6 et B dans R. Posons pour tout 47, / tels que
{spl}={123}

0_ 00,0
¢ —ﬂ-ﬂlbi

Soit By = Bﬂ?ﬂgﬂg et hy = logB,. On note &g I'ensemble des (2,5, 43) €
N*3/ tels que

>1
i
() { Va aa; < < By (ayaya3)"3 si (i 1} = {1, 2,3}

On écrit alors

4= %

(ﬂl,ﬂz,ﬂ3)€N+
Ay + 4y + A5

m[(l)dzd3,[gd3d1,[gdlﬂz (b0414243)
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ou:
B 1
Ili=14; I (a)1<i<3€Pp 17273
0 0 0
4, = Z R(614243, azay, 634142,30414243)
(41)1<i<3€ZB
43 = 2 MOy Qs Dy, BoT19243)
(@ <i<3E7B

e Commencons par évaluer 4. Tout d’abord calculons

1

ﬂ1ﬂ2ﬂ3

(ﬂl,ﬂz,ﬂ3)€R+ 3/(>f< *)

Posons }; = 3logcl(~) pour 1 <7 < 3 et faisons le changement de variables x; =
loga;. On trouve :

W (B) = Vol(¥ p)

olt # g est 'ensemble des (x, x5, x3) € R3 tels que

x; Z20pour1<i<3
2x; +2xj—x[</90—7\1 si{s7,0}={1,2 3}

Par conséquent

W (B) ~ /98 / dxy dx dxy quand B — +00

x; 20 pour 1</ <3
2x; +2xj—x[§1 si {i,j,l}={1,2,3}

Comme on a la relation
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cette derniere intégrale s'écrit,

/ / 3 duy duy duy

x; 20 pour 1</<3
iZ0P dxy dxy dx3+% uytuytuz >y
x1+x2+x3<z u; <1 pour 1<i<3

=2 / dxl ﬂ]XZ ﬂ]X3
x; 20 pour 1</ <3

x1+x2+x3<%
1
=2 / (_ —xl —xz)dxl dxz
x120etxy >0

[\

x1+x2\ 5

2 1
_/i) (E_xl) dx;
24

Par ailleurs on peut réécrire la somme intervenant dans 4; sous la forme :

1
(4)1<;<3€2p “192%3
3
= Hlogﬂ +1) —loga;)
(4)1<i<3€ 7771
3 1
+ > [ (og(a; + 1) —loga;) —
(4)1<i<3€Pp \i=1 414243

Notons 4 | la premitre somme et 4 ;, la seconde. On a la relation :

Al,l :VOI U
(@)1<i<3€EZ B!

[log(ﬂi +1),loga,]

Ti Ew

et, par conséquent :

3
i=1
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ol la réunion est prise sur les (2;)1 ;<3 tels que

3

H[log(ai +1),loga;] ﬂyB +
i=1

7 p désignant la surface du polyedre défini par
x; 20pour1<i<3
2; + 20—y < ho =y si (i, 1} = {1, 2,3}
Mais le diameétre de la boite H?:l [log(a; + 1),loga;] est bornée par 4/3. Donc
|4, =W (B)] < Vol({x|d(x, 75 < V/3)})
< Cyh3 pour B assez grand
On obtient donc :
Ay ~W(B)~ —h}

24
Majorons maintenant 4 ,. Pour tout 2 € N* on a les inégalités :
52 Slogla+1)—logla)—- <0
Donc
1 1 1
[y, < > < > ot 2)
(a)1<;<3€[LBy P \T19293 411283 41043
) 1
< 3 > >
ajara
(4,)1<;<3€[1,By1> T17273
* 5
donc 1
Ay~ % 10g3B

e Majorons maintenant 4,. On a les inégalités :
0 0 0
|R(614243, azay, c3aiay, 80414243)|

1 1 1 1 1 1
< <W +o0+ W) (a3a343)%3 B < 7+ 7+ 2) (ayaya3)*>.
[162 6263 63[1 dlﬂzﬂS 424341 d3d1d2

On pose

1 1 1

— 0.0 0\2/3

CS = Cl <CO 0 + 00 + 0 0) (414243)
12 QG a9
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et on obtient
2/3 1
[, < 3CsB 2 AR
(@;)1<i<3€Pp \1%2) 43
1

2/3
S 3GsB Z 1/3 4/3
/ (dlﬂz) / ﬂ3
(4)1<i<3€Pp

ou 'ensemble g@% désigne I'ensemble des (21, 2, 43) € N+3) tels que
1/3 173 . /.
a4 < B / (a1aya3) 3 sii 7-{].

On obtient donc la majoration :

|A2| < 6CSBZ/3 (Az’l +A2}2 +A2’3>

ou
y, _ 1
21~ Z ( )1/3 4/3
ISa)<ap<az 142 a3
1
Az:z - Z ( )1/3 4/3
ISaz<a)<ay 142 a3
a1ay<BoY3(ayapa3z)/
1
Ady3 = > PR
ISap<az<a) 142 a3
4341<Bol/3(alaza3)l/3
Majorons 142,1 :
< 1 1
41 < > ) ) )

Mais la somme intérieure est majorée par :

1 3 4

+ <
EE I

23
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Donc

1
Ay < 4 > BVEITE

ay " a
1<“1<“2<301/4“i/41 2

. 4By /12,112

S 173
1/12 1

< 16B, Y. i

/12 1/4
< 3.16B,"'*B,
< 3.16B,2

On peut majorer A, , de la maniere suivante :

1 1
AZ:Z S Z 41/344/3 Z 23
1<a3 a1 <BoV2aY 24T A1 4 <y < By V24V 2471 4

La somme intérieure étant majorée par :

1 1/3 1/3 —2/3 1/3 1/3 —2/3
ﬁ+3BO 43 ﬂl <4:BO d:)) dl
1

on obtient que :

1

/3
Ay 5 < 4By
a4z

1 1 1 1
1/3
< 4B, E (—2 + (Z log B,y + Zlog@,) a_>
l< <B4 /4 N3 3
43Py 43

< 4301/3 (W% + %longO + %logBO)

Majorons maintenant A, 3 :

1 1
Ay 3 < > 7507 ) 5
1<42<ﬂ3<301/24i/243_1 2 %3 a3<a, gBOI/Zﬂ%/Zﬂg_I 1
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La somme intérieure étant majorée par 4B,
tions suivantes :

1/3 ﬂ%/ 3 43_2/ 3 , on obtient les majora-

1/3 1

A3 < 4By > 2
1/3 1
< 8B > —

a
1<y <By 44 %/4 2

1
< 8801/3(510g80+1)

En conclusion

A, = O(Blog® B)

e Majorons A5 : d’apres le lemme[3] si ﬂzﬂ36(1) > B(1)/3(ﬂlﬂzﬂ3)1/3’ oha:
| 42a3[1,ﬂ341[g,41a2[3 (Bodlﬂ2ﬂ3)|
<C Bj
SY2 330400

ﬂzﬂ3fl C2C3
B2
<Co3%
ﬂ243
ol
C
Co= sup 2

(i, 1}={1,2,3} cO 0 0
En outre, § il existe i € {1, 2, 3} tel que 2; > BVol(Z) alors

B
Vol(2, )7<1
Hz 14 zb

et par conséquent

mﬂ2ﬂ361,ﬂ3ﬂ163,ﬂ1ﬂ2[3 (Bodlﬂzd:))) O
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1/3
On a des résultats similaires en permutant 1, 2 et 3. Dong, si BO =inf 1<i<3 By/c; A9 / ,

on obtient les majorations

2
4 < 3CE Y
ayaz
1<ay <Vol@1 B
B/ 172 1/2

[S§]

42ﬂ3/

2
< 3C6BO Z z 3p/ —2
41<V019130 a43bpa14,)
a2<V0191 By
B 1
< 3Cey D
0 2;<Vol2 | By
a2<V0191 By
BZ
< 3C6B—9(log(Vol@180) +1)%
0

1

a4

On obtient également :

Ay = O(Blog® B).

e Majorons maintenant IV, ;, de maniére uniforme. S’ il existe 7 € {1,2, 3}
tel que 2; > BVol(Z) alors

m4243cl,ﬂ341 6(2),4142[3 (Bodlﬂ2ﬂ3> 0

donc

B 1

2.

ﬂldzd3b0b0b3 1<a <BV01(@ )414243
B(log B +logVol(Z,) + )3
dldzﬂ?)bobobo

Nﬂo)bo < Vol(@)

N

8. Formule d’inversion

Mon but est maintenant de construire 'analogue de la formule d’inversion
de Mobius. On considére & = .7 (O k)6. Lensemble Z est un monoide pour la
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multiplication terme & terme des idéaux. Si b € 4, on note :

et pour tout p € Mf,
vp(0) = (b)) 1<i<6
Pour tout p € My, on pose également : si # = (1;)1<;<6 € N©, p”
"L...,p"%) etsib e A, b, = vp(b)_ Si B est un sous-ensemble de &, sa
(p p p =P

fonction caractéristique est notée yg. Soit &7 I'ensemble des b € Z vérifiant la
condition (C,), définie dans la partie[4] pour tout p € M, ”

Lemme 9. — I existe une unique fonction p.: B — Z telle que :
@ xor = D w(b
be#

Cette fonction vérifie en outre les conditions suivantes :

(b) u(b) = H H(bp)pour tout b € B

peMy )
1 4 1
05 s (o) (e s )
2 W=\ ) )\ NG T vy
(d) D |u(b)a(b)] < +00
be#
Démonstration. — e Si b, b’ € B, on note : b|b/ si et seulement si b’ € (b).

Une fonction p vérifie (a) si et seulement si
Vb€ B, 1.(b) = > w(®)
b’|b
ce qui est équivalent a
Vb € B, u(b) Z u(b
v’|b
b’ 46

ce qui montre I'existence et I'unicité de p
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e Montrons (b) par récurrence sur #{b’|b} On remarque tout d’abord que
pour tout b € %,

1y (0)= TI xar(bp)
peMy

Par hypothese de récurrence, pour tout b’|b tel que b’ # b, on a

p()= TT wbp)

peMy

Par conséquent :

w(0) = T xw(bp)— > TI u(by)
peMy b'jo PEMy
b’ b
= IL e+ IT X w0 —2>2 11 wlby)
peM; pEMy n<vy (b) b/|o PEM
= I ulby)
peMy

e Démontrons (c). Soit p, :N° SN la i-tme projection canonique
pour 1 < 7 < 6. Soit » € N® Montrons tout d’abord par récurrence sur
|n| = Z?lei(n) que s'il existe 7 € {L,..., 6} tel que p;(%) > 2 alors u(p”) = 0.
Soit 77/ =n—(0,...,1,...,0) oit le 1 se trouve 2 la i-éme position. Alors on a

/

X (P") = xr (")

et

L") = u®™")+ D ub)

o
= W)+ e+ S wpH
b|p”/ P/ehﬂ”

/e%n
2i(k)=p;(n)

Par hypothese de récurrence p(pk) =0 si p/e|p”, k # netk; =n; >1 Donc
u(p*) =0.
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e Considérons maintenant le graphe ¢ dont les sommets sont les applica-
tions p; pour 7 variant de 1 a 6 et dont les sommets suivants sont adjacents :

err2) (op3) (p3p1)
(Paps) (s:ps) (PoP4)
(P1rs) @20s) (P3.16)

Ps

P4 b6
72

P1 p3

A tout élément 7 de {0, 1}6 - N6, on associe le sous-graphe ¢, de & dont les
sommets sont les p; tels que p;(n) # 0 avec la structure de graphe induite. Par
définition de 27, on a y,/(p”) = 1 si et seulement si ¥, est formé de points

disjoints. Par conséquent, y,, ne dépend que du sous-graphe correspondant. Il
en est donc de méme de . On note

Xt (9 ) =1 (") et wW(¥,,) = w(p”)
Si%,, est la rénion de disjoite de deux graphes gml et gmz’ alors
Xt (9 1) = Xt (G o Wt G ny)

On en déduit alors comme dans la démonstration de (b) que

W) =6, WD, ).
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Il sufhit donc de calculer les valeurs de p pour les graphes connexes. On obtient :

L ¢4 (@] ¢ [uD)]

D|

Par conséquent on a :

> up)e(p”)

neN® n€{0,1}6

Il
=
~—
-

N
N—
R
~—
=y
3
N~—

Il
[
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e Nous allons maintenant démontrer (d). D’apres le calcul qui précede, on
a, pour tout by € #

> lw®a(0)] = > ]I Iulby)le(by)
be A be# per
b[bg blbg
= 1T > e
pEangvp(bO)
< II > I at”)
pEMf neN®
35
< 1+ ——=
pgwf< N(p>2>
< 400
O
Lemme 10. — On a la relation :
dy (V)
> aou®) = 11
b perLP(l’P1CV>
Démonstration. — D’apres le lemme précédant :
> alou®) = I > ale"u®”)
be# pEanENG
4
1 4 1
= 1——— | [1+——+
,&,( N(p)> ( N(p) N(p>2>
Or on a les égalités :
R S S
N(p)) — Ly(1PicV)
puisque l'action du groupe de Galois est triviale sur le groupe de Picard, et
4 1
I+ ——+——= | =4d,(V).
( N(p) N(p>2) e
O

Cette interprétation de la valeur locale m’a été indiquée par Y. Manin 2 qui
elle a été montrée par F Beukers.
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Lemme 11. — Avec les notations qui précédent,
wNy(B)= > u(b)Py(B).
be B
Démonstration. — Ceci résulte de la fin de la partie[ainsi que du lemme[9l [J
Preuve du résultar. — On a en général
1
Ny(B) = > Ny(B) = — > u(b)Pg(B)
ac.7(0,)/ 2 (0)) Yaers(0,)2(0))

be#

Dans le cas ol £ = Q, on a posé a =Z et, d’apres le lemme[8] on a I'équivalence :
Py(B) ~ C"Blog> Ba(b)
o1t C"" = %, et
Py(B) < Vol2, B(log B+ C3)>a(b).
Soite € R}, soit I C #(Z) fini tel que :

13
b)u(b)| < .
be%_,'“( (0)] 2(1/2C" + Vol 2,)

Soit B tel que B > B, implique
Voel |Py(B)—C"Blog’ Bu(b)| < ﬁBlogSB

et
B(logB + C3)3 < ZBlog3B
alors B > B implique

1
|NU<B>—56”Blog3B > a(b)u(b)
beA

2 1w & 3
(56%_1 (2\/0191 + 2C ) e (6)u(b)| + Z 2#1) Blog’ B

/A

bel
< eBlog3 B.

Donc

1
Ny (B) ~ EC/BlogSB
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/ . :
La constante C* quon obtiendrait dans le cas d’un corps de nombre quel-
conque s écrirait donc, d’apres la remarque suivant le lemme (8]

h 1 222

A S T try2r 2722. . 4944
C' = o O R lim (= 1) :k<s>b§g (b)y(b)
12, d
= Z g1ty 2 (V44 G
sxa g ¢ im0 11 L,(1,PicV)

peMy

Calculons maintenant les volumes de P/% correspondant aux métriques a I'infini.
v

Dans le cas ou N, = 1,

1
Vol (P2 4/ inf (—— | dr d
OHV( R) 1%?<6<YZ(7’1,7’2, 1)) 1472
0<ry
0<ry

Il
oo

1
/ 2—6{71 d?'z

ryr
1<ry<ry 12

1
+ / —26117'1 d?'z
7

0<r, <1<y 1

1
+ / —drl d?’z
7
0<ry<r <1
8.3

et lorsque NV, = 2,

Vol(PZ) = (2n)% / inf La’r dr
(Pc) (2r) 1<G<6 Y (rprpp 1)2 12
S|
0<ry

(2n)%2 / 2 4y dr,

1< <y 172
717

+ %drl d?’z
0<r <1< 1
77

+ / 1—22617'1 ﬂ,7'2
/4
0<r<r<l !

= 726
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Donc si on pouvait obtenir I’équivalent des lemmes [4] et Bl on obtiendrait une
/
constante C* de la forme :

[ Voly (P)
/ 1 VEMOO Y v

d,(V
lim(s—l)tL(s,PicV)) 11 7 p( )

3.¢) 2 (Hl (1, PicV)
Vol(( I kv)/ﬁk) peM P
vEM

ou ¢ = 4 est le rang du groupe de Picard de V.

9. Formule d’inversion dans un autre cas

On se place dans la situation suivante : J” est la surface de Del Pezzo obtenue
en éclatant un diviseur rationnel D de P, ot D s’écrit comme somme de trois
points en position générale sur Q, cloture algébrique de 4. On fixe une extension
galoisienne K de # sur laquelle D = Py + P, + P5. Soit G = Gal(K/k). G agit
sur {Py, Py, P3} ce qui définit un morphime A : G — &5. Quitte 4 remplacer
K par KX on peut supposer que A est une injection. Nous nous restreignons
au cas ol G est cyclique d’ordre trois et ol u3 C 4. On a alors K = £(a) pour

o une racine cubique d’un élément a € £* — /2. On note j une racine cubique
primitive de l'unité et ¢ € Gal(K/k) 'automorphisme de K au-dessus de £ défini
par (a) = jo. On pose S = {3}U{p | p|(4)}. En outre, on peut se ramener &
aE 0 et

Pi=(1:a: az),PZ =(1:ja :jzot),P3 =(1 :jzot :jocz)
on définit L v Ly Ly Ly Ly Ly sur K comme ci-dessus
U=V =L (L3( L1223 VL3
est défini sur £ et on peut poser
—K=3A—L,—L,—Ls.
Une base de T'(Vi, » VK)est donnée par le polynomes

Z3Z;
737,

Yi = ZiZz, Yé = Z%Zl, Yé
Y; Z1ZyZy
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Z, =a?X) +oX, + X,
Z, = j2a X, +juX, + Xs
Zs = jo Xy +j2aX, + X;
Une base de I'(¥ ;) sur & est donc donnée par
V) = X@X[—XX), 1, = XaX]—XX),
Yy = XG@XT—XX) Yy = X5 —X3X),
Y5 = L(G-XX) Yo = XG0G5-X5X),
Y, = X3(XF—aX X))
La hauteur correspondante est donc donnée par :
H_p((x1:%p:23)) = ] 12}27 |Y; (g, 23)
peEM) ==
On fixe a un idéal de .#(0;,). Comme ci-dessus, on veut déterminer le cardi-
nal de 4" (B) ensemble des triplets (¥}, %,,%3) € 0 2/ U}, possédant un représen-
tant (x1,x,x3) €0 2 vérifiant :

(1) (xl)xZ)x?)):a
() H_j((xg:2p:x3)) < B
(3) xl»#Opourlgz'gS
Comme dans le paragraphe 3, on définit une application
3
log,; : I %[ -RrR1™
VEMOO,/e
Lapplication composée
3
4 Diag %
U— I —| II &
VEMoo)k VEMoo)k

3
définit une action de U}, sur (HVEMoo . > ) . De méme le morphisme cano-

nique
Uk N RVI +7ry

définit une action de U}, sur R"1*72 et 'application log;; est compatible avec ces

3
actions. De plus si des éléments x et y de <HV€Moo . K > vérifient x = uy pour
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u € Uy, etsix ety ont méme images par logy, alors d’apres un lemme de Schanuel

(ISd], lemme 2) #> € Koo (k) et donc u € pg, (k). On pose A = log}_{1 (F). Comme
dans la partie[3} on a

(i) A est stable sous I'action de po, (£),
(i) Yu € U, —poo (k), sANA = 2,

Gi) | »a= J[ K.

uGUk VEMOO,/e

Par conséquent, le cardinal recherché est %#,/V a(B) ol A (B) désigne I'en-
semble des (x,x,,x3) € O 2 vérifiant (1),(2) et (3) ci-dessus, ainsi que

(4) (7(x1), f(x7), ji(x3)) € A

Notons pour tout p € My, et tout a € F(O}), Np(a) = N(pvp(a)) On re-
prend les notations H, et Ho,. On a alors pour tout p € My,

Hp(le-xZJ-xS) :Np((Yi(le-xZ)x?,)) 1 < i < 7))

et

) H g (1, 29, %3)
H_ (51, %9, %3) N((Y;(xp 20 53), 1 <i < 7))
Notons
a1
M = j20ﬁ2 jo 1
j(xz jzoc 1

On remarque que
DetM =3(1—j)ja
Donc comme Sk = {B € Mg | 3B € S, B|p} contient {P € Mg | B|3a}, M

est inversible sur & Sk On obtient alors :

(Y (120 3), 1 <i K70 = (Y] (1,30, 33), 1 <i S 6) O g
etona
(Y] (@9 23), 1 <7 < 6) = (31, 2) (2, 23) (23, 21)
ol z; = Z;(x1, x5, x3). Lobjectif est donc de paramétriser les points de I'ouvert U
par I'idéal 0 = (21, 2,).
On considere 'ensemble

%a = {(xl,xz,x3) S ﬁz

(XI,XZ,X3) =a
xi%0pour1<z’<3
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On note ¥ g le sous-monoide .#(0);,) engendré par S et I /a I'ensemble des
sextuplets

4
(0.b,egcg1, 050, C53) € f(ﬁ’SK)3 x I
vérifiant les conditions suivantes : pour tout 3 € M, [k —SK
inf(vm(D) qu( ))

(Cy) inf (vga(6), vy (b)) =
mf(vm(b) V%( )) 0

pour toutp €S

(c) nf (p(e,)) =0

. .. 2 .. , Y
ainsi que la condition (o) : 970% bad’ Sg et principal, engendré par un élément

21 ZX3+OUC2+0(,2X1

ot les éléments x, x, et x5 de £ peuvent étre choisis de sorte que, pour tout p de
S, on ait

Vp(xi)zzvp(c&i)‘;vp(w )
Vp((ax] —xpx3, 55 —x3x1, X5 — axyx;)) = vy (eg) + 2vy (a).
On note également (9, b, ¢g, cg) un élément (0, b, eg, ¢5 1, €55, €5 3) de J(ﬁSK)zx
74
JG .
Lemme 12. — Soit p : 7, — ,%”/a lapplication qui & tout (x1, x,, x3) e N,

associe

p(x1, %9, x3) = (0, b, eg, )

ou
0 = (Z3(X1,X2,X3), Zz(xl,xz,x3))a_1ﬁSK
2
o~0“ \—1
_ 2 2 2 2

eS = H(dxl —X2X3,x2—X3X1,X3—ﬂX1X2)pap

pES

v —V
pES

Lapplication p est bijective.
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Démonstration. — On montre comme dans la partie[d] que cette application est
bien définie et bijective de réciproque l'application t: S# — H#, qui A tout
(0,b,eq,cq) € e%”a associe

(0, b, eg, cg) = (1, %9, x3)

2 .
olt Z;(x1, x9,x3) = 0707 baﬁSK et pour tout p € S, tout i € {1,2, 3},
vy (%) = vp(€F) +vp(a). O
Notons

M xl,xz,x3 HN dxl x2x3,x%—x3xl,x%—ax1x2)
peS

On dira que (0, b, ¢g, SHeso SK)Z X 7 34 vérifie la condition (x) si il vérifie

la condition (o) ci-dessus pour un triplet (x}, x5, x3) tel qu’on ait également

2" Hog (1,29, %3) < BN(2)N(a)’N(eg)
(4) (1), 7(x2), j(x3)) € A
(11)

On note A G(B) I'ensemble des éléments de 77 él vérifiant la condition (x).
#N ((B)=#4"(B)

En effet un élément (x|, x,, x3) de 5 d’image (9, b, ¢, %) vérifie
H_K(xl, X2, X3) < B

si et seulement si
Hog (w1, 2, %3) < BN((31,22) (29 23) (23, 21) O 5, ) > Mig (1, 29, %3)

ol z; = Z,(x1, %, x3) et donc si et seulement si

Heg (x1, %9 x3) < BN (00°0° )1/3N(aﬁ5 N(eg) HSN ay)
pe

4 R . P
Pour tout (eg, cg) € S fg et tout p € S, on considere dans le produit d’idéaux

e

((cg; + eS)p/( )p)’ Pensemble F(eg, cg) défini par le systeme d’équations :
i
dx% —Xpxy = 0,
X2 —x3x1 = O,

x% —axyx, = 0.
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On note alors
#F(es, Cs)

#H?:1((CS,1‘ + eS)p/(eS)p) '

(B) le cardinal de I’en-

ﬂ’p(es, C5> =

4
Pour tout (¢, eg, ¢g) € f(ﬁSK) X f/S , 0N NOte 72¢ o

semble des (x}, x5, x3) co 2 tels que

4 (10612, e3)) € A
2’ Hoo (1, x3) < B

(10) Zi(x1,x0,x3) E¢

(11) VpeS Vie{1,23}v,(x;) >vy(cg;)

(12) Vpes, Vp (ax% —XX3, x% —XX3, x% —axyx,) = p (eg).

Lensemble des (x1,x,,x3) € 0 2 vérifiant les conditions (10) et (11) forment un
sous-0-module de & 2 On notera M le réseau qui est 'image de ce module par

Papplication & 2 — (Ihea, k,)>. On note également

_ 3N || (xpxpx3) €A
@B—{(XI,XZ;x3)€R |{ Hoo(xl,xz,x3)<3 .

Léquivalent de lemme [4] consisterait 2 majorer

[T dp(es, Cs)VOl@B
. pes

Maocscs B Det(M)

avec les relations :

3
N(C)N(CS,I CS)ZCS,:)))\/Q
237‘2

Det(M) =

et VolZ g = BVol7.

Comme dans la partie[7] on fixe maintenant
3
fo = (09, bg, €§) € 7 (O, )* X I

et on note @fO(B) ensemble des éléments (9, b, eg, cg) de f(ﬁSK)z X fﬁ

vérifiant la condition (%) ci-dessus ainsi que

0C Vb Chyercd Ccf; pour 1<i <3.
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On note P le cardinal de ‘@fo' Comme dans la partie[/l on montre que

P; (B) = > m; ,(B)

(©)es (05 )%

\ / 7 M N\ M M \ /
ol s (B) est défini de la maniére suivante : on considére @ = 0,0’, ¢ =
S

2
0707 boaﬁSK, ag=Ilpesap etcg= cdag et alors

3 /
g 8= 3wl gy o BNRNEPN(D)
egES
avec
es) = [T w((5)y)
pes
et
1sik=0
p(P¥)={ —1sik=1
0 sinon

Il sagit en fait d’une formule d’inversion élémentaire permettant de passer de le
condition Mg(x1, ¥y, x3) = k 4 la condition Mg(x1, x,, x3) = k.
Notons

SoON(ES) Do w(el) IT 4y (esesas, cgag)

eI hes pes

On admettra par la suite que cette série est convergente. Le nombre réel Cg(cy)
est en fait indépendant de a.
Lanalogie avec le lemme 8l amene alors 4 s'intéresser 2 la série de Dirichlet :

ZK,SK(S) = Z NQ@Y
o’eﬂ(ﬁSK)

2 (‘43’”)

PeMk—Sg mEN

1
PeMx—Sk 1 ~ NPy
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Si p est scindé dans 'extension K/, alors
1 1

—— =

1 — s 13
FBlp - NP (1 — W)
L, (Pic¥s) <1 _ N(}ms)
sinon, il existe un seul B|p et dans ce cas

1 1
H T - 1

Bpl— N(BY 1— NG

Or, dans ce cas, 'action du Frobenius sur Pic(”//F ) est donnée, en utilisant la
p

base associée A A, L 1> Ly et Ly, par la matrice

1 0 0 O
0 0 01
01 00
0010
et donc
1
I_W 01 0 0
0 I 0 1
L, (PicKs)™! = Det Nip) ]
P 0 1 0
N(p) )
0 0 1 NOM

Il
/N
I
=F

N~—

Y
~_—
N

[—y

I
=
- —_—
N—

[

-
~_—

En définitive, on a démontré le lemme suivant :
Lemme 13. — On a la relation
0 sy (5) = L(Pick s)/ G 5(s)

Lanalogue du lemme 8] serait donc d’obtenir une équivalence entre le cardinal
Pfo (B) et C"'B log"_1 Bour=rgPic(V) et C" une constante de la forme :

t_lLs(PiCI/,vS) VOL@I \/23
Ls(s) N(gb) T2, N(Cgﬁz%

C" = Cy(eNC, lim (s — 1)
K d
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. . . 1
Dans le cas de trois points rationnels sur Q, on avait Cy = ;. On peut remarquer
que le théoreme de Hardy, Littlewood et Karamata comprend par contre une

1
constante m .

Notons & = (O SK)Z X 3,3 et &/ I'ensemble des éléments de 4 vérifiant
les conditions (Cqp) pour tout P € M]{K_SK et (Cp) pour tout p € S. Pour tout

b, b’ € B et tout p € My, on prend des notations (b), vp(b), by et b|b’ analogues

a celles utilisées dans la partie[8l En outre, on pose a¢((9, b, ¢g)) = Im et si
pE My
B(p) ={b€ 2 |vy(b)=0sip #p}
Lemme 14. — 1l existe une unique fonction p.: X8 — L telle que
@ %= D wbx)
be#
Cette fonction vérifie en outre :
(b) Pour tour b € A, u(b) = T[] y(bp),
peMy
. dn(V)
© SipgsS, > ub)ag(b)= .
# bede) o D0
Démonstration. — Les assertions (a) et (b) se démontrent comme dans la partie

[8l Montrons (c) en distingant le cas ol p est scindé et le cas ou il ne I'est pas.
Supposons p scindé, soient B, B, et Pj les idéaux premiers de O au-dessus

de p. SineN° etp EMf—S, on note

p” = (P1IP5205%, BB PC, O O O)).

6
La fonction v Z 2, est la méme que dans la partie[8] et on retrouve
= 1)
N6 — Z

la méme fonction Donc (c) est démontrée dans ce cas.

noo— o u(p?)
Dans le cas contraire, soit *P3 I'idéal premier de &'k au-dessus de p. la condition
(C;p) pour un élément (0, b, cg) € A s'écrit

Vm(b) = Vm(a) =0.
Siz € N2, on note p” = (P™1, P2, O O, O) € P Comme ci-dessus p(p”) ne

dépend que de 7, on note p(z) cette valeur. Lentier p(z) est nul si un des 7; > 2
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pour un i € {1,2,3}. De plus

w(0,0) =1 u((0,1))=—1
w(L,0)=—1 p((L,1)=1

Par conséquent

2 1
> wpMage”) = 1— +
o~ N(p)* * N(p)®
(=) (—56m)) (507
N(p) N(p)* N(p) * N(p)
dy (V)
Lp (Pick 1)’
U
La constante que 'on peut espérer obtenir dans ce cas est donc de la forme
Vol 2,d%/* d,(V)
C' = Colim (s— 1 Lg(Pick5)/ G g()——5— [1 G [] 5
s—1 272 ooy pp¢SLp(P1cKl)

Il est également vraisemblable que I'on puisse écrire pour tout p € §

C.=|1— P
P < N<P>> N(p)*

ainsi qu’'une relation de la forme

%21«/3: [T Vol (7 lim(s— D0

vEM oo

Je tiens & remercier Y. Manin, Y. Tschinkel et J.-L. Colliot-Thélene pour les discus-
sions et les indications qui sont a la base de ce texte.
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