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par
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Résumé. — Soit V la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant trois points ration­
nels en position générale sur P2Q. L’objet de ce texte est de donner une évaluation

du nombre de points de V qui ne sont pas situés sur les diviseurs exceptionnels
et dont la hauteur est bornée par un nombre réel B. Comme le laissait prévoir un
résultat obtenu par Manin, on obtient que ce nombre est équivalent à CB ln3B
où C est une constante. Celle­ci peut s’exprimer en termes des densités locales de
V , de la fonction L du groupe de Picard de V et du volume d’un domaine fon­
damental. Les méthodes utilisées donnent également des indications pour obtenir
un résultat analogue sur un corps de nombres quelconque.

Abstract. — Let V be the Del Pezzo surface obtained by blowing up three points
in general position on P2Q. The aim of this text is to estimate the number of

points on V of bounded height which do not lie on exceptional divisors. Manin
had proven that this number should be equivalent to CB ln3B for a constant C.
Here we give an expression for C in terms of local densities of V , of the L­function
of the Picard group of V and the volume of some fundamental domain. Parts of
the proof generalize to an arbitrary number field.
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1. Une conjecture de Manin et le théorème de Schanuel

Notation . — Pour tout corps F , on note F une clôture algébrique de F .
Pour tout corps de nombres k, Ok désigne son anneau des entiers et Uk le

groupe des unités de k. On notera Mk l’ensemble des places de k, Mf,k ⊂ Mk
l’ensemble des idéaux premiers de Ok et M∞,k l’ensemble des places à l’infini de
k. Pour tout p ∈ Mk, on note kp le corps local correspondant et | . |p la norme
associée à p définie par (cf. [Se], page 9) :

∀x ∈ k | x |p=|Nkp/Qp
(x) |p

où p ∈MQ est l’unique place telle que p | p et | . |p la norme usuelle. En particulier
cette norme n’est pas invariante par extension de corps. Pour tout p ∈ Mf,k, on
désigne par Fp le corps résiduel. Pour tout ν ∈M∞,k, on note Nν = [kν : R]

r1,k = #{p ∈M∞,k |Nν = 1}
r2,k = #{p ∈M∞,k |Nν = 2}
rk = r1,k + r2,k− 1
Nk = r1,k +2r2,k.

Pour tout ν ∈M∞,k tel que kν →̃C, on fixe un tel isomorphisme.
L’entier wk désigne le nombre de racines de l’unité dans k, dk la valeur absolue

du discriminant de k et Rk le régulateur de k. On note I (Ok) le monoïde des
idéaux non nuls de Ok, P(Ok) le sous­monoïde des idéaux principaux non nuls
et hk = #I (Ok)/P(Ok) le nombre de classes d’idéaux. Lorsque k = Q, il nous
arrivera d’identifier I (OQ) à N+ = N− {0}. Si S est un sous­ensemble fini de
Mk, on note OS , l’anneau des S­entiers.

Si V est une surface de Del Pezzo définie sur k et scindée par une extension K
de k, si S est une partie finie de Mk contenant les places de mauvaises réductions,
et en particulier les places ramifiées pour l’ extension K/k ou qui en divisent le
degré [K : k], alors V se relève en un schéma projectif et lisse V au­dessus de OS.
Pour toute algèbre A sur OS, V A = V ×

SpecOS

SpecA. Pour tout p ∈ Mf − S,

je note Frp le morphisme de Frobenius défini sur PicV Fp
. Le terme local de la
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fonction L associée à PicV = NSV est alors défini par :

Lp(s,PicV ) =
1

Det(1−N(p)−s | PicV Fp
⊗Q)

et la fonction LS globale est donnée par le produit eulérien

LS(s,PicV ) =
∏

p∈Mk−S
Lp(s,PicV )

qui converge absolument pour s > 1. Par ailleurs la densité locale en p∈Mf,k−S
est définie comme :

dp(V ) =
#V (Fp)

N(p)dim(V )
.

Le plus souvent nous omettrons k dans ces notations quand le corps de
nombres est clairement indiqué par le contexte.

Soient k un corps de nombres, V une surface de Del Pezzo sur k et ωV le
faisceau canonique. On choisit K un diviseur canonique sur V et (Yi )16i6r un
système de coordonnées pour | −K |. Comme V est de Del Pezzo, on a un
plongement :

Φ : V → Pk(Γ(V,ω
−1
V )).

Définition 1.1. — On définit alors la hauteur de P ∈ V par

H−K (P) =
∏

ν∈Mk

sup
16i6r
| yi |ν

où (yi )16i6r sont des coordonnées homogènes pour Φ(P).

Par la formule du produit, cette hauteur est indépendante du choix des coor­
données homogènes pour Φ(P). Elle dépend par contre du corps de base k et du
système de coordonnées (Yi )16i6r. Soient (Li)16i6m les diviseurs exceptionnels
de V et U = V −

⋃

16i6m

Li . On suppose que U est défini sur k. On note alors

NU (B) = #{P ∈U (k) |H−K (P)6 B}
qui est un nombre fini. Manin énonce alors la conjecture suivante (cf. en parti­
culier [FMT]) :

Conjecture 1. — On a l’équivalence suivante,

NU (B)∼ CB logt−1B quand B→ +∞
où t = rg PicV .
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Le but de ce texte est de vérifier cette conjecture en donnant une valeur ex­
plicite de la constante C dans des cas simples. Il faut noter que cette valeur C
dépend des choix faits lors de la construction de la hauteur. Le cas le plus simple
est celui de P2

k . Dans ce cas, on a ωV =O(−3) et U = V = P2
k. Le résultat est dû

à Schanuel et s’écrit, en remarquant que la hauteur utilisée ici est le cube de celle
utilisée dans [Sc] :

Théorème 2 (Schanuel [Sc]). — Pour le plan projectif, on a

NU (B)∼ CB quand B→ +∞

où C est la constante donnée par

C =
h

ζk(3)

(

2r1(2π)r2p
d

)3

3r1+r2−1
R

w

Grâce à la formule de Dirichlet, on peut réécrire C sous la forme :

C =
(

lim
s→1

(s− 1)ζk(s)
)

1

ζk(3)

22r1(2π)2r23r1+r2−1

d
.

Mais, par définition de la fonction ζk, on a la relation :

1

ζk(3)
=

∏

p∈Mf

(

1− 1

N(p)3

)

=
∏

p∈Mf

(

1− 1

N(p)

)(

1+
1

N(p)
+

1

N(p)2

)

=
∏

p∈Mf

dp(V )

Lp(1,PicV )

Par ailleurs, la métrique à l’infini correspondant à notre choix de la hauteur est
donnée de la manière suivante : pour tout ν ∈M∞, tout f ∈ Γ(P2

kν
,O(3)) cor­

respondant à un polynôme F homogène de degré trois et tout P = (x1 : x2 : x3) ∈
P2
kν

,

| f (P) |ν= inf
16i63

∣

∣

∣

∣

∣

F(x1, x2, x3)

x3i

∣

∣

∣

∣

∣

ν
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En conséquence, le volume correspondant de P2
kν

est, dans le cas où kν = R,

VolHν
(P2

kν
) =

∫

R2

inf (1,
1

| x1 |3ν
,

1

| x2 |3ν
)dx1 dx2

= 4

(

1+ 2
∫ +∞
1

dx1

∫ x1

0

1

x31
dx2

)

= 4

(

1+ 2
∫ +∞
1

1

x21
dx1

)

= 22× 3
et, dans le cas où kν = C, en remarquant que, avec nos notations, | . |ν=| . |2 :

VolHν
(P2

kν
) =

∫

06θ162π et 06θ262π

06r1 et 06r2

inf

(

1,
1

r61
,
1

r62

)

r1r2 dr1 dr2 dθ1 dθ2

= (2π)2
(

∫ 1

0

∫ 1

0
r1r2 dr1 dr2 +2

∫ +∞
1

dr1

∫ r1

0

r1r2

r61
dr2

)

= (2π)2
(

1

4
+
∫ +∞
1

1

r31
dr1

)

= 3π2.

De plus on a la relation :
p
d

2r2
= Vol(

∏

ν∈M∞
kν/Ok)

où Ok est considéré de manière canonique comme un réseau de
∏

ν∈M∞ kν et
où l’on prend la mesure quotient de la mesure de Lebesgues. En définitive la
constante C s’écrit :

C =
1

3

∏

ν∈M∞
VolHν

(P2
kν
)

Vol









∏

ν∈M∞
kν





/

Ok





2

(

lim
s→1

(s− 1)tL(s,PicV )
)

∏

p∈Mk

dp(V )

Lp(1,PicV )
.

L’utilisation de termes correctifs sous la forme de facteurs locaux de la fonction
L pour faire converger le produit des densités locales est analogue à celle faite par
Bloch dans [Bl].
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Mon but est de démontrer une formule similaire dans le cas où V est obte­
nue en éclatant trois points rationnels en position générale sur P2

Q. Dans ce cas
particulier, Manin avait obtenu le résultat suivant :

Théorème 3 (Manin [MT]). — Si k = Q et si U désigne le complémentaire des
diviseurs exceptionnels sur V , alors

NU (B) = exp(O(1))B log3B quand B→ +∞.

2. Enoncé du résultat

Soit V la surface de Del Pezzo obtenue en éclatant les points

P1 = (1 : 0 : 0), P2 = (0 : 1 : 0) et P3 = (0 : 0 : 1)

sur P2
k . On note π : V → P2

k l’application canonique. Soient L1, L2 et L3 les
diviseurs de V au­dessus de P1,P2 et P3 respectivement. Soient L1,2, L2,3 et L3,1
les diviseurs au­dessus des droites (P1P2), (P2P3) et (P3P1) respectivement. L1,
L2, L3, L1,2, L2,3 et L3,1 sont les seuls diviseurs exceptionnels de V . On pose
donc

U = V −L1
⋃

L2
⋃

L3
⋃

L1,2
⋃

L2,3
⋃

L3,1.

Par ailleurs un diviseur canonique K peut être défini par

−K = 3Λ−L1−L2−L3
où Λ est l’image réciproque par π d’un hyperplan ne contenant aucun des points
P1, P2, P3. Notons (X1,X2,X3) le système de coordonnées homogènes sur P2

k .
Les sections de l’opposé du faisceau canonique sont données par les polynômes
homogènes de degré trois sans composante de la forme aX3

i pour 1 6 i 6 3.
Autrement dit, on peut choisir comme base de Γ(V,ωV ) les sections associées aux
monômes :

Y1 = X2
1X2, Y2 = X1X

2
2 , Y3 = X2

2X3,

Y4 = X2X
2
3 , Y5 = X2

3X1, Y6 = X3X
2
1 ,

Y7 = X1X2X3.

Je pose donc

H−K ((x1 : x2 : x3)) =
∏

p∈Mk

sup
16i67

| Yi(x1, x2, x3) |p

=
∏

p∈Mk

sup
16i66

| Yi(x1, x2, x3) |p .
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et comme ci­dessus on note :

NU (B) = #{P ∈U (k)/H−K (P)6 B}.
Théorème 4. — Si k = Q alors

NU (B)∼ C′B log3B quand B→ +∞
où

C′ =
1

3

∏

p∈Mk

dp(V )

Lp(1,PicV )

Je donne en outre au cours de la démonstration des éléments suggérant la
validité de la formule suivante sur un corps de nombres quelconque :

C′ =
1

3× 4!

∏

ν∈M∞
VolHν

(P2
kν
)

Vol









∏

ν∈M∞
kν





/

Ok





2

(

lim
s→1

(s− 1)4L(s,PicV )
)

∏

p∈Mk

dp(V )

Lp(1,PicV )
.

Cette formule coïncide avec celle du théorème dans le cas k = Q.

3. Domaine fondamental pour l’action des unités

La méthode utilisée ici s’inspire directement de celle utilisée dans [Sc].
Jusqu’à la section 8, on fixe un idéal a ∈I (Ok). On veut donc déterminer

Na(B) = #N a(B)

où N a(B) désigne l’ensemble des triplets (x1, x2, x3) ∈ O
3
k/Uk possédant un

représentant (x1, x2, x3) qui vérifie :

(x1, x2, x3) = a(1)

H−K ((x1 : x2 : x3))6 B(2)

xi 6= 0 pour 16 i 6 3(3)

Soit logH l’application définie par :

logH :





∏

ν∈M∞
k∗ν





3

→ Rr1+r2

(ui,ν) ν∈M∞
16i63

7→


log



 sup
16j66

(

Yj(|u1,ν|Nν, |u2,ν|Nν, |u3,ν|Nν)
)









ν∈M∞
.
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Par le théorème des unités, la composée

Uk→
∏

ν∈M∞
k∗ν

Diag−−→




∏

ν∈M∞
k∗ν





3
logH−→ Rr1+r2

est un homomorphisme dont le noyau est le groupe µ∞(k) des racines de l’unité
dans k et l’image est un réseau L de rang r1 + r2− 1 dans l’hyperplan P défini
par

∑

ν∈M∞ yν = 0. Ce réseau est l’image du réseau classique par 3Id et donc
DetL = 3rR. En outre, l’application logH est compatible avec l’action de Uk. On
projette alors Rr1+r2 sur P selon le vecteur (1ν)ν∈M∞ :

pr : Rr1+r2 → P

(yν)ν∈M∞ 7→




yν−
1

r1 + r2

∑

ν′∈M∞
y
ν′







ν∈M∞
On choisit u1, . . . , ur une base de l’image de Uk. On note τj la base duale. On
pose

F = {y ∈Rr1+r2 | 06 τj(pr(y)) < 1}
et

∆ = log−1H (F)⊂




∏

ν∈M∞
k∗ν





3

Lemme 1 (Schanuel [Sc]). — L’ensemble ∆ vérifie :

(i) ∆ est stable sous µ∞(k),
(ii) ∀u ∈Uk− µ∞(k), u∆

⋂

∆ =∅,

(iii)
⋃

u∈Uk

u∆ =





∏

ν∈M∞
k∗ν





3

On en déduit comme dans [Sc] le lemme suivant :

Lemme 2. — En notant j : k∗→∏

ν∈M∞ k∗ν l’injection canonique, on a

wNa(B) = #N ′a(B)

où N
′
a(B) désigne l’ensemble des (x1, x2, x3) ∈O

3
k vérifiant les conditions (1), (2)

et (3) ci­dessus, ainsi que

(4) (j(x1), j(x2), j(x3)) ∈∆
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4. Paramétrisation des points de l’ouvert U

Notons, pour tout (x1, x2, x3) ∈O
3
k et tout p ∈Mk

Hp(x1, x2, x3) = sup
16i66

| Yi (x1, x2, x3) |p
et

H∞(x1, x2, x3) =
∏

ν∈M∞
Hν(x1, x2, x3).

On a alors

H−K ((x1 : x2 : x3)) =
H∞(x1, x2, x3)

N((Yi (x1, x2, x3),16 i 6 6))
.

Mais l’idéal (Yi (x1, x2, x3),16 i 6 6) peut également s’écrire

(x1, x2)(x2, x3)(x3, x4).

En résumé, l’ensemble N
′
a est l’ensemble des (x1, x2, x3) ∈ O

3
k qui vérifient les

conditions (1),(3) et (4) ci­dessus ainsi que

(2′) H∞(x1, x2, x3)6 BN((x1, x2))N((x2, x3))N((x3, x1))

Ceci nous amène à introduire la paramétrisation suivante : soit

H a = {(x1, x2, x3) ∈O
3
k | (x1, x2, x3) = a et xi 6= 0 pour 16 i 6 3}

Soit H
′
a l’ensemble des sextuplets (a1,a2,a3,b1,b2,b3) de

(

I (Ok)
)6 tels que

pour tout p ∈Mf on ait :

(Cp)















inf (νp(ai ), νp(aj)) = 0 si i 6= j

inf (νp(bi ), νp(bj)) = 0 si i 6= j

inf (νp(ai), νp(bi )) = 0

et tels que les idéaux aiajbla soient principaux pour tout triplet {i, j, l} tel que
{i, j, l} = {1,2,3}.
Lemme 3. — Soit ρ : H a →H

′
a l’application définie de la manière suivante :

pour tout (x1, x2, x3) ∈H a

ρ(x1, x2, x3) = (a1,a2,a3,b1,b2,b3)

avec
ai = (xj, xl)a

−1 si {i, j, l} = {1,2,3}
bi = (xi).(aj

⋂

al)
−1a−1 si {i, j, l} = {1,2,3}.

L’application ρ est une bijection.
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Démonstration. — Montrons tout d’abord que ρ est bien définie. Soient
(x1, x2, x3) ∈O

3
k et

(a1,a2,a3,b1,b2,b3) = ρ(x1, x2, x3).

Soient a′i = (xj, xl) si {i, j, l} = {1,2,3}. On a les relations :

a′i + a′j = a si i 6= j

ai = a′ia−1
bi = (xi)(a

′
j
⋂

a′l)
−1 si {i, j, l} = {1,2,3}

Des deux premières formules, on déduit que ai + aj = Ok si i 6= j et donc,
pour tout p ∈ Mf , inf (νp(ai), νp(aj)) = 0 si i 6= j. Soient p ∈ Mf et i, j, l

tels que {i, j, l} = {1,2,3}. Par définition, on a a′l = (xi , xj) et donc νp(a
′
l) =

inf (νp(xi), νp(xj)). Supposons p | bi et p | bj alors p | xia′l
−1

et p | xja′l
−1

donc

νp(xi)> νp(a
′
l) + 1 et νp(xj)> νp(a

′
l) + 1 ce qui est contradictoire. Supposons

maintenant que p | ai et p | bi . Alors, par définition de ai , on a p | xia−1. Par dé­
finition de bi , on a p | xja−1 et p | xla−1. Mais cela contredit a = (x1, x2, x3).
Donc (a1,a2,a3,b1,b2,b3) vérifie la condition (Cp) pour tout p ∈ Mf . Par
ailleurs, pour tout i, j, l tel que {i, j, l} = {1,2,3}, la relation

(a′i
⋂

a′j)(a
′
i + a′j) = a′ia

′
j

entraîne a′i
⋂

a′j = aiaja et donc aiajbla = (xl).
Montrons que l’application τ définie par :

H
′
a → H a

(a1,a2,a3,b1,b2,b3) 7→ (a2a3ab1,a1a3ab2,a2a1ab3)

est la réciproque de ρ.
Cette application τ est également bien définie. En effet, si l’élément

(a1,a2,a3,b1,b2,b3) de H
′
a et p ∈Mf vérifient

p | a2a3b1 + a1a3b1 + a2a1b3

alors
p | a2a3b1, p | a1a3b2 et p | a2a1b3

ce qui contredit la condition (Cp). Donc

a = a2a3ab1 + a3a1ab2 + a1a2ab3.
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De plus le calcul ci­dessus montre que τ ◦ ρ = IdH a
On vérifie comme ci­

dessus que si (a1,a2,a3,b1,b2,b3) ∈H
′
a et si p ∈Mf alors νp(a2b1+a1b2) = 0.

On en déduit que
a2a3b1a+ a1a3b2a = aa3

ainsi que les relations analogues obtenues par permutation de {1,2,3}. Par consé­
quent, on obtient que ρ ◦ τ = Id

H
′
a

En conclusion, on obtient que

wNa(B) = #N ′′a (B)

où N
′′
a (B) est l’ensemble des (a1,a2,a3,b1,b2,b3) ∈I (Ok)

6 vérifiant la condi­
tion (Cp) pour tout p ∈Mf ainsi que la condition

(∗) ∃(x1, x2, x3),










(xi) = ajalbia si {i, j, l} = {1,2,3}
(2′) H∞(x1, x2, x3)6 BN(a1a2a3a

3)
(4) (j(x1), j(x2), j(x3)) ∈ ∆

5. Estimations pour le corps des rationnels

Pour déterminer ce dernier cardinal, nous allons tout d’abord chercher pour
tout (c1, c2, c3) de I (Ok)

3 une estimation du cardinal mc1,c2,c3
(B) de l’ensemble

des (x1, x2, x3) appartenant à c1× c2× c3 tels que :

H∞(x1, x2, x3)6 B(2′′)
xi 6= 0 pour 16 i 6 3(3)

(j(x1), j(x2), j(x3)) ∈∆(4)

(5)

Pour tout (x1, x2, x3) ∈




∏

ν∈M∞
Kν



 →̃ R3N , on pose :

H∞(x1, x2, x3) =
∏

ν∈M∞
sup

16i66
(| Yi (x1, x2, x3) |ν)

où |.|ν = |.|Nν et

DB = {(x1, x2, x3) ∈R3N | (x1, x2, x3) ∈ ∆ et H∞(x1, x2, x3)6 B}



12 EMMANUEL PEYRE

Lemme 4. — Dans le cas où k = Q, on a pour tout (c1, c2, c3) ∈N+3 les inégalités :

Vol(DB)

c1c2c3
−C1(

1

c1c2
+

1

c2c3
+

1

c3c1
)B2/3 6mc1,c2,c3

(B)6
Vol(DB)

c1c2c3

où C1 est une constante indépendante de B, c1, c2 et c3.

Remarque 5.1. — la difficulté pour généraliser le résultat principal aux autres
corps de nombres réside dans la démonstration de ce lemme ainsi que dans celle
du lemme suivant. Il faudrait en particulier pouvoir majorer de manière suffi­
samment fine

∣

∣

∣

∣

∣

mc1,c2,c3
(B)− VolDB

Det(c1× c2× c3)

∣

∣

∣

∣

∣

où c1× c2× c3 est considéré comme un réseau de
∏

ν∈M∞
kν et donc

Det(c1× c2× c3) =
N(c1c2c3)

p
d
3

23r2

Démonstration. — Fixons (c1, c2, c3) ∈N+3. Majorons tout d’abord mc1,c2,c3
(B) :

mc1,c2,c3
(B) = 8#

{

(x1, x2, x3) ∈ (c1)×(c2)×(c2)
∣

∣

∣

∣

∣

{

xi > 0 pour 16 i 6 3
(x1, x2, x3) ∈DB

}

= 8#{(n1, n2, n3) ∈N+3 |H∞(c1n1, c2n2, c3n3)6 B}
=

8
c1c2c3

Vol
{

(x1, x2, x3) ∈R+3
∣

∣

∣

∣

(

ciE
(

xi
ci

)

+ ci

)

16i63
∈DB

}

Or H∞(x1, x2, x3) est croissante en les variable x1, x2 et x3. Donc

(

ciE

(

xi
ci

)

+ ci

)

16i63
∈DB⇒ (xi)16i63 ∈DB

Par conséquent on a les inégalités suivantes :

mc1,c2,c3
(B) 6

8
c1c2c3

Vol{(x1, x2, x3) ∈ R+3 | (x1, x2, x3) ∈DB}
6

1
c1c2c3

Vol(DB).
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Minorons maintenant Vol(DB) :

Vol(DB) = 8Vol{(x1, x2, x3) ∈ R+3 | (x1, x2, x3) ∈DB}

6 8Vol















(x1, x2, x3) ∈R+3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣















(

ciE
(

xi
ci

))

16i63
∈DB

E
(

xi
ci

)

> 1















+8Vol

{

(x1, x2, x3) ∈ R+3
∣

∣

∣

∣

∣

{

∃i ∈ {1,2,3}/06 xi 6 ci
(x1, x2, x3) ∈DB

}

6 c1c2c3mc1,c2,c3
(B)

+8(c1 + c2 + c3)Vol{(x2, x3)∈ R+2 | sup(x22x3, x23x2)6 B}.

Un calcul donne alors

Vol{(x1, x2) ∈ R+2 | sup(x21x2, x22x1)6 B}
= 2B2/3Vol{(x1, x2) ∈ R+2 | x21x2 6 1 et x2 < x1}
= 3B2/3.

Lemme 5. — Si (c1, c2, c3) ∈N+3 vérifie c1 > B1/3, alors

mc1,c2,c3
(B)6C2

B2

c41c2c3

où C2 est indépendante de c1, c2, c3 et B.

Démonstration. — Le cardinal mc1,c2,c3
(B) est nul si c1 >

p
B. Dans le cas

contraire, on a :

mc1,c2,c3
(B)

= 8#

{

(x1, x2, x3) ∈ (c1)× (c2)× (c3)
∣

∣

∣

∣

∣

{

xi > 0 pour 16 i 6 3
H∞(x1, x2, x3)6 B

}

6
16

c1c2c3
Vol











(x1, x2, x3) ∈R3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣











x1 > c1
x2 > x3 > 0
x21x2 6 B











+
16
c2c3

Vol

{

(x2, x3) ∈ R+2
∣

∣

∣

∣

∣

{

x2 > x3 > 0
c21x2 6 B

}
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Et le calcul des volumes donne :

Vol











(x1, x2, x3) ∈R3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣











x1 > c1
x2 > x3 > 0
x21x2 6 B











=
∫ +∞
c1

dx1

∫

B

x21
0

x2 dx2

=
1

2

∫ +∞
c1

B2

x41
dx1

=
1

6

B2

c31
.

De même on calcule que :

Vol{(x1, x2) ∈R+2 | x2 > x3, c
2
1x2 6 B} = 1

2

B2

c41
.

6. Volume du domaine fondamental

Nous allons déterminer, dans le cas général le volume de DB. Or (x1, x2, x3) ∈
∆, t ∈ R∗ implique (tx1, tx2, tx3) ∈ ∆, puisque la projection pr se fait suivant
(1ν)ν∈M∞ ([Sc], page 438) et

H∞(tx1, tx2, tx3) = t3NH∞(x1, x2, x3).

Par conséquent, Vol(DB) = BVol(D1)

Lemme 6. — Avec les notations qui précèdent,

Vol(D1) =
1

3
6r1+r223r1π3r2R

Démonstration. — Cette démonstration suit le calcul fait dans [Sc]. En utilisant
des coordonnées polaires, on obtient :

Vol(D1) = 23r1
∫

V 1

∏

16i63
{ν|Nν=2}

ρi,ν
∏

16i63
ν∈M∞

dρi,ν
∏

16i63
{ν|Nν=2}

dθi,ν

où V 1 est l’ensemble des

((ρi,ν) 16i63
ν∈M∞

, (θi,ν) 16i63
{ν|Nν=2}

) ∈ Rr1+r2 ×Rr2
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vérifiant les conditions :

ρi,ν > 0(6)

06 θi,ν 6 2π(7)
∏

ν∈M∞
sup

16i66
(Yi (ρ

Nν
1,ν ,ρ

Nν
2,ν ,ρ

Nν
3,ν))6 1(8)



 sup
16i66

(logYi ((ρj,ν)16j63))





ν∈M∞
∈ F(9)

Par conséquent, on obtient :

Vol(D1) = 23r1(2π)3r2
∫

V 2

∏

16i63
{ν|Nν=2}

ρi,ν
∏

16i63
ν∈M∞

dρi,ν

où V 2 désigne l’ensemble des

(ρi,ν) 16i63
ν∈M∞

∈ Rr1+r2

tels que les conditions (6),(7) et (8) ci­dessus soient vérifiées. On découpe alors
le domaine d’intégration suivant l’ordre des ρi,ν. Par symétrie, on obtient :

Vol(D1) = 6r1+r223r1(2π)3r2
∫

V 3

∏

16i63
{ν|Nν=2}

ρi,ν
∏

16i63
ν∈M∞

dρi,ν

où l’on note V 3 l’ensemble des

(ρi,ν) 16i63
ν∈M∞

∈ Rr1+r2

satisfaisant les conditions suivantes :

∀ν ∈M∞, ρ1,ν > ρ2,ν > ρ3,ν > 0(6′)
∏

ν∈M∞
ρ
2Nν
1,ν ρ

Nν
2,ν 6 1(7′)

(log ρ
2Nν
1,ν ρ

Nν
2,ν)ν∈M∞ ∈ F(8′)
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En faisant le changement de variables ti,ν = ρ
Nν
i,ν , on obtient :

Vol(D1) = 6r1+r223r1(2π)3r2
1

23r2

∫

t1,ν>t2,ν>t3,ν>0

(log t21,νt2,ν)ν∈M∞∈F
∏

ν∈M∞ t21,νt2,ν61

∏

i∈{1,2,3}
ν∈M∞

dti,ν

= 6r1+r223r1π3r2
∫

t1,ν>t2,ν>0

(log t21,νt2,ν)ν∈M∞∈F
∏

ν∈M∞ t21,νt2,ν61

∏

ν∈M∞
t2,ν

∏

i∈{1,2}
ν∈M∞

dti,ν .

Nous faisons ensuite le changement de variable :

yν = t2,ν et xν = t21,νt2,ν.

On a

dxν dyν = 2t1,νt2,νdt1,ν dt2,ν = 2

(

xν
yν

)1/2

yνdt1,ν dt2,ν

On obtient :

Vol(D1) = 3r1+r223r1π3r2
∫

(

xν
yν

)1/2
>yν>0

(log xν)ν∈M∞∈F
∏

ν∈M∞ xν61

∏

ν∈M∞

y1/2ν

x1/2ν
dxν dyν

= 3r1+r223r1π3r2
(

2

3

)r1+r2 ∫

(log xν)ν∈M∞∈F
∏

ν∈M∞ xν61

∏

ν∈M∞
dxν .

Enfin on fait le changement de variable

u =
∏

ν∈M∞
xν et vj = τj(pr((log xν)ν∈M∞)) pour 16 j6 r.
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Comme dans [Sc], page 444, on montre que le jacobien vaut detL où L est le
réseau défini dans la partie 3 et on obtient :

Vol(D1) = 2r1+r223r1π3r23r1+r2−1R
∫

06u61
06vj61

du
r1+r2−1
∏

j=1
dvj

=
1

3
6r1+r223r1π3r2R.

7. Sommation sur les idéaux

Nous allons maintenant étudier le cardinal

Pa
a01,a

0
2,a

0
3,b

0
1,b

0
2,b

0
3
= #Pa

a01,a
0
2,a

0
3,b

0
1,b

0
2,b

0
3
(B)

où P
a01,a

0
2,a

0
3,b

0
1,b

0
2,b

0
3
(B) désigne l’ensemble des sextuplets

(a1,a2,a3,b1,b2,b3) ∈I (Ok)
6

vérifiant la condition (∗) de la partie 4 ainsi que la condition :

(10) ai ⊂ a0i et bi ⊂ b0i pour 16 i 6 3.

Comme on le verra dans la partie suivante, le cardinal de N
′′
a (B) s’exprime en

fonction de Pa
a01,a

0
2,a

0
3,b

0
1,b

0
2,b

0
3
(B). Jusqu’à la fin de cette partie, on omettra a dans

cette notation. Pour commencer, exprimons en général ce dernier nombre en
termes des nombres mc1,c2,c3

définis au début de la partie 5.

Lemme 7. — Soient (a01,a
0
2,a

0
3,b

0
1,b

0
2,b

0
3) ∈I (Ok)

6. Posons, pour tout i, j, l tels
que {i, j, l} = {1,2,3},

c0i = a0j a
0
l b

0
i a

Alors on a l’égalité :

P
a01,a

0
2,a

0
3,b

0
1,b

0
2,b

0
3
(B) =

∑

(a′1,a′2,a′3)∈I (Ok)
3

m
c01a
′
2a
′
3,c

0
2a
′
3a
′
1,c

0
3a
′
1a
′
2
(BN(a01a

0
2a

0
3a
′
1a
′
2a
′
3))
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Démonstration. — Si (Ai )i∈I est une famille d’ensembles, je note
⊔

i∈I Ai leur
union disjointe. Soient a01,a

0
2,a

0
3,b

0
1,b

0
2,b

0
3 des idéaux de Ok que l’on fixe jus­

qu’à la fin de la démonstration. Pour tout triplet (a′1,a′2,a′3) ∈I (Ok)
3, je note

H
a′1,a′2,a′3

l’ensemble des

(x1, x2, x3) ∈ c01a′2a′3× c02a′3a′1× c03a′1a′2
vérifiant :

H∞(x1, x2, x3)6 BN(a01a
0
2a

0
3a
′
1a
′
2a
′
3a

3)(2(3))

(j(x1), j(x2), j(x3)) ∈∆(4)

On définit alors des applications :

H
a′1,a′2,a′3

→ P
a01,a

0
2,a

0
3,b

0
1,b

0
2,b

0
3
(B)

(x1, x2, x3) 7→ (a01a
′
1,a

0
2a
′
2,a

0
3a
′
3,b1(x1, x2, x3),b2(x1, x2, x3),b3(x1, x2, x3)).

où pour tout i, j, l tel que {i, j, l} = {1,2,3}
bi (x1, x2, x3) = (xi)(a

0
j a

0
l a
′
ja
′
la)
−1

L’application induite
⊔

(a′1,a′2,a′3)∈I (Ok)
3

H
a′1,a′2,a′3

→P
a01,a

0
2,a

0
3,b

0
1,b

0
2,b

0
3
(B)

est une bijection.

Dans la suite on désignera par (a′,b′) un sextuplet (a′1,a′2,a′3,b′1,b′2,b′3)
Nous allons maintenant déduire du lemme précédent une estimation de
P
a01,a

0
2,a

0
3,b

0
1,b

0
2,b

0
3
(B) dans le cas où k = Q.

Lemme 8. — Dans le cas où k = Q, on pose a = Z et on obtient

Pa,b(B)∼ C′′
B log3B

a1a2a3b1b2b3
quand B→ +∞

où la constante C′′ est donnée par la formule :

C′′ =
1

24
VolD1 lims→1

(s− 1)3ζ3Q(s) =
2

3
.

De plus, on a la majoration :

Pa,b(B)6 VolD1
B(logB+C3)

3

a1a2a3b1b2b3
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où C3 est une constante indépendante de a et de b.

Remarque 7.1. — Ce lemme repose sur les lemmes 4 et 5 et n’est donc valable
que pour Q. Si les lemmes 4 et 5 se généralisaient au cas du corps de nombres
quelconque, alors on obtiendrait un lemme analogue avec une constante C′′ de
la forme :

C′′ =
1

24

23r2
p
d
3Vol(D1) lims→1

(s− 1)3ζ3k(s)

=
1

3× 4!6
r1+r223r1(2π)3r2

1

d3/2
R lim
s→1

(s− 1)3ζ3k(s)

=
1

3× 4!
22r2

d
6r1+r222r1π2r2

w

h
lim
s→1

(s− 1)4ζ4k(s)

Démonstration. — D’après le lemme 4, on sait que :

mc1,c2,c3
(B′) = Vol(D1)

B′

c1c2c3
+R(c1, c2, c3, B

′)

avec

−C1(
1

c1c2
+

1

c2c3
+

1

c3c1
)B′2/3 6 R(c1, c2, c3, B

′)6 0.

On fixe (a01, a
0
2, a

0
3, b

0
1, b

0
3) dans N+6 et B dans R. Posons pour tout i, j, l tels que

{i, j, l} = {1,2,3}
c0i = a0j a

0
l b

0
i

Soit B0 = Ba01a
0
2a

0
3 et h0 = logB0. On note PB l’ensemble des (a1, a2, a3) ∈

N+3/ tels que

(∗∗)
{

ai > 1

c0i ajal 6 B0
1/3(a1a2a3)

1/3 si {i, j, l} = {1,2,3}

On écrit alors

A =
∑

(a1,a2,a3)∈N+3

m
c01a2a3,c

0
2a3a1,c

0
3a1a2

(h0a1a2a3)

= A1 +A2 +A3
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où :

A1 = Vol(D1)
B

∏3
i=1 a

0
i b

0
i

∑

(ai )16i63∈PB

1

a1a2a3

A2 =
∑

(ai )16i63∈PB

R(c01a2a3, c
0
2a3a1, c

0
3a1a2, B0a1a2a3)

A3 =
∑

(ai )16i63 6∈PB

m
c01a2a3,c

0
2a3a1,c

0
3a1a2

(B0a1a2a3)

• Commençons par évaluer A1. Tout d’abord calculons

W (B) =
∫

(a1,a2,a3)∈R+3/(∗∗)

1

a1a2a3
da1 da2 da3

Posons λi = 3log c0i pour 1 6 i 6 3 et faisons le changement de variables xi =
log ai . On trouve :

W (B) = Vol(W B)

où W B est l’ensemble des (x1, x2, x3) ∈ R3 tels que

xi > 0 pour 16 i 6 3
2xi +2xj− xl 6 h0− λl si {i, j, l} = {1,2,3}

Par conséquent

W (B)∼ h30

∫

xi>0 pour 16i63

2xi+2xj−xl61 si {i,j,l}={1,2,3}

dx1 dx2 dx3 quand B→ +∞

Comme on a la relation

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2 −1
−1 2 2
2 −1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 27,
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cette dernière intégrale s’écrit,
∫

xi>0 pour 16i63

x1+x2+x36
1
2

dx1 dx2 dx3+
1
27

∫

u1+u2+u3>
3
2

ui61 pour 16i63

du1 du2 du3

= 2
∫

xi>0 pour 16i63

x1+x2+x36
1
2

dx1 dx2 dx3

= 2
∫

x1>0 et x2>0

x1+x26
1
2

(
1

2
− x1− x2)dx1 dx2

=
∫

1
2

0
(
1

2
− x1)2 dx1

=
1

24

Par ailleurs on peut réécrire la somme intervenant dans A1 sous la forme :

∑

(ai )16i63∈PB

1

a1a2a3

=
∑

(ai )16i63∈PB

3
∏

i=1
(log(ai +1)− log ai)

+
∑

(ai )16i63∈PB





3
∏

i=1
(log(ai +1)− log ai )−

1

a1a2a3





Notons A1,1 la première somme et A1,2 la seconde. On a la relation :

A1,1 = Vol







⋃

(ai )16i63∈PB

3
∏

i=1
[log(ai +1), log ai]







et, par conséquent :

|A1,1−W (B)| < Vol





⋃

3
∏

i=1
[log(ai +1), log ai]




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où la réunion est prise sur les (ai )16i63 tels que

3
∏

i=1
[log(ai +1), log ai]

⋂

S B 6=∅

S B désignant la surface du polyèdre défini par

xi > 0 pour 16 i 6 3
2xi +2xj− xl 6 h0− λl si {i, j, l} = {1,2,3}

Mais le diamètre de la boîte
∏3
i=1[log(ai +1), log ai] est bornée par

p
3. Donc

|A1,1−W (B)| 6 Vol({x | d(x,S B 6
p
3)})

6 C4h
2
0 pour B assez grand

On obtient donc

A1,1 ∼W (B)∼ 1

24
h30

Majorons maintenant A1,2. Pour tout a ∈N+ on a les inégalités :

−1
2a2

6 log(a+1)− log(a)− 1

a
6 0

Donc

|A1,2| 6
∑

(ai )16i63∈[1,B0]3

(

1

a21a2a3
+

1

a1a
2
2a3

+
1

a1a2a
2
3

)

6 3
∑

(ai )16i63∈[1,B0]3

1

a21a2a3

6 3
π2

6
log2(B0 +1)

donc

A1 ∼
1

24
log3B

• Majorons maintenant A2. On a les inégalités :

|R(c01a2a3, c02a3a1, c03a1a2, B0a1a2a3)|
6 C1

(

1

c01c
0
2
+

1

c02c
0
3
+

1

c03c
0
1

)

(a01a
0
2a

0
3)
2/3B2/3

(

1

a1a2a
2
3
+

1

a2a3a
2
1
+

1

a3a1a
2
2

)

(a1a2a3)
2/3.

On pose

C5 = C1

(

1

c01c
0
2
+

1

c02c
0
3
+

1

c03c
0
1

)

(a01a
0
2a

0
3)
2/3
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et on obtient

|A2| 6 3C5B
2/3 ∑

(ai )16i63∈PB

1

(a1a2)
1/3a4/33

6 3C5B
2/3 ∑

(ai )16i63∈P ′B

1

(a1a2)
1/3a4/33

où l’ensemble P
′
B désigne l’ensemble des (a1, a2, a3) ∈N+3) tels que

aiaj 6 B0
1/3(a1a2a3)

1/3 si i 6= j.

On obtient donc la majoration :

|A2|6 6C5B
2/3(A2,1 +A2,2 +A2,3)

où

A2,1 =
∑

16a16a26a3
a2a36B0

1/3(a1a2a3)
1/3

1

(a1a2)
1/3a4/33

A2,2 =
∑

16a36a16a2
a1a26B0

1/3(a1a2a3)
1/3

1

(a1a2)
1/3a4/33

A2,3 =
∑

16a26a36a1
a3a16B0

1/3(a1a2a3)
1/3

1

(a1a2)
1/3a4/33

.

Majorons A2,1 :

A2,1 6
∑

16a16a26B0
1/2a1/21 a−12

1

(a1a2)
1/3

∑

a26a36B0
1/2a1/21 a−12

1

a4/33

Mais la somme intérieure est majorée par :

1

a4/32

+
3

a1/32

6
4

a1/32
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Donc

A2,1 6 4
∑

16a16a26B0
1/4a1/41

1

a1/31 a2/32

6 4
∑

16a16B0
1/4a1/41

4B0
1/12a1/121

a1/31

6 16B0
1/12 ∑

16a16B0
1/3

1

a1/41

6 3.16B0
1/12B0

1/4

6 3.16B0
1/3

On peut majorer A2,2 de la manière suivante :

A2,2 6
∑

16a36a16B0
1/2a1/23 a−11

1

a1/31 a4/33

∑

a16a26B0
1/2a1/23 a−11

1

a1/32

La somme intérieure étant majorée par :

1

a1/31

+3B0
1/3a1/33 a−2/31 6 4B0

1/3a1/33 a−2/31

on obtient que :

A2,2 6 4B0
1/3 ∑

16a36a16B0
1/4a1/43

1

a1a3

6 4B0
1/3 ∑

16a36B0
1/4a1/43

(

1

a23
+
(

1

4
logB0 +

1

4
log a3

)

1

a3

)

6 4B0
1/3
(

6

π2
+

2
4.3 log

2B0 +
2
4 logB0

)

Majorons maintenant A2,3 :

A2,3 6
∑

16a26a36B0
1/2a1/22 a−13

1

a1/32 a4/33

∑

a36a16B0
1/2a1/22 a−13

1

a1/31

.
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La somme intérieure étant majorée par 4B0
1/3a1/32 a−2/33 , on obtient les majora­

tions suivantes :

A2,3 6 4B0
1/3 ∑

16a26a36B0
1/4a1/42

1

a23

6 8B0
1/3 ∑

16a26B0
1/4a1/42

1

a2

6 8B0
1/3(

1

3
logB0 +1)

En conclusion

A2 =O(B log2B)

• Majorons A3 : d’après le lemme 5, si a2a3c
0
1 > B1/30 (a1a2a3)

1/3, on a :

|m
a2a3c

0
1 ,a3a1c

0
2 ,a1a2c

0
3
(B0a1a2a3)|

6 C2
B20

a32a
3
3c
0
1
4
c02c

0
3

6 C6
B20
a32a

3
3

où

C6 = sup
{i,j,l}={1,2,3}

C2

c0i
4
c0j c

0
l

.

En outre, s’ il existe i ∈ {1,2,3} tel que ai > BVol(D1) alors

Vol(D1)
B

∏3
i=1 a

0
i b

0
i ai

< 1

et par conséquent

m
a2a3c

0
1 ,a3a1c

0
2 ,a1a2c

0
3
(B0a1a2a3) = 0.
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On a des résultats similaires en permutant 1, 2 et 3. Donc, si B′0 = inf16i63B0/c
0
i
1/3

,
on obtient les majorations

A3 6 3C6B
2
0

∑

16a16VolD1 B0
16a26VolD1 B0

a2a3>B′0
1/2

a1/21

1

a32a
3
3

6 3C6B
2
0

∑

a16VolD1B0
a26VolD1B0

2

2

1

a32B
′
0a1a
−2
2

6 3C6
B20
B′0

∑

a16VolD1B0
a26VolD1B0

1

a1a2

6 3C6
B20
B′0
(log(VolD1B0) + 1)2.

On obtient également :

A3 =O(B log2B).

• Majorons maintenant Na,b de manière uniforme. S’ il existe i ∈ {1,2,3}
tel que ai > BVol(D1) alors

m
a2a3c

0
1,a3a1c

0
2,a1a2c

0
3
(B0a1a2a3) = 0

donc

N
a0,b0

6 Vol(D1)
B

a01a
0
2a

0
3b

0
1b

0
2b

0
3

∑

16ai6BVol(D1)

1

a1a2a3

6
B(logB+ logVol(D1) + 1)3

a01a
0
2a

0
3b

0
1b

0
2b

0
3

.

8. Formule d’inversion

Mon but est maintenant de construire l’analogue de la formule d’inversion
de Möbius. On considère B = I (Ok)

6. L’ensemble B est un monoïde pour la
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multiplication terme à terme des idéaux. Si b ∈B, on note :

α(b) =
1

6
∏

i=1
N(bi )

,

(b) = {c ∈B | ci ⊂ bi pour 16 i 6 6},
et pour tout p ∈Mf ,

νp(b) = (νp(bi ))16i66

Pour tout p ∈ Mf , on pose également : si n = (ni)16i66 ∈ N6, pn =

(pn1 , . . . ,pn6) et si b ∈ B, bp = p
νp(b). Si B est un sous­ensemble de B, sa

fonction caractéristique est notée χB. Soit A l’ensemble des b ∈ B vérifiant la
condition (Cp), définie dans la partie 4, pour tout p ∈Mf .

Lemme 9. — Il existe une unique fonction µ :B→ Z telle que :

(a) χA =
∑

b∈B
µ(b)χ(b)

Cette fonction vérifie en outre les conditions suivantes :

(b) µ(b) =
∏

p∈Mf

µ(bp) pour tout b ∈B

(c)
∑

n∈N6

µ(pn)α(pn) =

(

1− 1

N(p)

)4(

1+
4

N(p)
+

1

N(p)2

)

(d)
∑

b∈B
|µ(b)α(b)|6 +∞

Démonstration. — • Si b,b′ ∈B, on note : b|b′ si et seulement si b′ ∈ (b).
Une fonction µ vérifie (a) si et seulement si

∀b∈B,χA (b) =
∑

b′|b
µ(b′)

ce qui est équivalent à

∀b ∈B,µ(b) = χA (b)−
∑

b′|b
b′ 6=b

µ(b′)

ce qui montre l’existence et l’unicité de µ
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• Montrons (b) par récurrence sur #{b′|b} On remarque tout d’abord que
pour tout b ∈B,

χA (b) =
∏

p∈Mf

χA (bp)

Par hypothèse de récurrence, pour tout b′|b tel que b′ 6= b, on a

µ(b′) =
∏

p∈Mf

µ(b′p)

Par conséquent :

µ(b) =
∏

p∈Mf

χA (bp)−
∑

b′|b
b′ 6=b

∏

p∈Mf

µ(b′p)

=
∏

p∈Mf

µ(bp) +
∏

p∈Mf

∑

n6νp(b)

µ(pn)−
∑

b′|b

∏

p∈Mf

µ(b′p)

=
∏

p∈Mf

µ(bp)

• Démontrons (c). Soit pi : N6→N la i­ème projection canonique
pour 1 6 i 6 6. Soit n ∈ N6 Montrons tout d’abord par récurrence sur
|n| = ∑6

i=1 pi(n) que s’il existe i ∈ {1, . . . ,6} tel que pi (n) > 2 alors µ(pn) = 0.

Soit n′ = n− (0, . . . ,1, . . . ,0) où le 1 se trouve à la i­ème position. Alors on a

χA (pn) = χA (pn
′
)

et

χA (pn) = µ(pn) +
∑

b|pn
b6=pn

µ(b)

= µ(pn) +
∑

b|pn′
µ(b) +

∑

pk|pn
k 6=n

pi (k)=pi (n)

µ(pk)

Par hypothèse de récurrence µ(pk) = 0 si pk|pn, k 6= n et ki = ni > 1. Donc
µ(pn) = 0.
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• Considérons maintenant le graphe G dont les sommets sont les applica­
tions pi pour i variant de 1 à 6 et dont les sommets suivants sont adjacents :

(p1, p2) (p2, p3) (p3, p1)
(p4, p5) (p5, p6) (p6, p4)
(p1, p4) (p2, p5) (p3, p6)

p1

��

p3

❅❅
p2

p4�
�

p5

p6❅❅

A tout élément n de {0,1}6 ⊂ N6, on associe le sous­graphe G n de G dont les
sommets sont les pi tels que pi (n) 6= 0 avec la structure de graphe induite. Par
définition de A , on a χA (pn) = 1 si et seulement si G n est formé de points
disjoints. Par conséquent, χA ne dépend que du sous­graphe correspondant. Il
en est donc de même de µ. On note

χA (G n) = χA (pn) et µ(G n) = µ(pn)

Si G n est la rénion de disjoite de deux graphes Gm1
et Gm2

, alors

χA (G n) = χA (Gm1
)χA (Gm2

).

On en déduit alors comme dans la démonstration de (b) que

µ(G n) = µ(Gm1
)µ(Gm2

).
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Il suffit donc de calculer les valeurs de µ pour les graphes connexes. On obtient :

G µ(G ) G µ(G )

∅ 1 −1

. 0

❅❅

0

−1

❅❅��

−1

❅❅��

2

❅❅��

0

1

❅❅��

❅❅�� 1

Par conséquent on a :

∑

n∈N6

µ(pn)α(pn) =
∑

n∈{0,1}6
µ(pn)α(pn)

= 1− 9

N(p)2
+

16

N(p)3
− 9

N(p)4
+

1

N(p)6

=
(

1− 1
N(p)

)4(

1+
4

N(p) +
1

N(p)2

)
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• Nous allons maintenant démontrer (d). D’après le calcul qui précède, on
a, pour tout b0 ∈B

∑

b∈B
b|b0

|µ(b)α(b)| =
∑

b∈B
b|b0

∏

p∈Mf

|µ(bp)|α(bp)

=
∏

p∈Mf

∑

n6νp(b0)

|µ(pn)α(pn)|

<
∏

p∈Mf

∑

n∈N6

|µ(pn)α(pn)|

<
∏

p∈Mf

(

1+
35

N(p)2

)

< +∞

Lemme 10. — On a la relation :

∑

b∈B
α(b)µ(b) =

∏

p∈Mf

dp(V )

Lp(1,PicV )
.

Démonstration. — D’après le lemme précédant :
∑

b∈B
α(b)µ(b) =

∏

p∈Mf

∑

n∈N6

α(pn)µ(pn)

=
∏

p∈Mf

(

1− 1

N(p)

)4(

1+
4

N(p)
+

1

N(p)2

)

Or on a les égalités :
(

1− 1

N(p)

)4

=
1

Lp(1,PicV )

puisque l’action du groupe de Galois est triviale sur le groupe de Picard, et
(

1+
4

N(p)
+

1

N(p)2

)

= dp(V ).

Cette interprétation de la valeur locale m’a été indiquée par Y. Manin à qui
elle a été montrée par F. Beukers.
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Lemme 11. — Avec les notations qui précèdent,

wNa(B) =
∑

b∈B
µ(b)Pb(B).

Démonstration. — Ceci résulte de la fin de la partie 4 ainsi que du lemme 9.

Preuve du résultat. — On a en général

NU (B) =
∑

a∈I (Ok)/P(Ok)

Na(B) =
1

w

∑

a∈I (Ok)/P(Ok)
b∈B

µ(b)Pab(B)

Dans le cas où k = Q, on a posé a = Z et, d’après le lemme 8, on a l’équivalence :

Pb(B)∼C′′B log3Bα(b)

où C′′ = 2
3 , et

Pb(B)6 VolD1B(logB+C3)
3α(b).

Soit ε ∈R∗+, soit I ⊂I (Z) fini tel que :
∑

b∈B−I
|α(b)µ(b)|6 ε

2(1/2C′′ +VolD1)
.

Soit B0 tel que B> B0 implique

∀b ∈ I, |Pb(B)−C′′B log3Bα(b)| <
ε

2#I
B log3B

et
B(logB+C3)

3
6 2B log3B

alors B> B0 implique
∣

∣

∣

∣

∣

∣

NU (B)− 1

2
C′′B log3B

∑

b∈B
α(b)µ(b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6





∑

b∈B−I

(

2

2
VolD1 +

1

2
C′′
)

|α(b)µ(b)|+
∑

b∈I

ε

2#I



B log3B

6 εB log3B.

Donc

NU (B)∼ 1

2
C′B log3B
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La constante C′ qu’on obtiendrait dans le cas d’un corps de nombre quel­
conque s’écrirait donc, d’après la remarque suivant le lemme 8,

C′ =
h

w

1

3× 4!
22r2

d
6r1+r222r1π2r2

w

h
lim
s→1

(s− 1)4ζ4k(s)
∑

b∈B
α(b)µ(b)

=
1

3× 4!
22r2

d
6r1+r222r1π2r2 lim

s→1
(s− 1)4ζ4k(s)

∏

p∈Mf

dp
Lp(1,PicV )

Calculons maintenant les volumes de P2
kν

correspondant aux métriques à l’infini.

Dans le cas où Nν = 1,

VolHν
(P2

R) = 4
∫

06r1
06r2

inf
16i66

(

1

Yi (r1, r2,1)

)

dr1 dr2

= 8







∫

16r26r1

1

r21r2
dr1 dr2

+
∫

06r2616r1

1

r21
dr1 dr2

+
∫

06r26r161

1

r1
dr1 dr2







= 8.3

et lorsque Nν = 2,

Vol(P2
C) = (2π)2

∫

06r1
06r2

inf
16i66

r1r2
Yi (r1, r2,1)

2dr1 dr2

= (2π)22







∫

16r26r1

r1r2

r41r
2
2

dr1 dr2

+
∫

06r2616r1

r1r2

r41
dr1 dr2

+
∫

06r26r161

r1r2
r21

dr1 dr2







= π2.6.
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Donc si on pouvait obtenir l’équivalent des lemmes 4 et 5, on obtiendrait une
constante C′ de la forme :

C′ =
1

3.t!

∏

ν∈M∞
VolHν

(P2
kν
)

Vol









∏

ν∈M∞
kν





/

Ok





2

(

lim
s→1

(s− 1)tL(s,PicV )
)

∏

p∈Mk

dp(V )

Lp(1,PicV )

où t = 4 est le rang du groupe de Picard de V .

9. Formule d’inversion dans un autre cas

On se place dans la situation suivante : V est la surface de Del Pezzo obtenue
en éclatant un diviseur rationnel D de P2 où D s’écrit comme somme de trois
points en position générale sur Q, clôture algébrique de k. On fixe une extension
galoisienne K de k sur laquelle D = P1 + P2 + P3. Soit G = Gal(K/k). G agit
sur {P1, P2, P3} ce qui définit un morphime λ : G → S3. Quitte à remplacer
K par KKerλ, on peut supposer que λ est une injection. Nous nous restreignons
au cas où G est cyclique d’ordre trois et où µ3 ⊂ k. On a alors K = k(α) pour
α une racine cubique d’un élément a ∈ k∗− k∗3. On note j une racine cubique
primitive de l’unité et σ ∈Gal(K/k) l’automorphisme de K au­dessus de k défini
par σ(α) = jα. On pose S = {3}⋃{p | p|(a)}. En outre, on peut se ramener à
a ∈Ok et

P1 = (1 : α : α2), P2 = (1 : jα : j2α), P3 = (1 : j2α : jα2)

on définit L1,L2,L3,L1,2,L2,3,L3,1 sur K comme ci­dessus

U = V −L1
⋂

L2
⋂

L3
⋂

L1,2
⋂

L2,3
⋂

L3,1

est défini sur k et on peut poser

−K = 3Λ−L1−L2−L3.
Une base de Γ(VK,ωVK

)est donnée par le polynomes

Y ′1 = Z2
1Z2, Y ′2 = Z2

2Z1, Y ′3 = Z2
2Z3

Y ′4 = Z2
3Z2, Y ′5 = Z2

3Z1, Y ′6 = Z2
1Z3

Y ′7 = Z1Z2Z3
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où
Z1 = α2X1 + αX2 +X3
Z2 = j2α2X1 + jαX2 +X3
Z3 = jα2X1 + j2αX2 +X3

Une base de Γ(V,ωV ) sur k est donc donnée par

Y1 = X1(aX
2
1 −X2X3), Y2 = X2(aX

2
1 −X2X3),

Y3 = X3(aX
2
1 −X2X3), Y4 = X1(X

2
2 −X3X1),

Y5 = X2(X
2
2 −X3X1), Y6 = X3(X

2
2 −X3X1),

Y7 = X3(X
2
3 − aX1X2).

La hauteur correspondante est donc donnée par :

H−K ((x1 : x2 : x3)) =
∏

p∈Mk

inf
16i67
|Yi (x1, x2, x3)|p

On fixe a un idéal de I (Ok). Comme ci­dessus, on veut déterminer le cardi­
nal de N a(B) ensemble des triplets (x1, x2, x3) ∈O

3
k/Uk possédant un représen­

tant (x1, x2, x3) ∈O
3
k vérifiant :

(x1, x2, x3) = a(1)

H−K ((x1 : x2 : x3))6 B(2)

xi 6= 0 pour 16 i 6 3(3)

Comme dans le paragraphe 3, on définit une application

logH :







∏

ν∈M∞,k

k∗ν







3

→ Rr1+r2 .

L’application composée

Uk→
∏

ν∈M∞,k

k∗ν
Diag−−→







∏

ν∈M∞,k

k∗ν







3

définit une action de Uk sur
(

∏

ν∈M∞,k
k∗ν
)3

. De même le morphisme cano­

nique
Uk→ Rr1+r2

définit une action de Uk sur Rr1+r2 et l’application logH est compatible avec ces

actions. De plus si des éléments x et y de
(

∏

ν∈M∞,k
k∗ν
)3

vérifient x = uy pour
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u ∈Uk et si x et y ont même images par logH , alors d’après un lemme de Schanuel
([Sc], lemme 2) u3 ∈ µ∞(k) et donc u ∈ µ∞(k). On pose ∆ = log−1H (F). Comme
dans la partie 3, on a

(i) ∆ est stable sous l’action de µ∞(k),
(ii) ∀u ∈Uk− µ∞(k), u∆

⋂

∆ =∅,
(iii)

⋃

u∈Uk

u∆ =
∏

ν∈M∞,k

k∗ν .

Par conséquent, le cardinal recherché est 1
w#N a(B) où N a(B) désigne l’en­

semble des (x1, x2, x3) ∈O
3
k vérifiant (1),(2) et (3) ci­dessus, ainsi que

(4) (j(x1), j(x2), j(x3)) ∈∆
Notons pour tout p ∈ Mf,k et tout a ∈ I (Ok), Np(a) = N(pνp(a)) On re­

prend les notations Hp et H∞. On a alors pour tout p ∈Mf,k

Hp(x1, x2, x3) =Np((Yi (x1, x2, x3),16 i 6 7))

et

H−K (x1, x2, x3) =
H∞(x1, x2, x3)

N((Yi (x1, x2, x3),16 i 6 7))

Notons

M =







α2 α 1
j2α2 jα 1
jα2 j2α 1







On remarque que
DetM = 3(1− j)ja

Donc comme SK = {P ∈Mf,K | ∃P ∈ S,P|p} contient {P ∈Mf,K |P|3a}, M
est inversible sur OSK

. On obtient alors :

(Yi (x1, x2, x3),16 i 6 7)OSK
= (Y ′i (x1, x2, x3),16 i 6 6)OSK

et on a
(Y ′i (x1, x2, x3),16 i 6 6) = (z1, z2)(z2, z3)(z3, z1)

où zi = Zi (x1, x2, x3). L’objectif est donc de paramétriser les points de l’ouvert U
par l’idéal d = (z1, z2).

On considère l’ensemble

H a =

{

(x1, x2, x3) ∈O
3
k

∣

∣

∣

∣

∣

{

(x1, x2, x3) = a

xi 6= 0 pour 16 i 6 3

}
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On note I
′
S le sous­monoïde I (Ok) engendré par S et H

′
a l’ensemble des

sextuplets

(d,b, eS, cS,1, cS,2, cS,3) ∈I (OSK
)3×I

′
S
4

vérifiant les conditions suivantes : pour tout P ∈Mf,K− SK

(CP)











inf (νP(d), νPσ(d)) = 0
inf (νP(b), νPσ (b)) = 0
inf (νP(b), νP(d)) = 0

pour tout p ∈ S
(Cp) inf

16i63
(νp(cS,i)) = 0

ainsi que la condition (◦) : dσdσ
2
baOSK

est principal, engendré par un élément

z1 = x3 + αx2 + α2x1

où les éléments x1, x2 et x3 de k peuvent être choisis de sorte que, pour tout p de
S, on ait

νp(xi) = νp(cS,i) + νp(a)

νp((ax
2
1− x2x3, x22− x3x1, x23− ax1x2)) = νp(eS) + 2νp(a).

On note également (d,b, eS, cS) un élément (d,b, eS, cS,1, cS,2, cS,3) de I (OSK
)2×

I
′
S
4
.

Lemme 12. — Soit ρ : H a → H
′
a l’application qui à tout (x1, x2, x3) ∈ H a

associe

ρ(x1, x2, x3) = (d,b, eS, cS)

où
d = (Z3(x1, x2, x3),Z2(x1, x2, x3))a

−1
OSK

b = (Z1(x1, x2, x3))(d
σdσ

2
a)−1OSK

eS =
∏

p∈S
(ax21− x2x3, x22− x3x1, x23− ax1x2)pa−2p

cS,i =
∏

p∈S
p
νp(xi )−νp(a) .

L’application ρ est bijective.



38 EMMANUEL PEYRE

Démonstration. — On montre comme dans la partie 4 que cette application est
bien définie et bijective de réciproque l’application τ :H ′a→H a qui à tout
(d,b, eS, cS) ∈H

′
a associe

τ(d,b, eS, cS) = (x1, x2, x3)

où Z1(x1, x2, x3) = dσdσ
2
baOSK

et pour tout p ∈ S, tout i ∈ {1,2,3},
νp(xi ) = νp(c

S
i ) + νp(a).

Notons

MS(x1, x2, x3) =
∏

p∈S
Np(ax

2
1− x2x3, x22− x3x1, x23− ax1x2)

On dira que (d,b, eS, c
S) ∈I (OSK

)2×I
′
S
4

vérifie la condition (∗) si il vérifie
la condition (◦) ci­dessus pour un triplet (x1, x2, x3) tel qu’on ait également

H∞(x1, x2, x3)6 BN(d)N(a)3N(eS)(2′)
(j(x1), j(x2), j(x3)) ∈∆(4)

(11)

On note N
′
a(B) l’ensemble des éléments de H

′
a vérifiant la condition (∗).

#N a(B) = #N ′a(B)

En effet un élément (x1, x2, x3) de H a d’image (d,b, eS, c
S) vérifie

H−K (x1, x2, x3)6 B

si et seulement si

H∞(x1, x2, x3)6 BN((z1, z2)(z2, z3)(z3, z1)OSK
))1/3MS(x1, x2, x3)

où zi = Zi(x1, x2, x3) et donc si et seulement si

H∞(x1, x2, x3)6 BN(ddσdσ
2
)1/3N(aOSK

)N(eS)
∏

p∈S
N(ap)

3

Pour tout (eS, cS) ∈I
′
S
4

et tout p ∈ S, on considère dans le produit d’idéaux
3
∏

i=1
((cS,i + eS)p/(eS)p), l’ensemble F(eS, cS) défini par le système d’équations :

ax21− x2x3 = 0,
x22− x3x1 = 0,
x23− ax1x2 = 0.
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On note alors

dp(eS, cS) =
#F(eS , cS)

#
∏3
i=1((cS,i + eS)p/(eS)p)

.

Pour tout (c, eS, cS) ∈ I (OSK
)×I

′
S
4
, on note mc,eS ,cS

(B) le cardinal de l’en­

semble des (x1, x2, x3) ∈O
3
k tels que

(j(x1), j(x2), j(x3)) ∈∆(4)

H∞(x1, x2, x3)6 B(2”)

Z1(x1, x2, x3) ∈ c(10)

∀p ∈ S,∀i ∈ {1,2,3}, νp(xi)> νp(cS,i)(11)

∀p ∈ S, νp(ax21− x2x3, x22− x2x3, x23− ax1x2)> νp(eS).(12)

L’ensemble des (x1, x2, x3) ∈O
3
k vérifiant les conditions (10) et (11) forment un

sous­Ok­module de O
3
k. On notera M le réseau qui est l’image de ce module par

l’application O
3
k→ (

∏

ν∈M∞ kν)
3. On note également

DB =

{

(x1, x2, x3) ∈ R+3N
∣

∣

∣

∣

∣

{

(x1, x2, x3) ∈ ∆
H∞(x1, x2, x3)6 B

}

.

L’équivalent de lemme 4 consisterait à majorer
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

mc,eS ,cS
(B)−

∏

p∈S
dp(eS, cS)VolDB

Det(M)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

avec les relations :

Det(M) =
N(c)N(cS,1cS,2cS,3)

p
d
3

23r2

et VolDB = BVolD1.
Comme dans la partie 7, on fixe maintenant

f0 = (d0,b0, c
0
S) ∈I (OSK

)2×I
′
S
3

et on note Pf0
(B) l’ensemble des éléments (d,b, eS, cS) de I (OSK

)2×I
′
S
4

vérifiant la condition (∗) ci­dessus ainsi que

d⊂ d0,b⊂ b0 et cSi ⊂ c0S,i pour 16 i 6 3.
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On note Pf0 le cardinal de Pf0
. Comme dans la partie 7, on montre que

Pf0
(B) =

∑

(d′,e′S)∈I (OSK
)×I
′
S

m′
d′,e′S

(B)

où m′
d′,e′S

(B) est défini de la manière suivante : on considère d = d0d
′, c =

dσdσ
2
b0aOSK

, aS =
∏

p∈S ap et cS = c0SaS et alors

m′
d,e′S

(B) =
∑

e′′S∈I ′S
µ1(e
′′
S )mc,e′′S e

′
Sa

2
S ,cSaS

(BN(d)N(a)3N(e′S))

avec

µ1(e
′′
S ) =

∏

p∈S
µ1((e
′′
S )p)

et

µ1(p
k) =











1 si k = 0
−1 si k = 1
0 sinon

Il s’agit en fait d’une formule d’inversion élémentaire permettant de passer de le
condition MS(x1, x2, x3)> k à la condition MS(x1, x2, x3) = k.

Notons

CS(cS) =
∑

e′S∈I ′S
N(e′S)

∑

e′′S∈I ′S
µ1(e
′′
S )
∏

p∈S
dp(e
′
Se
′′
Sa

2
S, cSaS)

On admettra par la suite que cette série est convergente. Le nombre réel CS(cS)
est en fait indépendant de a.

L’analogie avec le lemme 8 amène alors à s’intéresser à la série de Dirichlet :

ζK,SK
(s) =

∑

d′∈I (OSK
)

1

N(d)s

=
∏

P∈Mf,K−SK

∑

m∈N

1

N(Pm)s

=
∏

P∈Mf,K−SK

1

1− 1
N(P)s
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Si p est scindé dans l’extension K/k, alors
∏

P|p

1

1− 1
N(P)s

=
1

(

1− 1
N(p)s

)3

= Lp(PicV, s)
(

1− 1
N(P)s

)

sinon, il existe un seul P|p et dans ce cas

∏

P|p

1

1− 1
N(P)s

=
1

1− 1

N(p)3s

Or, dans ce cas, l’action du Frobenius sur Pic(V Fp
) est donnée, en utilisant la

base associée à Λ, L1, L2 et L3, par la matrice










1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0











et donc

Lp(PicV, s)−1 = Det



















1− 1
N(p)s 0 0 0

0
−1

N(p)s 0 1

0 1
−1

N(p)s 0

0 0 1
−1

N(p)s



















=

(

1− 1

N(p)s

)(

1− 1

N(p)3s

)

En définitive, on a démontré le lemme suivant :

Lemme 13. — On a la relation

ζK,SK
(s) = LS(PicV, s)/ζk,S(s)

L’analogue du lemme 8 serait donc d’obtenir une équivalence entre le cardinal
Pf0

(B) et C′′B logt−1B où t = rg Pic(V ) et C′′ une constante de la forme :

C′′ = CS(e
0
S)C0 lims→1

(s− 1)t−1LS(PicV, s)
ζk,S(s)

VolD1

p
d
3

N(d0b0)
∏3
i=1N(c0S,i)2

3r2
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Dans le cas de trois points rationnels sur Q, on avait C0 =
1
t! . On peut remarquer

que le théorème de Hardy, Littlewood et Karamata comprend par contre une
constante 1

(t−1)! .

Notons B = I (OSK
)2×I

′
S
3

et A l’ensemble des éléments de B vérifiant
les conditions (CP) pour tout P ∈Mf,K−SK et (Cp) pour tout p ∈ S. Pour tout

b, b′ ∈B et tout p ∈Mf , on prend des notations (b), νp(b), bp et b|b′ analogues

à celles utilisées dans la partie 8. En outre, on pose αS((d,b, cS)) =
1

N(d)N(b) et si
p ∈Mf,k

B(p) = {b ∈B | ν′p(b) = 0 si p′ 6= p}

Lemme 14. — Il existe une unique fonction µ :B→ Z telle que

(a) χA =
∑

b∈B
µ(b)χ(b)

Cette fonction vérifie en outre :

(b) Pour tout b ∈B, µ(b) =
∏

p∈Mf

µ(bp),

(c) Si p 6∈ S,
∑

b∈B(p)
µ(b)αS(b) =

dp(V )

Lp(PicV,1) .

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) se démontrent comme dans la partie
8. Montrons (c) en distingant le cas où p est scindé et le cas où il ne l’est pas.
Supposons p scindé, soient P1, P2 et P3 les idéaux premiers de OK au­dessus
de p. Si n ∈N6 et p∈Mf − S, on note

pn = (P
n1
1 P

n2
2 P

n3
3 ,P

n4
1 P

n5
2 P

n6
3 ,Ok,Ok,Ok).

La fonction N6 → Z
n 7→ χA (pn)

est la même que dans la partie 8 et on retrouve

la même fonction N6 → Z
n 7→ µ(pn)

Donc (c) est démontrée dans ce cas.

Dans le cas contraire, soit P l’idéal premier de OK au­dessus de p. la condition
(CP) pour un élément (d,b, cS) ∈B s’écrit

νP(b) = νP(d) = 0.

Si n ∈N2, on note pn = (Pn1 ,Pn2 ,Ok,Ok,Ok) ∈B Comme ci­dessus µ(pn) ne
dépend que de n, on note µ(n) cette valeur. L’entier µ(n) est nul si un des ni > 2
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pour un i ∈ {1,2,3}. De plus

µ((0,0)) = 1 µ((0,1)) =−1
µ((1,0)) =−1 µ((1,1)) = 1

Par conséquent
∑

n∈N2

µ(pn)αS(p
n) = 1− 2

N(p)3
+

1

N(p)6

=

((

1− 1

N(p)

)(

1− 1

N(p)3

))(

1+
1

N(p)
+

1

N(p)2

)

=
dp(V )

Lp(PicV,1)
.

La constante que l’on peut espérer obtenir dans ce cas est donc de la forme

C′ = C0 lims→1
(s− 1)t−1LS(PicV, s)/ζk,S(s)

VolD1d
3/2

23r2

∏

p∈S
Cp

∏

p 6∈S

dp(V )

Lp(PicV,1)
.

Il est également vraisemblable que l’on puisse écrire pour tout p ∈ S

Cp =

(

1− 1

N(p)

) VolH (V Okp
)

N(p)2

ainsi qu’une relation de la forme

VolD1

p
d

2r2
=

∏

ν∈M∞
VolH (Vkν) lims→1

(s− 1)ζk(s).

Je tiens à remercier Y. Manin, Y. Tschinkel et J.­L. Colliot­Thélène pour les discus­
sions et les indications qui sont à la base de ce texte.
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