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Résumé. — Ce texte décrit les premières étapes d’une généralisation de la mé­
thode du cercle au cas d’une hypersurface lisse dans une variété presque de Fano.

En effet, sous certaines conditions, il est possible d’exprimer dans ce cas les deux
membres d’une version raffinée de la conjecture de Manin sur le comportement
asymptotique du nombre de points de hauteur bornée de l’hypersurface en termes
du torseur universel de la variété ambiante qui joue, dans ce cadre, le rôle de
l’espace affine.

Abstract. — This paper presents the first steps of a generalization of the circle
method for smooth hypersurfaces in almost Fano varieties.

Indeed it is possible, under some conditions, to express both sides of a refined
version of Manin’s conjecture on the asymptotic behavior of the number of points
with bounded height on the hypersurface in terms of the universal torsor of the
variety, which plays here the rôle of the affine space.
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1. Introduction

L’objet de ce texte est le comportement asymptotique du nombre de points de
hauteur bornée sur des variétés dont le faisceau anticanonique vérifie certaines
conditions de positivité.

De nombreux progrès ont été réalisés dans la compréhension de ce compor­
tement asymptotique. Une interprétation géométrique de la puissance et de la
puissance du logarithme qui interviennent a été proposée dans les articles de
Franke, Manin et Tschinkel [FMT] et de Batyrev et Manin [BM]. Des descrip­
tions adéliques de la constante ont été proposées lorsque la hauteur est associée
au faisceau anticanonique dans [Pe1] puis dans un cadre plus général par Batyrev
et Tschinkel dans [BT3].

Plusieurs stratégies ont été développées pour attaquer ces conjectures.
Une première famille de méthodes est basée sur des techniques d’analyse har­

monique fine qui s’appliquent notamment lorsque la variété est équipée d’une
action non triviale d’un groupe algébrique. Parmi les cas traités par ce type de
méthodes, on peut citer celui des variétés de drapeaux généralisées étudiées dans
[FMT] et [Pe1] à l’aide des travaux de Langlands sur les séries d’Eisenstein, le
cas des variétés toriques considéré par Batyrev et Tschinkel dans [BT1], [BT2] et
[BT4] et celui des fibrations en variétés toriques au­dessus de variétés de drapeaux
généralisées par Strauch et Tschinkel [ST], ainsi que diverses compactifications
de l’espace affine dues à Chambert­Loir et Tschinkel [CLT1], [CLT2].
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Parallèlement des techniques de descente ont été mises au point dans ce cadre.
Elles apparaissent de manière implicite dans le cas des intersections complètes
lisses dans Pn et dans l’étude de quelques variétés toriques (cf. [Pe1] et [Ro]).
Salberger les a rendues explicites dans [Sal], redémontrant ainsi en partie les
résultats de Batyrev et Tschinkel sur les variétés toriques. La méthode introduite
par Salberger fut ensuite exploitée par de la Bretèche qui put, à l’aide d’outils
d’analyse complexe, améliorer les estimations pour les variétés toriques [Bre].

Une autre famille de méthodes, issue de la méthode du cercle, qui a depuis
longtemps prouvée son efficacité pour les intersections complètes dans l’espace
projectif, a été tout récemment utilisée par Robbiani pour l’étude d’un cas sortant
de ce cadre, à savoir celui d’une hypersurface dans Pm×Pm définie par l’annu­
lation d’une section de O(1,1). Bien que la variété considérée par Robbiani soit
une variété de drapeaux pour laquelle la conjecture de Manin avait été démon­
trée, le fait qu’il ait étendu la méthode du cercle à ce cas laisse espérer que celle­ci
puisse également s’appliquer à des cas où le rang du groupe de Picard n’est pas
égal à un.

Le but de ce texte est d’étendre à un cadre plus général quelques étapes de la
méthode du cercle en exploitant un principe de descente présenté dans [Pe2]. Il
reste toutefois un important et difficile travail à faire concernant le cœur même
de la méthode du cercle, à savoir la majoration de sommes d’exponentielle.

Le paragraphe 2 de ce texte rappelle la description conjecturale du compor­
tement asymptotique du nombre de points de hauteur bornée. Le troisième a
pour objet le passage aux torseurs universels au niveau desquels le problème se
décrit naturellement comme passage d’une somme à une intégrale. Dans le qua­
trième nous décrivons comment, dans le cas d’une hypersurface vérifiant cer­
taines conditions, on peut passer du torseur universel de la variété ambiante à
celui de la sous­variété à l’aide de formules inspirées de la formule d’inversion de
Fourier.

2. Une version raffinée d’une conjecture de Manin

2.1. Variétés presque de Fano. — Nous utiliserons dans ce texte les notations
suivantes :

Notations 2.1.1. — Si X est un schéma sur un anneau commutatif A et B
une A­algèbre commutative, X (B) désigne l’ensemble HomSpecA(SpecB,X )
et XB le produit de schémas X ×SpecA SpecB. Si C est un monoïde, alors
A[C] désigne la A­algèbre associée. Si X est une variété lisse sur un corps E,
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son groupe de Picard est noté PicX , son groupe de Neron­Severi NS(X) et son
faisceau canonique ωX . On désigne par Ceff

(X) le cône des classes de diviseurs
effectifs dans NS(X)⊗R. On note E une clôture algébrique de E et Es sa clôture
séparable dans E. On pose alors X = XE et X s = XEs .

Le dual d’un module M est noté M∨.

Définition 2.1.2. — Une variété V sur un corps k de caractéristique nulle sera
dite presque de Fano si elle est projective, lisse et géométriquement intègre et si
elle vérifie les conditions suivantes :

(i) les groupes de cohomologie H i (V,OV ) sont nuls pour i = 1 ou 2,
(ii) le groupe de Néron­Severi géométrique, qui sous l’hypothèse (i) coïncide

avec PicV , est sans torsion,
(iii) la classe [ω−1V ] de ω−1V dans NS(V )⊗R appartient à l’intérieur du cône

des diviseurs effectifs.

Exemple 2.1.3. — Si V est une variété de Fano, alors V est presque de Fano.
En effet, par le théorème de Kodaira, la condition (i) est vérifiée, la condition (ii)
résulte de [Pe1, lemme 1.2.1] et (iii) découle du fait que, par définition ω−1V est
ample.

Exemple 2.1.4. — Si V est une variété torique projective et lisse, alors par [Da,
corollary 7.4], les groupes H i (V,OV ) sont nuls pour i > 0, et par [Oda, lemma
2.3] tout fibré en droites a une base de sections équivariantes sous l’action du tore
et donc le cône des diviseurs effectifs dans PicV ⊗R est engendrée par les [D] où
D décrit l’ensemble des sous­variétés irréductibles invariantes de codimension 1
dans V . La classe [ω−1V ] étant la somme de ces [D] par [Oda, page 70, example],
il est à l’intérieur du cône et la condition (iii) est vérifiée. La variété V est donc
presque de Fano.

Proposition 2.1.5. — Soit X une compactification équivariante projective et lisse
d’un tore T sur C, L1, . . . ,Lm des faisceaux inversibles amples sur X et s1, . . . ,sm
des sections non nulles de ces faisceaux. On note X

(1)
T l’ensemble des sous­variétés

irréductibles invariantes de codimension un de X . On suppose que dimX > m+ 3,
que

[ ∑

D∈X (1)T

D−
m∑

i=1
Li

]
∈
◦︷ ︷

Ceff(X),
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que les hypersurfaces définies par les si se coupent transversalement, que leurs in­
tersections successives sont connexes et qu’elles coupent proprement les diviseurs D de

X
(1)
T .
Alors la sous variété V définie par l’annulation des si est presque de Fano. En

outre, la restriction induit un isomorphisme

PicX −̃→ PicV

qui envoie Ceff(X) dans Ceff(V ) et la classe de
∑

D∈X (1)T

D−∑m
i=1Li sur celle de

ω−1V .

Démonstration. — Nous allons démontrer par récurrence sur n que V vérifie les
assertions de la proposition et que si L =

∑m
j=1 εiLj avec εj ∈ Z et εj 6 0 pour

16 j6m, alors le groupe H i (V,L) est nul si 0 < i < dimV .
Si m = 0, l’énoncé de la proposition résulte de l’exemple précédent, l’assertion

de nullité pour OV résulte de [Da, corollary 7.4] et celle pour les sommes de
fibrés Li de [Da, theorem 7.5.2] et du théorème de dualité de Serre (cf. [Ha,
corollary III.7.7]).

Supposons le résultat démontré pour m− 1 et soit V ′ la sous­variété de X
définie par l’annulation de s1, . . .sm−1. La variété V ′ vérifie alors les assertions
ci­dessus.

La variété V est alors définie dans V ′ comme lieu des zéros de sm. Par l’hypo­
thèse de transversalité, V est lisse et étant connexe, elle est intègre. Par définition
elle est projective. Par ailleurs, on a une suite exacte de faisceaux de Zariski sur
V ′

(2.1.1) 0→ L−1m ⊗OV ′→O
V ′ →OV → 0.

D’où une suite exacte longue de cohomologie (cf. [Ha, lemma III.2.10])

H i (V ′,L−1m )→H i (V ′,O
V ′)→H i (V,OV )→H i+1(V ′,L−1m ).

On obtient donc que H i (V,OV ) est nul pour 0 < i < dimV = dimV ′ − 1.
Comme dimV > 3, cela entraîne l’assertion (i) de la définition. De même, on
obtient l’annulation des groupes de cohomologie de l’hypothèse de récurrence.
Par le théorème de Lefschetz classique [Bo, corollary, page 212] on a un isomor­
phisme :

H2(V (C),Z) −̃→H2(V ′(C),Z).
En utilisant la suite exacte de faisceaux analytiques

0→ Z→OV
exp−→ OV

×→ 0
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et des théorèmes de comparaison entre géométrie algébrique et géométrie algé­
brique, on obtient un diagramme commutatif

0 → H1(V ′,O×
V ′)−̃→H2(V ′(C),Z) → 0y

y≀
0 → H1(V,OV

×)−̃→H2(V (C),Z) → 0

et on obtient que la restriction de PicV ′ à PicV est un isomorphisme.
Le cône des classes de diviseurs effectifs de X étant engendré par les classes des

diviseurs D de X (1)
T , l’assertion sur les cônes effectifs résulte de l’hypothèse sur la

propreté des intersections avec ces diviseurs.
Enfin [ω−1

V ′ ] =
∑

D∈X (1)T

[D]−∑m−1
i=1 [Li ] et l’assertion correspondante pour

V résulte de [Ha, proposition II.8.20].

Remarque 2.1.6. — A priori le cône des diviseurs effectifs de V pourrait être
plus grand que celui de X . Toutefois, si X est de la forme

∏t
i=1P

ni
C et si m <

inf16i6t ni , alors il y a égalité entre les cônes de diviseurs. En effet la formule de
Künneth implique que

∀L∈ PicX, H i (X,L) = 0 si 0 < i < inf
16i6t

ni .

On obtient alors par récurrence sur m que

∀L∈ PicV, H i (V,L) = 0 si 0 < i < inf
16i6t

ni −m.

et la suite exacte (2.1.1) tensorisée par L fournit une suite exacte

H0(V ′,L)→H0(V,L)→H1(V ′,L⊗L−1m )

ce qui implique que les deux cônes coïncident.

2.2. Hauteurs d’Arakelov. — La donnée naturelle pour construire des fonc­
tions de comptage sur l’ensemble des points rationnels de variétés propres est
une hauteur d’Arakelov dont nous allons rappeler la définition.

Notations 2.2.1. — Dans la suite, k désigne un corps de nombres, Ok son an­
neau des entiers, d son discriminant, Mk l’ensemble de ses places, Mf celui de
ses places finies et M∞ celui de ses places archimédiennes. Pour toute place v de
k, on note kv le complété correspondant et |.|v la norme sur kv normalisée par

∀v|p, ∀x ∈ kv, |x|v =
∣∣∣∣Nkv/Qp

(x)
∣∣∣∣
p
.
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Si v est une place finie, Ov est l’anneau des entiers de kv et Fv le corps résiduel.

Définition 2.2.2. — Soit V une variété projective lisse et géométriquement in­
tègre sur k, L un faisceau inversible sur V . Si v est une place de k, une métrique
v­adique sur L est une application associant à un point x de V (kv) une norme
‖.‖v sur L(x) = Lx⊗OV,x

kv de sorte que pour toute section s de L définie sur un

ouvert W de V l’application

x 7→ ‖s(x)‖v
soit continue pour la topologie v­adique.

Si v est un place finie de k, V un modèle projectif et lisse de V sur Ov et L un
modèle de L, alors on peut lui associer une métrique v­adique sur L de la manière
suivante : tout point x de V (kv) définit un point x̃ de V (Ov) et x̃∗(L ) fournit
une Ov­structure sur L(x) dont on peut choisir un générateur y0 ; la norme d’un
élément y de L est alors donnée par la formule

‖y‖v =
∣∣∣∣∣
y

y0

∣∣∣∣∣
v
.

Une métrique adélique sur L est une famille de métriques (‖.‖v)v∈Mk
telle qu’il

existe un ensemble fini de places finies S, un modèle projectif et lisse V de V sur
l’anneau OS des S­entiers et un modèle L de L sur cet anneau tel que pour tout
v de Mf − S, ‖.‖v soit la métrique définie par L ⊗OV

Ov.
Nous appellerons hauteur d’Arakelov sur V la donné d’une paire

h = (L, (‖.‖v)v∈Mk
)

où L est un faisceau inversible sur V et (‖.‖v)v∈Mk
une métrique adélique sur ce

fibré.
Pour toute hauteur h sur V et tout point rationnel x de V , la hauteur de x

relativement à h est définie par

∀y ∈ L(x), h(x) =
∏

v∈Mk

‖y‖−1v .

Remarque 2.2.3. — La formule du produit assure que le produit ci­dessus est
indépendant de y.

Rappelons quelques exemples de hauteurs (cf. également [Sal, exemples 1.7]).
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Exemple 2.2.4. — Si hi = (Li , (‖.‖vi )v∈Mk
) pour i = 1 ou 2 sont deux hauteurs

d’Arakelov, leur produit tensoriel h1⊗ h2 est (L1⊗L2, (‖.‖v)v∈Mk
) où

∀v ∈Mk, ∀x ∈ V (kv), ∀y ∈ L1(x), ∀z ∈ L2(x), ‖y⊗ z‖v = ‖y‖1v ‖z‖2v .
On en déduit immédiatement l’égalité

∀x ∈ V (k), h1⊗ h2(x) = h1(x)h2(x).

Exemple 2.2.5. — Soit h = (L, (‖.‖v)v∈Mk
) une hauteur sur V et f = (fv)v∈Mk

une famille de fonctions strictement positives sur V (kv) telle que pour presque
toute place v de k la fonction fv soit constante et égale à 1, alors

f .h = (L, (fv‖.‖v)v∈Mk
)

est une hauteur sur V . Réciproquement, si h′ = (L, (‖.‖′v)v∈Mk
) est une autre

hauteur sur V relative au même faisceau, alors pour toute place v de k le quotient
‖.‖′v/‖.‖v définit une fonction fv sur V (kv) qui, pour presque toute place, est
constante et égale à 1. On a bien sûr h′ = f .h.

Exemple 2.2.6. — Si ϕ : V →W est un morphisme de variétés projectives lisses
et géométriquement intègres et h = (L, (‖.‖v)v∈Mk

) une hauteur sur W alors

ϕ∗(h) est la hauteur (ϕ∗L, (‖ϕ(.)‖v)v∈Mk
) où l’on note également ϕ l’application

induite ϕ∗L(x)→ L(ϕ(x)) pour tout x de V .
En particulier si L est un faisceau inversible très ample, il définit un mor­

phisme

ϕ : V → P(Γ(V,L)∨)
de sorte que L = ϕ∗(O(1)) et tout système de métriques sur O(1) induit une
hauteur sur V .

Exemple 2.2.7. — Si K/k est une extension de corps de nombres, V une variété
projective lisse et géométriquement intègre sur k, L un faisceau inversible sur
V et hK = (L⊗ K, (‖.‖v)v∈MK

) une hauteur sur VK , alors la hauteur induite

h = (L, (‖.‖′v)v∈Mk
) est définie par

∀p ∈Mk, ∀x ∈ V (kp), ∀y ∈ L(x), ‖y‖′p =
(∏

P|p

∥∥∥yP
∥∥∥
P

)[K :k]−1
.

Cela permet également d’associer à tout hauteur h relative à un faisceau inver­
sible L sur VK une hauteur NK/kh relative au faisceau NK/kL sur V .
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Exemple 2.2.8. — Soit V un schéma plat projectif et régulier sur Ok et (L , h)
un fibré en droites hermitien sur V (cf. [BGS, §2.1.2]), L désigne donc un
fibré inversible sur V et h une forme hermitienne C∞ sur le fibré en droites
holomorphe LC sur

∏
σ:k→C V (C) invariante sous l’action de la conjugaison.

On suppose que h s’écrit comme produit tensoriel de formes hermitiennes
C∞ que l’on notera hσ et telles que hσ soit la conjuguée de hσ.

Pour toute place finie v de k, L induit comme ci­dessus une métrique ‖.‖v
sur L = L ⊗ k et pour toute place archimédienne v de k, on a un plongement
σ de k dans C et la forme hermitienne hσ définit une métrique v­adique ‖.‖v sur
L. Par définition, h = (L, (‖.‖v)v∈Mk

) est une hauteur sur V , et la hauteur d’un
point rationnel est donné par la formule

∀x ∈ V (k), h(x) = exp
(
d̂eg(ĉ1(L )|x)

)

où x est l’adhérence de x dans V , ĉ1(L ) le caractère de Chern arithmétique de
L (cf. [BGS, page 932]), (.|.) l’accouplement

ĈH
∗
(V )×Z∗(V )→ ĈH

∗
(SpecOk)Q

défini par Bost, Gillet et Soulé (cf. [BGS, §2.3]) et d̂eg l’application degré sur le
groupe de Chow arithmétique ĈH

∗
(SpecOk).

En effet par [BGS, §3.1.2.1 et (2.1.15)],

d̂eg(ĉ1(L )|x) = d̂egx̃∗(L )

= log(#(x̃∗L /Oky))−
∑

σ:k→C
loghσ(y, y)

1/2

où x̃ : SpecOk → V est définie par x et y un élément de x̃∗(L ) ⊂ L(x). En
suivant les définition on obtient

d̂eg(ĉ1(L )|x) =−
∑

v∈Mk

log ‖y‖v .

Définition 2.2.9. — On note H (V ) l’ensemble des classes d’isomorphismes
de hauteurs d’Arakelov quotienté par la relation d’équivalence définie par

(L, (‖.‖v)v∈Mk
)∼ (L, (λv‖.‖v)v∈Mk

)

pour toute famille de réels (λv)v∈Mk
∈⊕

v∈Mk
R>0 telle que

∏
v∈Mk

λv = 1.
L’ensemble H (V ) est un groupe pour le produit tensoriel des hauteurs, il est

muni d’une structure de R>0­ensemble donnée par

λ.(L, (‖.‖v)v∈Mk
) = (L, (λv‖.‖v)v∈Mk

)
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si (λv)v∈Mk
∈ ⊕

v∈Mk
R>0 vérifie

∏
v∈Mk

λv = λ. On dispose d’un morphisme
d’oubli o : H (V )→ PicV . Si ϕ : V →W est un morphimes de variétés pro­
jectives, lisses et géométriquement intègres sur k, alors ϕ∗ définit un morphisme
H (W )→H (V ) qui s’insère dans un diagramme commutatif :

H (W ) −−−→ H (V )y
y

Pic(W ) −−−→ Pic(V ).

Enfin si K/k est une extension de corps de nombres on dispose d’un morphisme
de norme

NK/k :H (VK )→H (V ).

Remarque 2.2.10. — Si x est un point rationnel et h une hauteur, h(x) ne
dépend que de la classe de h dans H (V ). On notera evx le morphisme H (V )→
R>0 obtenu.

Exemple 2.2.11. — Si V = Spec k, alors une hauteur d’Arakelov est la don­
née d’un espace vectoriel L de dimension un sur k et d’une famille de normes
(‖.‖v)v∈Mk

sur L telle qu’il existe une Ok­structure de L de L de sorte que pour
tout place finie v de k en­dehors d’un ensemble fini S, on ait

∀y ∈L , ‖y‖v = (#(Ovy/L ⊗Ov))
−1.

Cette description explicite montre que le morphisme evSpeck est un isomor­
phisme.

Notons qu’en outre on a pour toute variété V projective lisse et géométrique­
ment intègre sur k et tout point x de V (k) un diagramme commutatif.

H (V )
evx−−−→ R>0yx∗

∥∥∥∥

H (Speck)
∼−−−→ R>0.

Définition 2.2.12. — On appelle système de hauteurs une section de l’applica­
tion composée

H (V )
o−→PicV →NS(V ).

Un système de hauteurs H sur V induit un accouplement

H : NS(V )⊗C×V (k)→C
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qui est l’exponentielle d’une fonction linéaire en la première variable et telle que

∀L ∈NS(V ), ∀x ∈ V (k), H(L,x) =H(L)(x).

Comme l’ont souligné Batyrev et Manin [BM], l’existence de sous­variétés ac­
cumulatrices susceptibles d’occulter certains phénomènes globaux dans le com­
portement asymptotique du nombre de points de hauteur bornée amène à se
restreindre à un ouvert non vide assez petit de la variété. On utilisera donc la
définition qui suit.

Définition 2.2.13. — Soit V une variété projective, lisse et géométriquement
intègre sur k et W un sous­espace localement fermé de V . Alors pour toute
hauteur h sur V et tout nombre réel H strictement positif

nW,h(H) = #{x ∈W (k) | h(x)6H}.
Si H est un système de hauteurs sur V alors la fonction zêta associée est définie
par

∀s∈NS(V )⊗Z C, ζH(s) =
∑

x∈W (k)

H(s, x)−1.

Remarque 2.2.14. — Si [o(h)] appartient à l’intérieur de Ceff(V ), alors il existe
un ouvert U de V tel que nU,h(H) soit fini pour tout H .

2.3. Mesure de Tamagawa. — Dans la suite V désigne une variété presque
de Fano sur k. Dans ce cas toute métrique adélique sur le fibré anticanonique
ω−1V définit une mesure de Tamagawa qui permet de donner un interprétation
conjecturale du terme principal du nombre de points de hauteur bornée.

Notations 2.3.1. — Si X est un variété sur k, X(Ak) désigne l’espace adélique
qui lui est associé. (cf. [We, §1]).

Pour toute place v de k, la mesure de Haar dxv sur kv est normalisée de la
manière suivante :

­ Si v est finie, alors
∫
Ov

dxv = 1,
­ si kv −̃→ R, alors dxv est la mesure de Lebesgue usuelle,
­ si kv −̃→ C, alors dxv = idzdz .

Soit h = (ω−1V , (‖.‖v)v∈Mk
) une hauteur sur une variété presque de Fano V .

En toute place v de k on lui associe la mesure borélienne ωh,v sur V (kv) définie
par la relation (cf. [We], [Pe1, §2.2.1])

ωh,v =

∥∥∥∥∥
∂

∂x1
∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∥∥∥∥∥
v

dx1,v . . .dxn,v
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où x1, . . . , xn désignent des coordonnées locales analytiques au voisinage d’un

point x de V (kv) et ∂
∂x1
∧ · · · ∧ ∂

∂xn
est vu comme section locale de ω−1V .

D’après [Pe1, lemme 2.1.1], on peut se donner un ensemble fini S de places
finies et un modèle projectif et lisse V de V sur OS dont les fibres sont géomé­
triquement intègres et tel que pour toute place finie p en­dehors de S, le groupe
de Picard géométrique PicVFp

soit isomorphe à PicV de façon compatible aux

actions des groupes de Galois et la partie l­primaire du groupe de Brauer Br(V )
soit finie pour tout nombre premier l n’appartenant pas à p.

Pour tout p de Mk − S, le terme local de la fonction L associée à PicV est
défini par

Lp(s,PicV ) =
1

Det(1− (#Fp)
−s Frp |PicVFp

⊗Q)

où Frp est le Frobenius en p. La fonction L globale est définie par le produit
eulérien

LS(s,PicV ) =
∏

p∈Mf −S
Lp(s,PicV )

qui par [Pe1, lemme 2.2.5] converge absolument pour Re s > 1 et s’étend en une
fonction méromorphe sur C avec un pôle d’ordre t = rg PicV en 1.

Les facteurs de convergence (λv)v∈Mk
pour la mesure de Tamagawa sont défi­

nis par

λv =




Lv(1,PicV ) si v ∈Mf − S
1 sinon.

Les conjectures de Weil montrées par Deligne impliquent la convergence de la
mesure adélique

∏
v∈Mk

λ−1v ωh,v (cf. [Pe1, proposition 2.2.2]).

Définition 2.3.2. — Avec les notation qui précèdent, la mesure de Tamagawa
associée à h est définie par

ωh = lim
s→1(s− 1)

tLS(s,PicV )
1

p
d
dimV

∏

v∈Mk

λ−1v ωh,v.

Remarque 2.3.3. — Par construction elle est indépendante du choix de S et ne
dépend que de l’image de h dans H (V ).
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Exemple 2.3.4. — Si f = (fv)v∈Mk
est une famille de fonction comme dans

l’exemple 2.2.5, alors

ωf .h =
( ∏

v∈Mk

fv

)
ωh.

Notation 2.3.5. — On pose τh(V ) = ωh

(
V (k)

)
où V (k) désigne l’adhérence

des points rationnels de V dans V (Ak).

2.4. Enoncé d’une question. — Pour énoncer notre question qui est une ver­
sion raffinée d’une conjecture de Manin [BM, conjecture C′], nous utiliserons la
notion d’accumulation qui suit :

Définition 2.4.1. — Soit h une hauteur d’Arakelov sur V telle que [o(h)] ap­
partienne à l’intérieur du cône effectif. Un fermé irréductible strict F de V est dit
modérément accumulateur pour h si et seulement si pour tout ouvert non vide
W de F , il existe un ouvert non vide U de V tel que

lim
H→+∞

nW,h(H)

nU,h(H)
> 0.

Nous renvoyons à [BT3] et [Pe2, §2.4] pour des exemples de telles sous­variétés.

Notation 2.4.2. — Si V est une variété presque de Fano, on considère l’hy­
perplan affine P de NS(V )∨ ⊗ R d’équation 〈y,ω−1V 〉 = 1. Cet hyperplan est
muni d’une mesure canonique θ définie par ω−1V (cf. [Pe1, page 120]). On note
Ceff

(V )∨ le cône dual de Ceff
(V ) défini par

Ceff(V )
∨ = {y ∈NS(V )∨⊗R | ∀x ∈ Ceff(V ), 〈x, y〉 > 0}

et on pose

α(V ) = θ(Ceff
(V )∨ ∩P).

On note également

β(V ) = #H1(k,PicV ).

Remarque 2.4.3. — La constante α(V ) définie par Batyrev et Tschinkel [BT1]
est obtenue en multipliant par (t− 1)! celle considérée ici.

Question 2.4.4. — Soit V une variété presque de Fano sur k et h une hauteur sur
V définie par une métrique adélique sur ω−1V . On suppose que V (k) est dense pour la
topologie de Zariski et que le complémentaire U dans V des sous­variétés modérément
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accumulatrices est un ouvert de Zariski non vide de V . A quelle condition a­t­on
l’équivalence

(2.4.1) nU,h(H)∼ α(V )β(V )τh(V )H(logH)t−1

lorsque H tend vers l’infini ?

Remarques 2.4.5. — (i) L’introduction du facteur β(V ) est due à Batyrev et
Tschinkel [BT1].

(ii) L’équivalence (2.4.1) est compatible avec le produit de variétés [FMT,
§1.2, proposition], [Pe1, corollaire 4.3].

(iii) Elle est vérifiée dans les cas suivants :
­ Si V est une intersection complète lisse dans PN

Q définie par m équations
homogènes de degré d > 2 si

N> 2d−1m(m+1)(d− 1)
[Bir], [Pe1, proposition 5.5.3],

­ Si V est une variété de drapeaux généralisée [FMT], [Pe1, théorèmes 6.1.1
et 6.2.2],

­ Si V est une variété torique lisse [Pe1, §8­11], [BT1], [BT4], [Sal],
­ pour certains fibrés en variétés toriques au­dessus de variétés de drapeaux

généralisées [ST].
(iv) Comme me l’a signalé Tschinkel, la question 2.6.1 dans [Pe2] est mal

posée. En général on peut seulement espérer que la fonction

s 7→ ζH(sω−1V )/χCeff(V )
((s− 1)ω−1V )

s’étende en une fonction holomorphe au voisinage de 1 et prenne la valeur
β(V )τH(V ) en ce point.

3. Passage au torseur universel

L’objectif de ce paragraphe est de relever au torseur universel chaque coté de
(2.4.1). C’est l’objet des propositions 3.4.2 et 3.5.2.

3.1. Structures sur les torseurs universels. — Nous allons commencer par
rappeler la définition des torseurs universels qui est due à Colliot­Thélène et
Sansuc [CTS1] [CTS3].

Définition 3.1.1. — Soient G un groupe algébrique linéaire sur un corps E et
Y une variété sur E. Un G­torseur au­dessus de Y est la donnée d’un morphisme
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fidèlement plat π : X → Y au­dessus de E et d’une action µ : X ×G→ X de G
sur X au­dessus de Y telle que l’application

(g, x) 7→ (gx, x)

définisse un isomorphisme de variétés de G×E X sur X ×Y X .
Par [Mi, théorème III.3.9 et corollaire III.4.7], si G est lisse et abélien, les

classes d’isomorphismes de G­torseurs au­dessus de Y sont classifiées par le
groupe de cohomologie étale H1

ét(Y,G) et par [CTS3, (2.0.2) et proposition
2.2.8], si T est un tore sur E, c’est­à­dire une E­forme de Gn

m et si X est une
variété propre, lisse et géométriquement intègre ayant un point rationnel sur E,
alors on dispose d’une suite exacte naturelle

0→H1(E,T)→H1
ét(X,T)

ρ−→HomGal(Es/E)(X
∗(T),PicXEs)→ 0

où X∗(T) désigne le groupe des caractères de T s et où pour tout torseur T et
tout caractère ξ de T , ρ(T )(ξ) est la classe du Gm­torseur ξ∗(T ) dans PicXEs
qui est isomorphe à H1

ét(XEs ,Gm).
Soit X une variété propre, lisse et géométriquement intègre sur un corps E.

On suppose que le groupe de Picard géométrique PicX s est de type fini et sans
torsion. On note alors TNS le tore dont le groupe de caractère est le Gal(Es/E)­
module PicX s. Un torseur universel pour X est un TNS­torseur T au­dessus de
X dont l’invariant ρ(T ) coïncide avec IdPic(X s).

Remarque 3.1.2. — Nous renvoyons à [CTS3, §2.5, §2.6] et [Pe2, §3.3] pour
des exemples de torseurs universels. Rappelons seulement qu’il résulte de [CTS1,
proposition 6] et de [Sal, §8] qu’un torseur universel au­dessus d’une compacti­
fication équivariante lisse d’un tore T est un ouvert d’un espace affine.

Si Y est une intersection complète lisse dans une variété presque de Fano X
ayant un point rationnel et si la restriction de PicX s à PicY s est un isomor­
phisme, alors on a un diagramme commutatif

0 → H1(E,TNS) → H1
ét(X,TNS) → EndGal(Es/E)(PicX

s) → 0∥∥∥∥
yj∗

y≀
0 → H1(E,TNS) → H1

ét(Y,TNS) → EndGal(Es/E)(PicY
s) → 0

où j désigne le plongement de Y dans X . Il en résulte que les torseurs universels
au­dessus de Y sont obtenus en prenant l’image inverse de Y dans les torseurs
universels au­dessus de X . On dispose donc de diagrammes commutatifs de la
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forme :
TY −−−→ TXy

y
Y −−−→ X

où l’application du haut est une immersion fermée de TNS­ensembles. Si, en
outre, X est une compactification équivariante lisse d’un tore, alors TX se plonge
comme ouvert dans un espace affine AN

E et l’action de TNS s’étend à cet espace
affine.

A chaque torseur universel au­dessus d’une variété presque de Fano sont asso­
ciées deux structures canoniques, à savoir un espace d’adèles et une mesure sur
cet espace. Ces structures ont été définies dans [Pe2, §4.2 et 4.4] mais nous allons
maintenant en redonner une construction intrinsèque.

Notation 3.1.3. — On pose

δ(V ) = inf{〈x,ω−1V 〉, x ∈Ceff
(V )∨ ∩ PicV∨−{0}}.

Hypothèses 3.1.4. — Dans la suite V désigne une variété presque de Fano sur
k dont le cône des diviseurs effectifs Ceff

(V ) est un cône polyédral rationnel de
PicV ⊗R. On suppose en outre que δ(V ) > 1.

On note U une ouvert non vide de V .

Remarque 3.1.5. — La condition (iii) dans la définition 2.1.2 assure que pour
toute variété presque de Fano δ(V ) > 0 et donc δ(V )> 1.

Exemple 3.1.6. — Si V est une intersection complète lisse dans PN définie par
m équations f1, . . . , fm de degrés respectifs d1, . . . , dm, alors

ω−1V =OV

(
N +1−

m∑

i=1
di

)

et la condition s’écrit δ(V )−1 =N−∑m
i=1 di > 0, qui est exactement l’hypothèse

faite dans [Pe1, page 131]. La raison pour laquelle cette condition apparaît dans
[Pe1] est exactement la même qu’ici : elle assure la convergence de sommations
liées à la formule d’inversion de Möbius.

Exemple 3.1.7. — Si V est une compactification équivariante lisse d’un tore

T sur k et V (1)
T désigne l’ensemble des sous­variétés irréductibles invariantes de
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codimension un de V , on a une suite exacte canonique

(3.1.1) 0→ X∗(T)
j→

⊕

D∈V (1)
T

ZD
π→ PicV → 0

où X∗(T) désigne le groupe des k­caractères de T ; le cône Ceff
(V ) est engendré

par les π(D) pour D ∈ V (1)
T et

ω−1V =
∑

D∈V (1)
T

π(D).

Supposons qu’il existe λ de Ceff(V )∨ ∩ PicV∨−{0} vérifiant 〈λ,ω−1V 〉 = 1. On a
alors 〈

λ,
∑

D∈V (1)
T

π(D)
〉
= 1 et ∀D∈ V (1)

T , 〈λ,π(D)〉> 0

et donc il existe D0 ∈ V (1)
D tel que

〈λ,π(D)〉 =



1 si D =D0,

0 sinon.

Si on considère la suite exacte duale de (3.1.1),

0→ PicV∨ π∨−→
⊕

P∈V (1)
T

ZD∨
j∨−→ X∗(T)∨→ 0,

on obtient que D∨0 = π∨(λ) et donc D∨0 ∈ Ker j∨. Mais il résulte de [Da, §6] que,
par définition de j, l’application j∨ est non nulle en D0, ce qui est contradictoire.
Par conséquent les variétés toriques projectives et lisses vérifient les conditions
ci­dessus.

Exemple 3.1.8. — Si V est le surface obtenue en éclatant quatre points en po­
sition générale sur P2k, alors

PicV = ZΛ⊕
4⊕

i=1
ZEi

où on note Λ le relevé strict d’une droite de P2k et Ei les diviseurs obtenus par
éclatement. Le cône effectif est engendré par les diviseurs Fi,5 = Ei pour 16 i 6 4
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et Fk,l =Λ−Ei−Ej pour {i, j, k, l} = {1,2,3,4} et le faisceau canonique est donné
par

ω−1V = 3Λ−
4∑

i=1
Ei = 2F1,2 +F3,4 +F3,5 +F4,5.

Comme le groupe des automorphismes de V agit transitivement sur les diviseurs
Fi,j, on obtient que pour tout i, j avec 16 i < j6 5, ω−1V −2Fi,j appartient au cône
effectif. Par conséquent cette surface vérifie également le condition précédente.

Notation 3.1.9. — On note A−Ceff(V ),k
le schéma affine

Spec(k[−Ceff
(V )∩X∗(TNS)]G )

où G désigne le groupe de Galois absolu de k. Pour tout torseur universel T

au­dessus de V , on note T̂Ceff(V )
le produit contracté

T ×TNS A−Ceff(V ),k
.

On dispose d’une immersion ouverte T → T̂Ceff(V )
, l’action de TNS s’étend à

T̂Ceff(V )
et on a une fibration T̂Ceff(V )

→ V en variétés toriques affines géomé­

triquement isomorphes à la variété A−Ceff(V ),k
.

On appelle espace adélique associé à T et Ceff
(V ) l’intersection

TCeff(V )
(Ak) =

( ∏

v∈Mk

T (kv)
)
∩ T̂Ceff(V )

(Ak)

qui peut être explicitement décrit comme produit restreint des T (kv) (cf. égale­
ment [Pe2, §4.2]).

Nous allons maintenant démontrer la trivialité de ω
T

.

Lemme 3.1.10. — Si Y est une variété lisse sur un corps algébriquement clos E et
si π : X → Y est un T­torseur où T est un tore, alors il existe un isomorphisme

ωX −̃→ π∗(ωY ).

En outre cet isomorphisme est canonique au signe près.

Remarque 3.1.11. — Ce lemme est en fait un généralisation facile de l’existence
d’une forme volume naturelle, bien définie, au signe près, sur le tore T .
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Démonstration. — Soit (ξi )16i6t une base de X∗(T). Comme E est algébrique­
ment clos, cette base induit un isomorphisme de T sur Gt

m. Les classes d’isomor­
phismes de T­torseurs sur Y sont classifiés par

H1
ét(Y,T) −̃→H1

ét(Y,Gm)
t −̃→H1

Zar(Y,Gm)
t .

Par conséquent π est localement triviale pour la topologie de Zariski. Soit U =
SpecA un ouvert affine de Y sur lequel π se trivialise, c’est­à­dire sur lequel il
existe une section s :U → X de π, l’isomorphisme correspondant ϕ : π−1(U ) −̃→
U ×T étant caractérisé par

ϕ ◦ s(y) = (y, e).

SoitXi = ξi◦ϕ : π−1(U )→Gm. On a donc queXi appartient à Γ(π−1(U ),OY )
×.

Alors, par [Ha, remarque 8.9.2 et exemple 8.11.1] la famille (dXi
Xi

)16i6t est une

base de Ω1
X/Y en tant que OX module et donc ∧ti=1

dXi
Xi

fournit une trivialisation

de det(Ω1
X/Y ) sur π−1(U ). D’autre part on a une suite exacte de fibrés vectoriels

(cf. [Ha, proposition 8.11])

0→ π∗Ω1
Y/E

j−→Ω1
X/E→Ω1

X/Y → 0,

où l’injectivité résulte de l’hypothèse de lissité. Par conséquent on a un isomor­
phisme canonique

ωX/E −̃→ π∗(ωY/E)⊗ det(Ω1
X/Y ).

Donc ∧ti=1 dXi
Xi

fournit un isomorphisme

(3.1.2) ωX/E|π−1(U )
−̃→ π∗(ωY/E)|π−1(U )

.

Si s′ est une autre section trivialisante de π et X ′i : π−1(U )→ Gm les fonctions
correspondantes, on a alors X ′i = aiXi où ai est définie par

ai = X ′i ◦ s ∈ Γ(U,OU )× = A×.
On obtient que

dX ′i
X ′i

=
daiXi
aiXi

=
(dai)Xi + ai (dXi)

aiXi
=

dXi
Xi

puisque dai = 0 dans Ω1
B/A où B = Γ(π−1(U ),OX ). Donc l’isomorphisme

(3.1.2) est indépendant de la section choisie et, par recollement, définit un
isomorphisme

ωX/E −̃→ π∗(ωY/E)
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Si (ξ′i)16i6t est une autre base de X∗(T), alors on note M ∈ GLn(Z) la matrice

de changement de base. La section ∧ti=1
dXi
Xi

sera remplacée par det(M) ∧ti=1
dXi
Xi

ce qui montre qu’au signe près l’isomorphisme est indépendant de la base

choisie.

Lemme 3.1.12. — Avec les notations ci­dessus, le fibré canonique ω
T

est trivial.

Démonstration. — On a une suite exacte

0→H1(k, k[T ]×)→ Pic(T )→ Pic(T )

Mais il découle de [CTS3, proposition 2.1.1] que

Γ(T ,O×
T
) = Γ(V,O×V ) = k×.

Et, par le théorème d’Hilbert 90, Pic(T ) s’injecte dans Pic(T ) et il suffit de
montrer le résultat sur k. Mais par le lemme précédent, on a un isomorphisme

ω
T
−̃→ π∗(ωV ).

En appliquant à nouveau [CTS3, proposition 2.1.1], l’application π∗ de Pic(V )
à Pic(T ) est triviale et, par conséquent, ω

T
est triviale.

Notation 3.1.13. — Par conséquent, il existe une section ω̆T de ω
T

partout
non nulle et, comme Γ(T ,O×

T
) = k×, cette section est unique à une constante

multiplicative près. Par [We, §2] cette section ω̆T définit pour toute place v de
k une mesure ω

T ,v sur T (kv).

Le résultat suivant est annoncé dans [Pe2, remarque 4.4.4].

Lemme 3.1.14. — Avec les hypothèses ci­dessus, si T a un point rationnel, le pro­
duit des mesures ω

T ,v converge et coïncide avec la mesure ω
T

définie dans [Pe2,
définition 4.4.3].

Démonstration. — Il suffit de montrer que l’on peut choisir la section ω̆T de
sorte que la mesure ω

T ,v coïncide avec celle définie dans [Pe2, notations 4.4.1].
Or, par définition, ω

T ,v est localement donnée par la formule

ω
T ,v =

∣∣∣∣∣

〈
∂

∂x1
∧ · · · ∧ ∂

∂xN
, ω̆T

〉∣∣∣∣∣
v

dx1,v . . .dxN,v

où x1, . . . , xn désignent des coordonnés locales analytiques au voisinage d’un
point x de V (kv).
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D’un autre coté, la mesure ω′
T ,v définie par [Pe2, notations 4.4.1] est

construite de la manière suivante : on note ωTNS,v
la mesure définie par la forme

différentielle canonique ω̆TNS sur TNS et on se donne un morphisme ψ
ω−1V

de

T dans ω−1V dont l’image ne rencontre pas la section nulle et qui est compatible
avec le morphisme de tore de TNS → Gm induit par l’injection Z → PicV

envoyant 1 sur la classe de ω−1V . Pour tout point x de V (kv), on considère sur la
fibre Tx(kv) la mesure ω

Tx,v
donnée par

∫

Tx(kv)
f (r)ω

Tx,v
(r) =

∫

TNS(kv)
f (r.y)

∥∥∥∥ψω−1V
(r.y)

∥∥∥∥
−1

v
ωTNS,v

(r)

où y est un point arbitraire de Tx(kv). La mesure ω′
T ,v est alors définie par la

relation
∫

T (kv)
f (y)ω′T ,v(y) =

∫

V (kv)
ωh,v(x)

∫

Tx(kv)
f (y)ω

Tx,v
(y).

Mais, par la démonstration du lemme 3.1.10, ω̆TNS fournit une trivialisation

ω̃TNS du faisceau det(Ω1
T /V ) et donc un isomorphisme ω

T
−̃→ π∗ωV . Par

conséquent, ψ∨
ω−1V

: T → ωV fournit une section partout non nulle de ω
T

,

qu’on peut supposer égale à ω̆T . D’autre part, on peut choisir des coordonnés
locales x1, . . . , xn sur un ouvert W de V (kv) sur lequel T se trivialise et fixer cette
trivialisation

T (kv)|W −̃→W ×TNS(kv).
Des coordonnées locales xn+1, . . . , xN sur TNS(kv) fournissent alors des coordon­
nées locales sur T (kv). On a alors les relations

ω′T ,v =

∥∥∥∥∥
∂

∂x1
∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∥∥∥∥∥
v
‖ψ

ω−1V
(x1, . . . , xN )‖−1v

×
∣∣∣∣∣

〈
∂

∂xn+1
∧ · · · ∧ ∂

∂xN
, ω̆TNS

〉∣∣∣∣∣
v

dx1,v . . .dxN,v

=

∣∣∣∣∣

〈
∂

∂x1
∧ · · · ∧ ∂

∂xN
,ψ∨
ω−1V

(x1, . . . , xN )⊗ ω̃TNS(x1, . . . , xN )

〉∣∣∣∣∣
v

× dx1,v . . .dxN,v
= ω

T ,v.
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Définition 3.1.15. — La mesure

ω
T

=
∏

v∈Mk

ω
T ,v

est, par la formule du produit, indépendante du choix de ω̆T . On l’appelle me­
sure canonique de TCeff(V )

(Ak).

Exemple 3.1.16. — Si V est une intersection complète dans une variété X ,
définie par l’annulation de sections s1, . . . ,sm de fibrés en droites L1, . . . ,Lm de
sorte que la restriction donne un isomorphisme

Pic(X)→ Pic(V )

et que X et V vérifient la convention 3.1.4 et si V a un point rationnel, alors
par la remarque 3.1.2, un torseur universel TV est l’image inverse de V dans
un torseur universel π : TX → X . Comme les faisceaux inversibles π∗(Li ) sont
triviaux pour 1 6 i 6 m, TV est donc défini dans TX par l’annulation de m
fonctions f1, . . . , fm qui vérifient

∀y ∈TX (k), ∀t ∈ TNS(k), fi (t.y) = [Li ](t)fi(y),

où [Li ] ∈ PicV = X∗(TNS). Si ω̆TX
est une trivialisation de ω

TX
, On dispose

alors d’une forme différentielle de Leray ω̆L,TV
section de ω

TV
et définie par la

relation

∀y ∈TV (k), ω̆L,TV
(y)∧ f ∗




m∧

i=1
dxi


 (y) = ω̆TX

(y).

Cette forme différentielle est une section partout non nulle de ω
TV

on peut donc
poser ω̆TV

= ω̆L,TV
.

Si, en outre, X est une compactification projective lisse d’un tore T , alors TX
est un ouvert d’un espace affine AN

k et on peut prendre

ω̆TX
= dx1 ∧ · · · ∧ dxN .

La forme pour TV est alors donnée localement, au signe près, par l’expression
explicite

ω̆L,TV
(x) = det


 ∂fi
∂xlj

(x)



−1

16i,j6m

dx0 ∧ · · · ∧ d̂xl1 ∧ · · · ∧ · · · ∧ d̂xlm ∧ · · · ∧ dxN

pour 16 l1 < · · · < lm 6N .
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3.2. Fonctions de comptage. — Nous souhaitons maintenant expliciter et dé­
montrer la description en termes des torseurs universels de la formule asympto­
tique (2.4.1) telle qu’elle est annoncée dans [Pe2, §5.4].

Le passage au torseur universel nécessite la construction d’un domaine fon­
damental dans le produit

∏
v∈S T (kv) sous l’action de TNS(OS), qui permet­

tra en fait de construire un domaine fondamental de TCeff(V )
(Ak) sous l’action

de TNS(k). Nous allons rappeler la construction d’un tel domaine donnée dans
[Pe2].

On peut rapprocher cette construction du lien entre systèmes de métriques et
sections des applications quotients

T (Ak)/KTNS
→ V (Ak),

où KTNS
est le sous­groupe maximal de TNS(Ak), indiquée par Salberger [Sal,

page 94].

Notations 3.2.1. — Pour tout tore T sur k, on note X∗(T) le Gal(k/k)­réseau

dual de X∗(T) et pour tout place v de k, X∗(T)v le groupe X∗(T)
Gal(kv/kv). En

outre T(Ov) désigne le sous­groupe compact maximal de T(kv) et on pose

KT =
∏

v∈Mk

T(Ov) et W (T) =KT ∩T(k).

Le groupe W (T) est le groupe fini des éléments de torsion dans T(k). On dispose
d’une injection canonique

logv : T(kv)/T(Ov)→ X∗(T)v⊗R.

Quitte à augmenter l’ensemble des mauvaises places S, on peut supposer qu’il
contient les places archimédiennes et les places ramifiées dans une extension ga­
loisienne fixée K/k qui déploie le tore TNS. Par [Ono1, theorem 4] et [Ono2,
§3], on peut en outre supposer que l’application naturelle

TNS(k)→
⊕

v∈Mk−S
X∗(TNS)v

est surjective et qu’on a une suite exacte

0→W (TNS)→ TNS(OS)
logS−−→

∏

v∈S
X∗(TNS)v⊗R
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où logS est induite par les applications logv pour v ∈ S. En outre l’image M de
logS est un réseau dans le noyau du morphisme

∏

v∈S
X∗(TNS)

∨
v ⊗R→ X∗(TNS)

∨
k ⊗R

où X∗(TNS)k = X∗(TNS)
Gal(k/k). On fixe une base deM et on note∆ le domaine

fondamental correspondant de M dans ce noyau et pr une projection du groupe
de gauche sur ce noyau.

On se donne alors un système de hauteurs HK sur K et on note H le système
de hauteurs défini par le diagramme commutatif

NS(V )
[K :k]H−−−→ H (V )y

xNK/k

NS(VK )
HK−−−→ H (VK ).

On suppose en outre que h = H([ω−1V ]) et que

(3.2.1) ∀L ∈Ceff(V )∩ PicV, ∀x ∈ V (k), H(L,x)> 1.

Soit T un torseur universel au­dessus de V ayant un point rationnel y0. Si
L est un fibré en droites sur VK , L× désigne le complémentaire de la section
nulle dans L. Le morphisme Z → PicVK envoyant 1 sur la classe de L induit
un morphisme ϕL : TNSK → Gm,K et ϕL∗(T ) est isomorphe à L×. On note
ψL : T → L un morphisme partout non nul obtenu de cette manière. On fixe
une place p0 de k, et on suppose que la hauteur (L, (‖.‖P)P∈MK

) représente
HK ([L]), on note alors

∀P ∈MK , ∀y ∈T (KP), ‖y‖LP =





‖ψL(y)‖P
‖ψL(y0)‖P

si P 6 | p0
‖ψL(y)‖P
‖ψL(y0)‖P

HK (L,π(y0))

[KP:kp0
]

[K :k] sinon.

Les fonctions ‖.‖LP ne dépendent que de HK ([L]), de y0 et de p0. Elles induisent

des fonctions ‖.‖Lv pour toute place v de k et tout L de PicVv. On obtient des
fonctions

H̃
log
T ,v :T (kv)→ (PicVv)

∨⊗R
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caractérisées par les relations

∀y ∈T (kv), ∀L ∈ PicVv, ‖y‖Lv = q
−H̃

log
T ,v(y)(L)

v

où qv = #Fv si v ∈Mf , qv = e si kv est isomorphe à R et qv = e2 sinon.
On considère alors

(3.2.2) ∆HK
(T ) =

{
y ∈

∏

v∈S
T (kv)

∣∣∣∣pr
(
(H̃

log
T ,v(yv))v∈S

)
∈ ∆

}

qui, par [Pe2, proposition 4.3.1] est, sous réserve d’une augmentation de S, un
domaine fondamental de

∏
v∈S T (kv) sous TNS(OS)/W (TNS).

Nous pouvons maintenant définir les fonctions de comptage.

Notations 3.2.2. — Quitte à agrandir S, on peut fixer un modèle lisse T̂ de
T̂Ceff(V )

. Pour toute place p de k en­dehors de S, on note

TCeff(V )
(Op) = T̂ (Op)∩T (kp).

et on considère

TCeff(V ),S
(Ak) =

∏

v∈S
T (kv)×

∏

p 6∈S
TCeff(V )

(Op).

Pour tout élément b de
⊕

p∈Mk−S X∗(TNS)p, on note bp la composante de b

dans X∗(TNS)p et on pose

TNS(−Ceff
(V ),bp) = {t ∈ TNS(kp) | ∀y ∈Ceff

(V )∩ PicVp, vp(y(t))6 〈y,bp〉}
Notons que

TNS(−Ceff
(V ),0).TNS(−Ceff

(V ),bp) = TNS(−Ceff
(V ),bp)

et si bp ∈ TNS(kp) est tel que logp(bp) = bp, alors

TNS(−Ceff
(V ),bp) = bpTNS(−Ceff

(V ),0)

et
TNS(−Ceff

(V ),bp).TCeff(V )
(Op) = bp.TCeff(V )

(Op).

En réalité les TNS(−Ceff
(V ),bp) vont jouer le rôle d’idéaux dans notre cadre. On

considère alors

b.TCeff(V ),S
(Ak) =

∏

v∈S
T (kv).

∏

p 6∈S
TNS(−Ceff

(V ),bp)TCeff(V )
(Op).
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La fonction de comptage sur le torseur universel T associée au système de
hauteurs HK , au nombre réel positif H et à l’élément b de

⊕
v∈Mk−S X∗(TNS)v

est alors la fonction ΦH
T
(H,b, .) indicatrice de l’ensemble des y = (yv)v∈Mk

de
TCeff(V )

(Ak) vérifiant les conditions qui suivent :

∀v ∈ S, π(yv) ∈U (kv),(3.2.3)

(yv)v∈S ∈ ∆HK
(T ),(3.2.4)

∀L ∈Ceff(V ),
∏

v∈S
‖yv‖Lv 6 1,(3.2.5)

∏

v∈S

(
‖yv‖

ω−1V
v

)−1
6H,(3.2.6)

y ∈ b.TCeff(V ),S
(Ak).(3.2.7)

3.3. Fonctions de Möbius. — Nous aurons besoin dans le prochain para­
graphe de fonctions de Möbius que nous allons maintenant définir et étudier.

Notations 3.3.1. — Soit M un Z­module libre de type fini et C ⊂ M ⊗R un
cône polyédral rationnel strictement convexe, c’est­à­dire de la forme

N∑

i=0
R>0mi

avec mi ∈ M et tel que C ∩ −C = {0}. Si R est un anneau commutatif, on
note R[[C]] (respectivement R((C))) l’ensemble des fonctions M → R dont le
support est contenu dans C (respectivement dans un translaté de C). On dispose
sur ces R­modules d’un produit (de convolution) défini par

∀x ∈M, fg(x) =
∑

y+z=x
f (y)g(z).

En effet si Supp(f )⊂m+C et Supp(g)⊂ n+C alors le support de fg est contenu
dans m+ n+C. La fonction δ0 indicatrice de {0} est une unité pour ce produit.
Si A est une partie de M , on note 1A sa fonction indicatrice.

Exemple 3.3.2. — Si C est un cône régulier c’est­à­dire de la forme

m∑

i=0
R>0mi
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où (mi)06i6m peut être complété en une base de M , alors on a des isomor­
phismes évidents

Z[[C]] = Z[[T1, . . . ,Tm]] et Z((C)) = Z[[T1, . . . ,Tm]][T
−1
1 , . . . ,T−1m ]

où T1, . . . ,Tm sont des indéterminées.

Remarque 3.3.3. — Géométriquement, Q[[C]] peut être vu comme complété
de l’anneau local à l’origine de la variété torique affine

SpecQ[C ∩M]

pour la topologie définie par l’idéal maximal, l’origine étant définie par l’annula­
tion des fonctions correspondant aux éléments de C ∩M −{0}.
Notations 3.3.4. — On a un plongement canonique R[M]⊂ R((C)) et on pose

R[C] = R[M]∩R[[C]]
qui coïncide en fait avec l’algèbre du monoïde C ∩M . On note T une indéter­
minée. Si m ∈M , Tm désigne l’élément correspondant de R[M]. Si f ∈ R[[C]],
on pose ∑

m∈M
f (m)Tm = f.

Si ϕ : M →M ′ est un morphisme de Z­modules libres de type fini envoyant
C dans un cône polyédral rationnel strictement convexe C′ de M ′⊗R et tel que
Kerϕ∩C = {0}, alors on dispose d’un morphisme de R­modules

ϕ∗ : R((C))→ R((C′))

envoyant R[[C]] dans R[[C′]] défini par

∀x ∈M ′, ϕ∗f (x) =
∑

ϕ(y)=x

f (y).

Lemme 3.3.5. — Avec les notation ci­dessus, ϕ∗ est un morphisme d’anneau.

Démonstration. — Si f , g ∈ R((C)) et x ∈M ′, on a les relations

ϕ∗(fg)(x) =
∑

ϕ(y)+ϕ(z)=x

f (y)g(z)

=
∑

y+z=x

( ∑

ϕ(y′)=y
f (y′)

)( ∑

ϕ(z′)=z
g(z′)

)

= (ϕ∗f )(ϕ∗g)(x).
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Exemple 3.3.6. — Si λ ∈M∨ appartient à l’intérieur du cône C∨ défini par

C∨ = {x ∈M∨⊗R | ∀y ∈ C, 〈x, y〉> 0}
alors λ :M→ Z envoie C dans R>0 et on dispose d’un morphisme

λ∗ : R((C))→ R((T)).

Lemme 3.3.7. — Avec les notations qui précèdent, si R est intègre, alors R((C)) est
un anneau intègre.

Démonstration. — Soient f et g deux éléments non nuls de R((C)). On peut
choisir λ de M∨ à l’intérieur de C∨, x0 ∈ Supp f et y0 ∈ Supp g de sorte que

∀x ∈ Supp f −{x0}, λ(x) > λ(x0) et ∀y∈ Supp g−{y0}, λ(y) > λ(y0).
On en déduit que λ∗(f ) et λ∗(g) sont non nuls et le lemme découle de l’intégrité
de R((T)).

Lemme 3.3.8. — Avec les notations ci­dessus, si R est intègre et si f ∈ R[[C]] vérifie
f (0) ∈ R×, alors f est inversible dans R[[C]].

Démonstration. — La fonction g est un inverse de f si et seulement si elle vérifie
la relation

∀y ∈M,
∑

x∈C
g(y− x)f (x) = δ0(y)

Soit C× = C−{0}, alors cette équation s’écrit également

(3.3.1) ∀y ∈M, g(y) = f (0)−1
(
δ0(y)−

∑

x∈C×
g(y− x)f (x)

)
.

Or pour tout m de M∨ à l’intérieur du cône C∨, on a

∀x ∈C×, 〈x,m〉 > 0.

Un récurrence sur 〈x,m〉 montre alors que (3.3.1) défini une fonction g dont le
support est contenu dans C.

Notation 3.3.9. — On note µC l’inverse de 1C dans R[[C]].

Lemme 3.3.10. — En conservant les notations qui précèdent, Il existe P ∈ Z[C] et
une famille finie (mj)j∈J d’éléments de M tels que

1C =
P

∏
j∈J

(1−Tmj)
.
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Démonstration. — Si C est un cône régulier de la forme
∑m

i=0R>0mi , la fonc­
tion 1C peut s’écrire

1C =
∑

n∈Zm
>0

T

m∑
i=1

nimi
=

1
m∏
i=1

(1−Tmi )
.

Dans le cas général (cf. par exemple [Oda, page 23]), on écrit C comme support
d’un éventail régulier Σ, c’est­à­dire que Σ est un ensemble de cônes polyédraux
rationnels strictement convexes de M ⊗R tel que

(i) si σ ∈ Σ et σ′ est un face de σ, alors σ′ ∈ Σ,
(ii) si σ,σ′ ∈ Σ alors σ∩ σ′ est une face de σ et de σ′,
(iii) C = ∪σ∈Σσ,
(iv) tout σ de Σ est régulier.

La fonction 1C s’écrit alors

1C =
∑

σ∈Σ
ασ1σ

avec ασ ∈ Z et le résultat découle du cas précédent.

Proposition 3.3.11. — Pour tout élément λ de M∨ à l’intérieur de C∨, il existe
une constante R telle que

∀x ∈ C, |µC(x)| < R〈λ,x〉.

Démonstration. — L’élément P de Z[C] du lemme 3.3.10 peut s’écrire

P = 1+
∑

m∈C×
αmT

m

On pose Q = 1 +
∑

m∈C×−|αm|Tm. La relation (3.3.1) montre alors que les

coefficients de P−1 vérifient

∀x ∈M,
∣∣∣P−1(x)

∣∣∣6Q−1(x).

Mais par le lemme 3.3.10 la fonction de Möbius s’écrit

µC = P−1
∏

j∈J
(1−Tmi )

et donc

∀x ∈C, |µC(x)|6
(
Q−1

∏

j∈J
(1 +Tmi )

)
(x).
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on en déduit l’inégalité

∀x ∈C, |µC(x)|6 λ∗
(
Q−1

∏

j∈J
(1 +T

mj)
)
(λ(x)).

Soit R0 l’inverse de la plus petite des valeurs absolues des racines de λ∗Q . Dans
C((T)) si λ∗Q s’écrit u

∏d
i=1(1− αiTi) alors

λ∗
(
Q−1

∏

j∈J
(1 +T

mj)
)
= u

∏

j∈J
(1 +T

λ(mj))×
n∏

i=1

(∑

n>0

αni T
n
)
.

Pour tout nombre réel ε > 0, on obtient que les coefficients de la série vérifient

λ∗
(
Q−1 ∏

j∈J
(1 +T

mj )
)
(x)

(R0 + ε)
x → 0

x → +∞
en outre µC(0) = 1 et le lemme est démontré.

Remarque 3.3.12. — L’utilisation de fonction de Moebius dans des situations
similaires apparaît dans [Sc], [Pe1] et [Sal, §11].

3.4. Montée du nombre de points. — Notre but est maintenant d’exprimer
le nombre nU,h(H) en termes des torseurs universels.

Notations 3.4.1. — Une famille de représentants des classes d’isomorphisme
de torseurs universels ayant un point rationnel au­dessus de V , qui est finie par
[CTS2, proposition 2], est notée (Ti )i∈I .

Pour toute place v de Mf − S, on considère le cône

Cv = {x ∈ X∗(TNS)v | ∀y ∈Ceff(Vv), 〈x, y〉6 0}.
On pose µv = µCv

et

µ =
∏

v∈Mk−S
µv :

⊕

v∈Mk−S
X∗(TNS)v→ R.

Proposition 3.4.2. — Avec les notations qui précèdent, quitte à augmenter S, pour
tout nombre réel positif H , on a la relation :

nU,H(H) =
1

#W (TNS)

∑

i∈I

∑

b∈ ⊕
v∈Mk−S

X∗(TNS)v
µ(b)

∑

y∈Ti (k)

ΦH
Ti
(H,b, y).
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Remarques 3.4.3. — (i) Les sommations du terme de droite ne font intervenir
qu’un nombre fini de termes non nuls.

(ii) Si on remplace ω−1V par un autre fibré en droites L à l’intérieur de Ceff(V )
dans la condition (3.2.6) de la définition des fonctions de comptage, la démons­
tration reste valide et on obtient une expression de nU,H(L) en termes des torseurs
universels.

Démonstration. — Soit x un point rationnel de U et i l’unique élément de I
pour lequel Ti a un point rationnel au­dessus de x. Il nous faut montrer que :
(3.4.1)

1

#W (TNS)

∑

b∈ ⊕
v∈Mk−S

X∗(TNS)v
µ(b)

∑

y∈Ti (k)

ΦH
Ti
(H,b, y) =




1 si h(x)6H,

0 sinon.

Mais, pour S assez gros, il résulte de [Pe2, proposition 4.2.2] que TiCeff(V )
(Op)

peut être décrit de la manière suivante :

TiCeff(V )
(Op) = {y ∈Ti (kp) | ∀P ∈ {P ∈MK |P|p}, ∀L ∈ Ceff(V ), ‖y‖LP > 1}.

Il en résulte que
∑

b∈X∗(TNS)p
µp(b)1TNS(−Ceff(V ),b).TCeff(V )

(Op)

est la fonction indicatrice de

{y ∈Ti (kp) | ∀P|p, ∀L ∈ Ceff(V ), ‖y‖LP = 1}.

Le terme de gauche de (3.4.1) est donc #W (TNS)
−1 fois la somme des valeurs de

la fonction caractéristique de l’ensemble des y de Ti x(k) vérifiant les conditions
suivantes :

(yv)v∈S ∈ ∆HK
(Ti ),(3.4.2)

∀L ∈Ceff(V ),
∏

v∈S
‖yv‖Lv 6 1,(3.4.3)

∏

v∈S
(‖yv‖

ω−1V
v )−1 6H,(3.4.4)

∀P ∈MK − SK , ∀L ∈Ceff(V ), ‖yP‖LP = 1,(3.4.5)
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où SK désigne l’ensemble des places de K au­dessus de S. Comme, par (3.2.1)

(3.4.6)
∏

v∈Mk

‖yv‖Lv = H(L,π(y))−1 6 1,

la condition (3.4.5) implique (3.4.3). Mais on a une suite exacte

0→ TNS(OS)→ TNS(k)→
∏

v∈Mk−S
X∗(TNS)v→ 0

et donc les conditions (3.4.2) et (3.4.5) définissent, d’après (3.2.2) un domaine
fondamental pour l’ensemble TCeff(V )

(Ak) sous TNS(k)/W (TNS). D’autre part

la condition (3.4.4), compte tenu de (3.4.5) et de (3.4.6), peut être remplacée
par h(π(y))6H .

3.5. Montée de la constante. — Nous allons maintenant montrer l’analogue
intégral du résultat précédent.

Hypothèses 3.5.1. — Dans la suite nous supposons également que les torseurs
universels au­dessus de V vérifient le principe de Hasse et l’approximation faible.

Proposition 3.5.2. — Avec les notations qui précèdent, sous les hypothèses 3.1.4 et
3.5.1 il existe S tel que pour tout nombre réel positif H on ait

(3.5.1) α(V )β(V )τh(V )
∫ logH

0
ut−1eudu

=
1

#W (TNS)

∑

i∈I

∑

b∈⊕
v∈Mk−S

X∗(TNS)v
µ(b)

∫

TiCeff(V )
(Ak)

ΦH
Ti
(H,b, y)ωTi

(y).

Remarques 3.5.3. — (i) Le terme principal de
∫ logH
0 ut−1eudu est H(logH)t−1 ;

c’est en fait le seul ayant une signification pour le comportement asymptotique.
(ii) L’intégrale converge par le lemme 3.1.14. Il résultera de la démonstration

que la sommation sur b converge absolument.
(iii) En rapprochant la proposition 3.4.2 de la proposition précédente, on

constate que la question 2.4.4 se ramène à des majorations de la forme
∣∣∣∣∣∣∣

∑

y∈Ti (k)

ΦH
Ti
(H,b, y)−

∫

TiCeff(V )
(Ak)

ΦH
Ti
(H,b, y)ωTi

(y)

∣∣∣∣∣∣∣

comme c’était le cas dans [Pe2] pour les fonctions zêta associées.
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Notons que l’équivalence entre ces deux termes lorsque H tend vers l’infini
est l’analogue, dans notre cadre, de la notion de variété strictement d’Hardy­
Littlewood introduite par Borovoi et Rudnick dans [BR].

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que si v est une place de k, T un
torseur au­dessus de V , b un élément de TNS(kv) et U un ouvert de T (kv), alors
par le lemme 3.1.14 et [Pe2, (4.4.1)]

ω
T ,v(bU ) =

∣∣∣[ω−1V ](b)
∣∣∣
−1
v

ω
T ,v(U ).

On en déduit que
∫

TiCeff(V )
(Ak)

ΦH
Ti
(H,b, y)ωTi

(y)

=
1

∏
p∈Mk−S

#Fp
〈ω−1V ,−bp〉

∫

TiCeff(V )
(Ak)

ΦH
T (H,0, y)ωTi

(y).

Mais par l’hypothèse 3.1.4,

∀x ∈Ceff
(V )∨ ∩ PicV∨−{0}, 〈x,ω−1V 〉 > 1

et, Cv étant l’opposé du cône dual de Ceff(Vv), il en résulte que

(3.5.2) ∀v∈Mf − S, ∀b∈ Cv−{0}, 〈b,ωV 〉> 2.

Or il découle du lemme 3.3.7 et de la proposition 3.3.11 que pour toute place v
µCv

est supportée par Cv et il existe une constante Rv telle que

∀b∈ Cv,
∣∣∣µCv(b)

∣∣∣ < R
〈b,ω

V
〉

v .

En outre, l’ensemble décrit par les paires (X∗(TNS)v,Cv) étant fini, on peut choi­
sir une constante R indépendante de v. Quitte à agrandir S, la série

∑

b∈⊕X∗(TNS)v
µv(b)(#Fv)

〈b,ω−1V 〉

converge absolument et par (3.5.2), il existe une constante R′ telle que
∣∣∣∣∣∣∣
1−

∑

b∈X∗(TNS)v
|µv(b)|(#Fv)

〈b,ω−1V 〉
∣∣∣∣∣∣∣
<

∑

b∈Cv−{0}
(R#Fv

−1)〈b,ωV 〉 < R′#Fv
−2.
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Par conséquent,
∑

b∈⊕
v∈Mk−S

X∗(TNS)v
µ(b)

∏

v∈Mk−S
(#Fv)
〈ω−1V ,bv〉

converge absolument et le terme de droite de (3.5.1) se met sous la forme

(3.5.3)
1

#W (TNS)

∏

p∈Mk−S




∑

b∈X∗(TNS)p

µp(b)

#Fp
〈ω−1V ,−b〉




1
p
d
dimTi

×
∑

i∈I

∫
∏

v∈S Ti (kv)
ΦH

Ti ,S
(H,y)

∏

v∈S
ωTi ,v

(y)
∏

v∈Mk−S
ωTi ,v

(TiCeff(V )
(Ov))

où ΦH
Ti ,S

(H,x) désigne la fonction caractéristique de l’ensemble des y de

∆HK
(Ti ) tels que

∏

v∈S
(‖yv‖

ω−1V
v )−1 6H et ∀L∈ Ceff

(V ),
∏

v∈S
(‖yv‖Lv )6 1.

Mais la relation µv1Cv = δ0 implique que

(3.5.4)

∑

b∈X∗(TNS)v

µv(b)

#Fv
〈ω−1V ,−b〉

=




∑

b∈−Cv

1

#Fv
〈ω−1V ,b〉




−1

= Lv(TNS,Ceff
(V ),ω−1V )−1

où Lv(TNS,Ceff(V ),ω−1V ) désigne le terme local de la fonction L de Draxl [Dr,
proposition 4]. D’autre part, il résulte de la démonstration de [Pe2, théorème
5.3.1, page 293] qu’on a la relation
(3.5.5)

∏

v∈Mk−S
ωTi ,v

(TiCeff(V )
(Ov)) =




∏

v∈Mk−S
Lv(TNS,Ceff

(V ),ω−1V )




×



∏

v∈Mk−S
ωTNS,v

(TNS(Ov))Lv(1,PicV )




×



∏

v∈Mk−S
Lv(1,PicV )−1ωh,v(V (kv))


 .
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Fixons un élément i de I et (xv)v∈S ∈
∏
v∈SV (kv) un point appartenant à l’image

de l’ensemble
∏
v∈S Ti (kv). Il découle de [Ono2, pages 120­122] qu’on a une

suite exacte

0→ T1
NS

(∏

v∈S
kv

)
→

∏

v∈S
TNS(kv)→ (PicV )∨⊗R→ 0

qui définit le groupe T1
NS(

∏
v∈S kv). Il existe donc un élément y0 de

∏
v∈S Ti (kv)

tel qu’on ait
∏
v∈S ‖y0‖Lv = 1 pour tout L de PicV . En utilisant la démonstration

du lemme 3.1.14 on obtient comme dans la démonstration de [Pe2, théorème
5.3.1] que

(3.5.6)
∫
∏
v∈S

Ti (kv)
ΦH

Ti ,S
(H,y)

∏

v∈S
ωTi ,v

(y)

= #W (TNS)
∫

{y∈Ceff(V )
∨|〈y,ω−1V 〉6logH}

e〈ω
−1
V ,y〉dy

×ω
T1NS,S

(
T1
NS

(∏

v∈S
kv

)
/TNS(OS)

)(∏

v∈S
ωh,v

)(
π
(∏

v∈S
Ti (kv)

))

où ω
T1NS,S

est la mesure induite par la forme canonique sur T1
NS(

∏
v∈S kv)/TNS(OS).

Mais on obtient directement l’égalité

(3.5.7)
∫

{y∈Ceff(V )
∨|〈y,ω−1V 〉6logH}

e〈ω
−1
V ,y〉dy = α(V )

∫ logH

0
ut−1eudu

et on déduit du théorème d’Ono [Ono3, main theorem] l’égalité suivante

(3.5.8)

#H1(k,PicV )

#X 1(k,TNS)
=

1p
d
t

[
lim
s→1(s− 1)

tLS(s,PicV )
]−1

ω
T1NS,S

(
T1
NS

(∏

v∈S
kv

)
/TNS(OS)

)

∏

v∈Mk−S
ωTNS,v

(TNS(Ov))Lv(1,PicV )

où

X
1(k,TNS) = Ker

(
H1(k,TNS)→

∏

v∈Mk

H1(kv,TNS)
)
.
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En réunissant les formules (3.5.3) à (3.5.8), on obtient que le terme de droite de
la proposition peut se réecrire

α(V )β(V )
∑

i∈I

ωh

(
π
( ∏
v∈Mk

Ti (kv)
))

X
1(k,TNS)

.

Mais il résulte de l’hypothèse 3.5.1 sur les torseurs universels que tout
point de V (k) appartient exactement à #X 1(k,TNS) ensembles de la forme
π(

∏
v∈Mk

Ti (kv)). La somme coïncide donc avec τh(V ).

4. Intersections complètes

Dans ce paragraphe, on se place dans le cas où V est une intersection complète
dans une variété X et on cherche à écrire la somme (resp. l’intégrale) obtenue
pour TV en termes de celle de TX . C’est l’objet de la proposition 4.1.4 et du
théorème 4.7.2.

4.1. Encerclement du nombre de points. —

Hypothèses 4.1.1. — Dans ce paragraphe, on suppose que V est une intersec­
tion complète dans une variété X presque de Fano sur k de sorte que V elle­même
soit presque de Fano et qu’on ait un isomorphisme

PicX −̃→ PicV

qui envoie le cône des diviseurs effectifs de X exactement sur celui de V . On
suppose en outre que

∀L ∈ Ceff
(V )∨ ∩ (PicV∨−{0}), 〈L,ω−1V 〉 > 1.

Remarque 4.1.2. — Si V est une intersection complète dans une variété torique
projective et lisse sur k vérifiant les hypothèses de la proposition 2.1.5 alors les
conditions qui précèdent, à l’exception des deux dernières sont automatiquement
vérifées.

Notations 4.1.3. — On fixe un torseur universel TV au­dessus de V et on
suppose V définie par l’annulation dem sections s1, . . . ,sm de fibrés [Li ] ∈ PicX .
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D’après l’exemple 3.1.16, on a un diagramme commutatif de la forme

TV
ȷ̃−−−→ TXyπV

yπX

V
j−−−→ X

où ȷ̃ est une immersion fermée de sorte que TV soit défini par l’annulation de m
sections f1, . . . , fm du faisceau structural OTX

, vérifiant les relations

(4.1.1) ∀y ∈TX (k), ∀t ∈ TNS(k), fi (t.y) = [Li ](t)fi(y).

On note f : TX → Am
k l’application induite. On peut noter que l’application f

s’étend au schéma T̂X = T̂XCeff(X)
.

Soit χ le caractère de Tate Ak/k→ S1. Il est défini par

ξ 7→ e2iπΛ(ξ)

où Λ =
∑

v∈Mk
Λv et Λv : kv→ R/Z est donnée par Λv = Λp ◦Trkv/Qp

où p est

l’unique place de Q sous v, Trkv/Qp
l’application trace et Λp le caractère défini

par :
­ si Qp = R, λp(x) = [−x], la classe de −x dans R/Z,
­ sinon, Λp est la composée des applications naturelles

Qp→Qp/Zp→ R/Z.

Par [Ta, theorem 4.1.4], l’application qui à un élément x de k associe ξ 7→ χ(xξ)

définit un isomorphisme de k sur le groupe Âk/k des caractères de Ak/k, et par
[Ta, theorem 4.1.1], l’application qui à un élément η de Ak associe ξ 7→ χ(ηξ)

définit un isomorphisme de Ak sur son groupe des caractères Âk. On obtient
donc des dualités

e(〈., .〉) : (Ak/k)
m× km→ S1 et e(〈., .〉) :Ak

m×Ak
m→ S1.

On note également ev le caractère défini par ξ 7→ e2iπΛv(ξ). Par [Ta, §2.2], la
mesure autoduale dξv sur kv pour ev est donnée par

dξv =





dxv si v∈M∞,

#(Ov/dv)
−1/2dxv sinon,

où, pour toute place finie v de k, dv désigne la différente absolue de kv. On note

dξ la mesure autoduale
∏
v∈Mk

dξv =
1p
d

∏
v∈Mk

dxv sur Ak.
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On fixe un système de hauteurs HX sur X et on note HV le système induit
sur V , on note UX un ouvert de X et UV = UX ∩V que l’on supposera dense.
On remplacera dans la suite U par UX (respectivement UV ) dans la définition

des fonctions Φ
HX
TX

(H,b, .) (respectivement Φ
HV
TV

(H,b, .)) ainsi que ω−1X par ω−1V
dans celle de Φ

HX
TX

(H,b, .). On se donne également une fonction ρ :Ak
m → R

continue, qui envoie 0 sur 1 et dont l’introduction sera justifiée au paragraphe 5.

Proposition 4.1.4. — Avec les notations et conventions qui précèdent, pour tout b
du produit

∏
v∈Mk−SX∗(TNS)v et tout H ∈ R>0, on a la relation

∑

y∈TV (k)

Φ
HV
TV

(H,b, y) =
∫

Ak
m/km

∑

y∈TX (k)

Φ
HX
TX

(H,b, y)ρ(f (y))e(〈ξ, f (y)〉)dξ .

Démonstration. — Soit g la fonction de km dans R définie par

g(z) = ρ(z)
∑

{y∈TX (k)|f (y)=z}
Φ

HX
TX

(H,b, y).

Alors, comme {y ∈TX (k) |Φ
HX
TX

(H,b, y) 6= 0} est fini, f ne prend qu’un nombre

fini de valeurs sur cet ensemble et donc g est à support fini. Par la formule d’in­
version de Fourier, on a donc

g(0) =
∫

Ak
m/km

∑

z∈km
g(z)e(〈ξ, z〉)e(−〈ξ,0〉)dξ .

La proposition s’obtient alors à l’aide de la définition de g.

4.2. Encerclement de la constante : introduction. — Notre objectif est
maintenant d’obtenir un analogue intégral du résultat précédent, c’est­à­dire une
formule de la forme

∫

TVCeff(V )
(Ak)

Φ
HV
TV

(H,b, y)ω
TV

(y) =

∫

Ak
m

∫

TXCeff(X )
(Ak)

Φ
HX
TX

(H,b, y)ρ(f (y))e(〈ξ, f (y)〉)ω
TX

(y)dξ .

Nous allons nous inspirer pour cela du travail d’Igusa [Ig2, §IV.6]. Pour cela il
nous faut tout d’abord construire l’analogue intégral de g et nous utiliserons la
définition suivante :
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Définition 4.2.1. — Soit z un élément de kv
m ; soit T

z
X la sous­variété de

TXkv
définie par le système d’équations

f (y) = z .

On considère alors la forme différentielle ω̆z définie par la relation :

ω̆z (y)∧ f ∗
( m∧

i=1
dxi

)
(y) = ω̆TX

(y)

dans ω
TX |T z

X
.

Remarque 4.2.2. — Comme indiqué dans l’exemple 3.1.16, si z = 0 alors ω̆z
coïncide avec la mesure ω̆TV

.

Exemple 4.2.3. — Si X est en outre une compactification équivariante projec­
tive lisse d’un tore T , alors TX est un ouvert d’un espace affine AN

k et la forme
obtenue coïncide avec la forme de Leray usuelle.

Définition 4.2.4. — On note ωz ,v la mesure sur T z
X (kv) définie par la forme

différentielle ω̆z .

Remarque 4.2.5. — Si z est un élément de km et si T
z
X est une variété non­

singulière sur k, ce qui résulte de nos hypothèses si m = 1, alors il résulte de [We,
theorem 2.2.5] que pour presque toute place finie p de k, on a la relation

∫

T
z
X (Ov)

ωz ,v =
#T z

X (Fv)

#Fv
dimT

z
X

où T
z
X désigne un modèle de T

z
X sur OS .

Avant de passer à la formule adélique, il convient de considérer la formule
locale correspondante qui s’écrit pour une fonction Φ convenable de TX (kv)
dans R :

(4.2.1)
∫

TV (kv)
Φ(y)ω

TV ,v(y) =
∫

kmv

∫

TX (kv)
Φ(y)ev(〈ξv, f (y)〉)ωTX ,v

(y)dξv .

Pour cela nous étudions la fonction gv : kv
m→ R définie par la relation :

gv(z ) =
∫

{y∈TX (kv)|f (y)=z }
Φ(y)ωz ,v(y).

Comme dans [Ig2, §IV.6], cette étude comprend deux parties indépendantes et
de natures différentes. D’une part il faut montrer que gv est continue en 0, ce qui
se ramène à un problème de nature géométrique. D’autre part, il faut déterminer
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si la transformation de Fourier de gv appartient à L1(kv
m), qui est un problème

analytique associé à des majorations de sommes d’exponentielles.
Finalement le passage du local à l’adélique nécessite la construction pour tout

z de Ak
m d’une mesure ωz sur le produit restreint des T

zv
X (kv) relativement

aux
T

zv
X (kv)∩TXCeff(X)

(Ov).

La convergence de cette mesure passe également par une majoration de la trans­
formée de Fourier de gv.

Le prochain paragraphe est consacré à l’aspect géométrique de la question, à
savoir l’étude de ce qu’Igusa nomme “données numériques”.

4.3. Aspect géométrique. — Dans [Ig2, §IV.6], la partie géométrique est liée
à des résolutions des singularités ; ici ce rôle est joué par des plongements équiva­
riants de TX .

Pour cette étude nous ferons l’hypothèse suivante :

Hypothèses 4.3.1. — La variété V est une hypersurface de X .

Remarque 4.3.2. — (i) On peut a priori se ramener à cette hypothèse par un
argument d’itération.

(ii) Cette hypothèse entraîne que la variété T
z
X est lisse pour tout z de k. Cela

résulte de l’hypothèse sur V si z = 0 et de la formule (4.1.1) sinon.

Définition 4.3.3. — On dira que V vérifie l’hypothèse (G) s’il existe une désin­
gularisation AΣ de ACeff(X)

qui est équivariante sous l’action de TNS.

Remarque 4.3.4. — L’existence d’une telle désingularisation a été annoncée par
Brylinski [Bry].

Proposition 4.3.5. — Si V vérifie l’hypothèse (G) et si Φ est une fonction continue
à support compact dans T̂X (kv), alors la fonction

gv : kv → R
z 7→ ∫

{y∈TX (kv)|f (y)=z}Φ(y)ωz,v(y)

est continue.

Démonstration. — La continuité en­dehors de 0 est immédiate. Pour z = 0, il
nous faut désingulariser T̂X . On considère donc une désingularisation équiva­
riante AΣ de ACeff(X)

qui correspond à un éventail régulier Σ dont Ceff
(X)∨ est

le support (cf. [Oda, §1.5] et la démonstration du lemme 3.3.10). L’ensemble
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Σ(1) des générateurs des cônes de dimension un dans Σ est en bijection avec
l’ensemble des k­hypersurfaces TNS­invariantes de AΣ et on pose

δΣ(V ) = inf
σ∈Σ(1)
〈σ,ω−1V 〉.

Comme Σ(1)⊂ Ceff(V )∨ ∩ PicV∨−{0}, on a

δΣ(V )> δ(V ) > 1.

Le produit contracté
TX,Σ =TX ×TNS AΣ

définit alors une désingularisation de la variété T̂X et on dispose d’un diagramme
commutatif

TX
ȷ̂→ TX,Σ
ցj ↓ π

T̂X

où j et ȷ̂ sont des immersions ouvertes. Les composantes géométriques irréduc­
tibles du complémentaire de TX dans TX,Σ sont en bijection avec les éléments
de Σ(1). Pour chaque σ de Σ(1), on définit comme dans [Ig2, §III.2.2], les don­
nées numériques (Nσ , νσ) le long du diviseur correspondant Dσ dans TX,Σ de la
manière suivante : on se place sur une extension Kv de kv sur laquelle Dσ est dé­
fini, Nσ désigne la multiplicité de f sur Dσ et si X1, . . . ,XN sont des coordonnées
v­adiques au voisinage d’un point x0 de Dσ, en­dehors des intersections Dσ∩Dσ′
pour σ′ 6= σ, de sorte que Dσ ait pour équation X1 = 0 au voisinage de x0, alors
la forme π∗ω̆TX

s’écrit

(4.3.1) ηX
νσ−1
1

N∧

i=1
dXi

au voisinage de x0, où η désigne une fonction localement inversible au voisinage
de x0.

Supposons que Φ soit à valeurs positives ou nulles. Lorsque z tend vers 0, la
fonction gv tend vers

∫

TX,Σ
Φ ◦ π(y)ω(0,v)(y)6 +∞

où ω(0,v) est une mesure supportée par

ȷ̂(TV )∪
⋃

σ∈Σ(1)
Dσ.



42 EMMANUEL PEYRE

La restriction à chacun des diviseurs Dσ est donnée par
∣∣∣∣∣∣∣

ηY
νσ−1
1
∂f ◦π
∂Y1

∣∣∣∣∣∣∣|Y1=0

N∧

i=2
dYi .

Elle est donc finie si Nσ − 16 νσ − 1 et nulle si νσ −Nσ > 0. Par conséquent, si
νσ −Nσ > 0 pour tout σ de Σ(1), la fonction gv est continue en 0.

Il reste à déterminer νσ et Nσ , ce qui peut être fait dans une fibre au­dessus
de X . Fixons donc un élément σ de Σ(1) et donnons­nous une base ξ1, . . . , ξr de
X∗(TNS), de sorte que σ(ξi ) = δ1,i . A une constante multiplicative inversible près
la mesure sur cette fibre correspond à la forme différentielle

n∏

i=1
ξ
〈ξ∨i ,ω−1X 〉
i

dξ1
ξ1
∧ · · · ∧ dξn

ξn

où (ξ∨1 , . . . , ξ∨r ) est la base duale de (ξ1, . . . , ξr). Comme Dσ est donné par ξ1 = 0

et σ = ξ∨1 , on obtient par (4.3.1) que

νσ = 〈σ,ω−1X 〉.
Par ailleurs, par la relation (4.1.1), la restriction de f ◦ π à la fibre est, à une
constante éventuellement nulle près, de la forme

r∏

i=1
ξ
〈ξ∨i ,L〉
i

où L = L1. On obtient donc l’égalité

Nσ = 〈σ,L〉
donc

νσ −Nσ = 〈ω−1X − [L],σ〉 = 〈ω−1V ,σ〉.

4.4. Aspect analytique. — Le but de ce paragraphe est de donner un exemple
pour la condition analytique suivante :

Définition 4.4.1. — On se place dans les hypothèses du paragraphe précédent.
On dira que la paire (X,V ) vérifie la condition (A) si et seulement s’il existe σ > 2
tel que, quitte à agrandir S, pour toute place finie v de k et tout sous­ensemble
W ouvert compact de T̂X (kv) on ait

∀ξ∈ kv−Ov,

∣∣∣∣∣

∫

TX (kv)∩W
ev(ξf (x))ωTX

(x)

∣∣∣∣∣6C|ξ|−σv
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pour une constante C égale à 1 si v 6∈ S et W ⊂ T̂ X (Ov).

Remarque 4.4.2. — Il s’agit en fait d’une majoration de somme d’exponen­
tielles.

Nous allons maintenant décrire un cas particulier où cette condition est im­
pliquée par le cas classique des hypersurfaces projectives.

Proposition 4.4.3. — Si en outre X est un produit d’espaces projectifs
∏m
i=0P

ni
Q

sur Q, f est alors donné par un polynôme multihomogène dont le degré total est noté
d. On suppose que la dimension de V est supérieure ou égale à 4 et que

inf
06i6m

ni > 2dd.

Alors la condition (A) est vérifiée pour (X,V ).

Démonstration. — On pose N =
∑m

i=0 ni + 1. Par [Pe2, exemple 4.2.2], on sait

que l’ensemble TX (Qp) ∩ T̂X (Zp) coïncide avec
∏m
i=0(Z

ni+1
p − {0}). Mais la

fonction indicatrice d’un ouvert compact de
∏m
i=0AN (Qp) s’écrit comme com­

binaison linéaire d’indicatrices d’images de ZN
p par des homothéties­translations.

On est donc ramené à la majoration classique
∣∣∣∣∣∣

∫

ZNp
e(ξf (x))dx

∣∣∣∣∣∣
.

Mais les singularités de f (x) = 0 sont contenues dans la réunion

m⋃

i=0

{0}×
∏

j 6=i
A
ni+1
Q .

La codimension du lieu singulier est donc minorée par le plus petit des entiers
ni +1. La proposition résulte alors de [Ig1, lemma 6, page 63].

4.5. Transformation de Fourier locale. — Dans ce paragraphe nous étudions
la validité de la formule locale (4.2.1) sous les conditions décrites dans les deux
paragraphes qui précèdent.

Proposition 4.5.1. — Si V vérifie l’hypothèse (G) et si la paire (X,V ) satisfait la
condition (A), alors pour toute place v de k et toute fonction complexe Φ sur T̂X (kv)



44 EMMANUEL PEYRE

continue, à support compact, C∞ si v est archimédienne et localement constante si v
est finie, on a la relation

∫

TV (kv)
Φ(y)ω

TV ,v(y) =
∫

kv

∫

TX (kv)
Φ(y)ev(ξvf (y))ωTX ,v

(y)dξ v.

Démonstration. — Il résulte de la proposition 4.3.5 que la fonction

gv : kv → R
z 7→ ∫

{y∈TX (kv)|f (y)=z}Φ(y)ωz,v(y)

est continue. Elle est en outre nulle en dehors de l’image par f du support de Φ,
et donc à support compact. A fortiori, gv appartient à L1(kv). La transformée de
Fourier ĝv de gv est bien définie et se met sous la forme

ĝv(ξ) =
∫

kv
gv(z)ev(ξz)dz

=
∫

TX (kv)
ev(ξf (y))Φ(y)ωTX

(y).

Mais par hypothèse si v ∈ Mf , Φ s’écrit comme combinaison linéaire de fonc­

tions indicatrices d’ensembles ouverts compacts Wi de T̂X . Cette transformée
de Fourier se récrit donc

ĝv(ξ) =
∑

i∈J
λi

∫

TX (kv)∩Wi

e(ξf (y))ω
TX ,v

(y)

6C|ξ|−σv
avec σ > 2. Donc ĝv est une fonction L1. Si v est réelle, en passant à la dés­
ingularisation TX,Σ(kv), on obtient que gv est C∞ à support compact et, par
conséquent, ĝv ∈ L1(kv).

Dans tous les cas on peut appliquer la formule d’inversion de Fourier et on
obtient

gv(0) =
∫

kv
ĝv(ξ)dξ

et par conséquent
∫

TV (kv)
Φ(y)ω

TV ,v
(y) =

∫

kv

∫

TX (kv)
Φ(y)ev(ξf (y))ωTX ,v

(y)dξ .
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4.6. Mesures adéliques. — Pour passer de la transformation de Fourier sur kv
à celle sur les adèles, il nous faut démontrer la convergence de certaines mesures
adéliques.

Notation 4.6.1. — Si z est un élément de Ak, on note T z
X (Ak) le produit

restreint de T
zv
X (kv) relativement aux intersections

T
zv
X (kv)∩ T̂X (Ov)

où T̂X est un modèle de T̂X .

Proposition 4.6.2. — Si V vérifie la condition (G) et si la paire (X,V ) vérifie la
propriété (A), alors pour tout z de Ak, le produit des mesures

ωz =
∏

v∈Mk

ωzv,v

converge sur T
z
X (Ak) où ωzv,v

a été définie au paragraphe 4.2.

Cette proposition repose sur le lemme suivant, analogue du lemme 6.6 de
[Ig2, page 165].

Lemme 4.6.3. — Si V vérifie (G) et s’il existe σ > 2 tel que pour presque tout
v ∈Mf − S on ait

∣∣∣∣∣

∫

TX (kv)∩T̂X (Ov)
ev(ξf (y))ωTX ,v

(y)

∣∣∣∣∣ < |ξ|
−σ
v ,

alors pour presque toute place v de Mf − S on a
∣∣∣∣∣

∫

T
zv
X (kv)∩T̂X (Ov)

ω
TX ,v

(y)− 1
∣∣∣∣∣ < Cq−(σ−1)v +C′q−

3
2

v

où C et C′ sont indépendantes de v et qv = #Fv.

Remarque 4.6.4. — Il résulte du lemme précédent que la proposition 4.6.2 est
valide sous la condition analytique plus faible notée (AF) qui suit : il existe un
ensemble S1 de places et un nombre réel σ > 2, tel que pour tout v ∈Mf −S1 on
ait ∣∣∣∣∣

∫

TX (kv)∩T̂X (Ov)
ev(ξf (y))ωTX ,v

(y)

∣∣∣∣∣ < |ξ|
−σ .
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Démonstration du lemme 4.6.3. — On considère la fonction

gv : kv → R
z 7→ ∫

T
zv
X (kv)∩T̂X (Ov)

ωz,v.

Il résulte de la démonstration de la proposition 4.5.1 qu’on a les relations

gv(zv) =
∫

kv

∫

TX (kv)∩T̂X (Ov)
ev(ξv(f (y)− zv))ωTX ,v

(y)dξv

=
∫

kv
ĝv(ξv)ev(−ξvzv)dξ v.

Mais, en­dehors d’un nombre fini de places, si ξ ∈Ov, on a

ĝv(ξ) =
∫

TX (kv)∩T̂X (Ov)
ω

TX

= Lv(TNS,Ceff
(V ),ω−1X )Lv(1,PicV )−1ω

H(ω−1X ),v
(X(kv))

où la deuxième égalité résulte de [Pe2, démonstration du théorème 5.3.1].
Il résulte alors de l’hypothèse 3.1.4 et de [Dr, proposition 3] que

|Lv(TNS,Ceff(V ),ω−1V )− 1|6 C1q
−2
v

et de [Pe1, page 117] que
∣∣∣∣∣∣∣

ω
H(ω−1X ),v

(X(kv))

Lv(1,PicV )
− 1

∣∣∣∣∣∣∣
< C2q

−3/2
v .

Par conséquent ĝv(ξ) est constant pour ξ ∈Ov et vérifie sur cet ensemble

|ĝv(ξ)− 1| < Cq−3/2v .

On en déduit les inégalités

|gv(zv)− 1|6Cq−3/2v +
∫

kv−Ov

|ξv|−σdξv

6Cq−3/2v + (1− 2−(σ−1))−1q−(σ−1)v

où la dernière inégalité est donnée par [Ig2, page 164].
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4.7. Transformation adélique et encerclement de la constante. — Nous
pouvons maintenant énoncer un des principaux résultats de ce texte.

Théorème 4.7.1. — Soit X une variété presque de Fano vérifiant les hypothèses
3.1.4 ainsi que la condition (G). Soit V une hypersurface de X vérifiant également
ces conditions et telle qu’en outre la restriction induise un isomorphisme

PicX→ PicV

envoyant le cône effectif de X sur celui de V . Soit TV un torseur universel au­dessus
de V ayant un point rationnel et s’inscrivant dans un diagramme

TV −−−→ TXy
y

V
j−−−→ X.

On suppose que la paire (X,V ) vérifie (A). On fixe en outre une fonction continue
ρS :

∏
v∈S kv→ R envoyant 0 sur 1 et telle que l’application

(yv)v∈S∩Mf
7→




ρx∞ :
∏

v∈S∩M∞
kv → R

(xv)v∈S∩M∞ → ρ(y ,x )




soit localement constante à valeurs dans les fonctions C∞. On note ρ : Ak → R la
fonction induite. Alors pour toute fonction

Φ =Φ∞.
∏

v∈Mf

Φv :TXCeff(X)
(Ak)→ R

où Φ∞ est C∞ à support compact dans
∏
v∈M∞ T̂X (kv), et Φv localement cons­

tante pour v finie et coïncide avec la fonction caractéristique de TX (kv)∩ T̂X (Ov)
pour presque toute place finie, on a la relation
(4.7.1)∫

TVCeff(V )
(Ak)

Φ(y)ω
TV

(y) =
∫

Ak

∫

TXCeff(X)
(Ak)

Φ(y)ρ(f (y))e(ξf (y))ω
TX

(y)dξ .

Démonstration. — On considère la fonction

g :Ak → R
z 7→ ρ(z )

∫
T z
X (Ak)

Φ(y)ωz (y).
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La fonction g est à support compact et donc a fortiori g ∈ L1(Ak). Il résulte de la
proposition 4.3.5 et de la démonstration de la convergence de ωz que la fonction
g est continue.

Sa transformée de Fourier est donnée par la formule

ĝ(ξ) =
∫

TXCeff(X )
(Ak)

ρ(f (y))Φ(y)e(〈ξ, f (y)〉)ω
TX

(y)

=
∏

v∈Mf −S

∫

TX (kv)
Φv(y)ev(ξvf (y))ωTX ,v

(y)

×
∫
∏

v∈S TX (kv)
ρS(f (y))ΦS(y)eS(ξSf (y))

∏

v∈S
ω

TX ,v
(y)

où ΦS et eS sont définis par produit sur les places de S. Il en résulte que

|ĝ(ξ)|6 C′



∏

|ξv|v>1
|ξv|−σv







∏

v∈Mf

(1 +C#Fv
−3/2)




où σ > 2 et donc ĝ est une fonction L1. En appliquant le formule d’inversion de
Fourier, on obtient (4.7.1)

Théorème 4.7.2. — On suppose que X , V et ρ vérifient les hypothèses du théorème

précédent, que dimV > 2[k : Q] et on considère les fonctions Φ
HX
TX

(H,b, .) définies
au paragraphe 4.2. On suppose en outre que pour toute place archimédienne v de k
les métriques choisies sur X(kv) sont C∞ et la fonction définie sur X(kv) par

f̃v : y 7→
|f (y)|v
‖y‖Lv

est telle qu’en tout point en lequel df̃v = 0 la forme quadratique d2f̃v est non dégéné­
rée. Alors pour tout H de R>0 et tout b de

⊕
v∈Mf −S X∗(TNS)v, on a

(4.7.2)
∫

TVCeff(V )
(Ak)

Φ
HV
TV

(H,b, y)ω
TV

(y)

=
∫

Ak

∫

TXCeff(X )
(Ak)

Φ
HX
TX

(H,b, y)ρ(f (y))e(〈ξ, f (y)〉)ω
TX

(y)dξ .
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Démonstration. — Rappelons que la fonction Φ
HX
TX

(H,b, .) est la fonction indi­

catrice de l’ensemble E défini par

∀v ∈ S, πX (yv) ∈UX (kv),(4.7.3)

(yv)v∈S ∈ ∆HK
(TX ),(4.7.4)

∀L ∈Ceff
(V ),

∏

v∈S
‖yv‖Lv 6 1,(4.7.5)

∏

v∈S
(‖yv‖

ω−1V
v )−1 6H,(4.7.6)

y ∈ b.TXCeff(V ),S
(Ak).(4.7.7)

Elles s’écrivent donc
ΦS ×

∏

v 6∈S
Φv

où les fonctions Φv sont localement constantes, à support compact et coïncident
pour presque toute place v avec la fonction caractéristique de TX (kv)∩ T̂X (Ov).
D’autre part, la fonction ΦS est à support compact dans

∏
v∈S T̂X (kv). En effet

il résulte des conditions (4.7.4), (4.7.5) et (4.7.6) qui précèdent que l’image par
∏
v∈S H̃

log
TX ,v

du domaine E est bornée dans

∏

v∈S
X∗(TNS)

∨
v ⊗R.

En outre la fonction

(xv)v∈Mf ∩S 7→Φx
∞ = ((yv)v∈M∞ 7→ΦS(y ,x ))

est localement constante. Compte tenu de la démonstration du théorème précé­
dent, il suffit de montrer que pour x = (xv)v∈Mf ∩S fixé la fonction

g∞ :
∏

v∈∞
kv → R

z = (zv)v∈M∞ 7→
∫

∏
v∈M∞

T
zv
X (kv)

Φx
∞(y)ρx∞(f (y))ω

TX ,∞(y)

est C1+[k:Q] ce qui entraînera que sa transformée de Fourier admet une ma­
joration de la forme C‖ξ‖−(1+[k:Q]) et donc que la fonction ĝ définie dans la
démonstration précédente appartient à L1(Ak).
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Mais il résulte des hypothèses faites sur les métriques réelles que l’ensemble
E
x∞ défini par les conditions (4.7.4), (4.7.5) et (4.7.6) peut être décrit comme

l’image inverse par l’application C∞ dominante
∏
v∈M∞ H̃

log
TX ,v

d’un polyèdre

Px de
∏
v∈M∞ X∗(TNS)v⊗R. On considére l’application

∏

v∈M∞
H̃
log
TX ,v
×

∏

v∈M∞
f̃v :

∏

v∈M∞
TX (kv)→

∏

v∈M∞
X∗(TNS)v⊗R×

∏

v∈M∞
R.

Au voisinage d’un point en lequel les df̃v ne s’annulent pas, on peut à l’aide de
paramétrisations C∞ se ramener à l’intersection d’un domaine de la forme

Px×
∏

v∈M∞
R⊂

∏

v∈M∞
X∗(TNS)v⊗R×

∏

v∈M∞
R

avec un espace affine dépendant de (zv)v∈M∞ donné par un système d’équations
de la forme

zvlv(t) = yv pour v ∈M∞
où lv est une forme linéaire sur

∏
v∈M∞ X∗(TNS)v⊗R. Au voisinage d’un point

en lequel df̃v s’annule, une réduction analogue amène à considérer en la place v
une équation de la forme

[kv:R]dimX∑

i=1
εiy

2
i,v = zvlv(t).

avec εi ∈ {−1,1}. Notons que ce cas ne peut pas se produire lorsque zv = 0
puisqu’on a supposé V lisse et que l’adhérence du domaine choisi est contenue
dans

∏
v∈M∞TX (kv). Dans tous les cas, l’assertion de dérivabilité résulte de

l’hypothèse sur la dimension de V et de calculs de volumes élémentaires.
On obtient donc que ĝ est L1 et la fin de la démonstration est similaire à celle

du théorème précédent.

Corollaire 4.7.3. — Sous les hypothèses du théorème précédent, on a les relations

(4.7.8) #W (TNS)nU,H(H)

=
∑

i∈I
b∈⊕
v∈Mf −S

X∗(TNS)v

µ(b)
∫

Ak/k

∑

y∈Ti,X (k)

Φ
HX
Ti,X

(H,b, y)ρ(f (y))e(〈ξ, f (y)〉)dξ
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(4.7.9) #W (TNS)α(V )β(V )τh(V )
∫ logH

0
ut−1eudu

=
∑

i∈I
b∈⊕
v∈Mf −S

X∗(TNS)v

µ(b)
∫

Ak

∫

Ti,XCeff(X )
(Ak)
Φ

HX
Ti,X

(H,b, y)ρ(f (y))e(〈ξ, f (y)〉)ω
Ti,X

(y)dξ .

Corollaire 4.7.4. — Si X =
∏m
i=1P

ni
Q et f est donnée par un polynôme homogène

de degré total d de sorte que

inf
16i6m

ni > 2dd,

si V est lisse de dimension supérieure ou égale à 4 et si les métriques sont choisies de
manière à vérifier les conditions ci­dessus, alors on pose N =

∑m
i=1 ni + 1 et on a les

relations
(4.7.10)

nU,H(H) =
1

2m
∑

b∈ ⊕
v∈Mf −S

Zm
µ(b)

∫

AQ/Q

∑

y∈QN

Φ
HX
AN

Q
(H,b, y)ρ(f (y))e(〈ξ, f (y)〉)dξ

(4.7.11) α(V )β(V )τh(V )
∫ logH

0
ut−1eudu

=
1

2m
∑

b∈ ⊕
v∈Mf −S

Zm
µ(b)

∫

AQ

∫

AN
Q
Φ

HX
AN

Q
(H,b, y)ρ(f (y))e(〈ξ, f (y)〉)dydξ .

Démonstration. — Par la remarque 2.1.6, le cône des diviseurs effectifs de V est
donné par celui de X . Il résulte de le proposition 4.4.3 que la paire (X,V ) vérifie
la condition (A). La condition (G) est automatique dans ce cas.
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5. Conclusion

Les deux derniers corollaires du paragraphe précédent permettent de se réduire
à des majorations de différences de la forme

(5.1)

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Ak/k

∑

y∈TX (k)

Φ
HX
TX

(H,b, y)ρ(f (y))e(〈ξ, f (y)〉)dξ

−
∫

Ak

∫

TXCeff(X )
(Ak)

Φ
HX
TX

(H,b, y)ρ(f (y))e(〈ξ, f (y)〉)ω
TX

(y)d ξ

∣∣∣∣∣∣

En s’inspirant de la méthode du cercle, on est alors amené à décomposer l’espace
quotient

∏
v∈Mf

Ov\Ak/k, qui est homéomorphe à un produit de cercles, en

arcs majeurs et arcs mineurs puis à majorer sur les arcs mineurs chacun des deux
termes obtenus ce qui passe par des majorations de sommes d’exponentielles
comme celles qui sont au cœur de la méthode du cercle, et sur les arcs majeurs
la différence entre ces termes. A ce propos il convient de noter que pour ξ = 0 et
ρ = 1, majorer la différence

(5.2)

∣∣∣∣∣∣∣

∑

y∈TX (k)

Φ
HX
TX

(H,b, y)ρ(f (y))e(〈ξ, f (y)〉)

−
∫

TXCeff(X )
(Ak)

Φ
HX
TX

(H,b, y)ρ(f (y))e(〈ξ, f (y)〉)ω
TX

(y)

∣∣∣∣∣∣
.

revient à comparer n
U,HX (ω

−1
V )

avec une formule intégrale. On ne peut donc

espérer que cette différence ne soit négligeable que si UX est fortement saturé
pour ω−1V au sens de Batyrev et Tschinkel [BT3, definition S2], c’est à dire si
pour tout fermé strict W de UX , on a :

n
W,HX (ω

−1
V )

(H)

n
UX ,HX (ω

−1
V )

(H) → 0

H → +∞.

En particulier si V est une hypersurface de produits d’espaces projectifs, cela
implique L ∈ Qω−1X . Il est toutefois envisageable que ce problème puisse être
évité par un choix judicieux de la fonction auxiliaire ρ.
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Notons par contre que si L ∈ Qω−1X , alors l’équivalence des deux termes de
(5.2) pour ξ = 0 résulte de la conjecture pour X .
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