
Géométrie Différentiable
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2.3 Atlas différentiable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4 Courbure de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Champs et formes différentiables 21
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Chapitre 1

Courbes

Une courbe γ : I → Rn est une application C∞ d’un intervalle ouvert
I dans Rn. Si I contient 0 on dit que la courbe γ passe par p = γ(0).

On note :

γ̇ :=
dγ

dt
=
(
dγ1

dt
, . . . ,

dγn
dt

)
où les γk sont les coordonnées euclidiennes de γ. Si on munit Rn du produit
euclidien 〈−,−〉 standard, pour deux courbes γ1 et γ2 on a :

〈γ1, γ2〉̇ = 〈γ̇1, γ2) + 〈γ1, γ̇2〉 (1.1)

Cette formule se vérifie facilement en coordonnées euclidiennes.
On dit que le vecteur t(t0) := γ̇(t0) est le vecteur vélocité au temps t0

et ‖t(t0)‖ la vitesse au temps t0. Une courbe est dite régulière si t 6= 0
partout. Dans ce cas (1.1) implique que sa vitesse est une fonction C∞ qu’on
pourrait donc intégrer le long de γ ; la fonction

τ 7→ s(τ) =
∫ τ

a
‖t(u)‖du

s’appelle la longueur d’arc sur γ (I étant l’intervalle ]a, b[ ). C’est une
fonction strictement monotone, donc inversible : t est une fonction de s et
l’on peut reparamétrer γ par s. On écrira

g(s) := γ(t(s))

et on remarque que par rapport à s la vitesse est toujours = 1.

1.1 Courbes Planes

On suppose que g(s) est une courbe plane régulière paramétrée par la
longueur d’arc s. On pose

t = ġ.
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6 CHAPITRE 1. COURBES

C’est un vecteur unité tangent à la courbe. On choisit n comme vecteur unité
orthogonal à t telle que {t,n} est orienté positivement (contre la direction
de la montre). On dit qu’on a un repère mobile associé à la courbe. Le
repère {t,n} est appelé repère de Frenet.

Si on dérive la relation 〈t, t〉 = 1 on trouve que ṫ ⊥ t et on pose

t = κn, κ : la courbure de γ.

Alors on montre facilement :

Lemme 1.1.1 (Frenet). Soit g une courbe plane paramétrée par la longueur
d’arc.

ṫ = κn
ṅ = −κt.

Soit γ une courbe régulière avec paramètre t. Puisque

dt
dt

=
dt
ds
· ds
dt

=
dt
ds
· ‖γ̇‖,

on obtient

Corollaire 1.1.2 (Frenet–bis).

ṫ = ‖γ̇‖ · κn
ṅ = −‖γ̇‖ · κt.

La motivation du mot “courbure” vient de l’étude d’un cercle ‖x‖ = r
paramétré par la longueur d’arc. On trouve 〈ẋ,x〉 = 0 et donc, dérivant une
fois de plus 〈x, ẍ〉 + 〈ẋ, ẋ〉 = 0 et donc κ〈x,n〉 + 1 = 0 par Frenet, ce qui
donne

κ =
1
r
.

En effet, un cercle devrait être courbé de façon inversement proportionnelle
à son rayon. On introduit, plus généralement, le cercle de courbure de la
courbe g au point g(s0) = g0 par l’équation

‖x− [g0 +
1

κ(s0)
n(s0)]‖ =

1
|κ(s0)|

.

Les centres décrivent la courbe y(s) = g(s)+
1

κ(s)
n(s), appelée développée

de g.
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Exercices au § 1.1

1. Pour une courbe (x(t), y(t)) montrer que

κ =
ẋÿ − ẍẏ

(ẋ2 + ẏ2)3/2
.

2. Déterminer le repère mobile pour une parabole y = px2 sur l’intervalle
x ∈]− 1, 1[.

1.2 Courbes Gauches

Maintenant g soit une courbe régulière dans l’espace euclidien R3 (muni
du produit scalaire standard) et - par nos conventions- paramétrée par la
longueur d’arc. On pose t(s) = ġ(s), le vecteur tangent à la courbe au point
g(s). On définit la courbure comme

κ := |ṫ|. (1.2)

De (t, t) = 1 on déduit que ṫ est orthogonal à t, mais il faut noter que ce
vecteur est 0 aux points où la courbure est 0. Si κ > 0 partout on pose :

n :=
ṫ
κ
.

et on introduit le binormal

b := t× n.

Par construction, le repère {t,n,b}, dite repère de Frenet a une orienta-
tion positive.
En posant

τ := (ṅ,b) (1.3)

on a

Proposition 1.2.1 (Frenet-II).

ṫ = κn
ṅ = −κt + τb
ḃ = −τn.

Démonstration : La première équation sort de la définition de la courbure
(1.2). Pour la seconde, on pose ṅ = αn + βt + γb et il faut donc déterminer
α = 〈ṅ, t〉, β = 〈ṅ,n〉 et γ = 〈ṅ,b〉. Si on dérive 〈n, t〉 = 0 on trouve
α = −κ, de 〈n,n〉 = 1 on trouve β = 0 et dérivant 〈n,b〉 = 0, utilisant (1.3)
on trouve γ = τ . La troisième équation se déduit de façon similaire.
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Remarque. On a l’interprétation suivante de κ et τ . Soit g(s) une courbe à
vélocité 1 et courbure > 0 autour de s = 0. Alors, si on utilise t(0),n(0),b(0)
comme repère, et on écrit g(s) = (x(s), y(s), z(s)). Alors

x(s) = s+ O(s2)
y(s) = 1

2κ(0)s2 + O(s3)
z(s) = 1

6κ(0)τ(0)s3 + O(s4).

Le résultat principal est :

Théorème 1.2.2. Pour la classe des courbes régulières ayant courbure non-
nulle, à une isométrie directe près, la courbe est déterminée par sa courbure
et sa torsion.

Pour montrer ce résultat, on utilise :

Rappel 1.2.3 (Problème de Cauchy - cas linéaire). Soit V un R-espace
vectoriel de dimension finie et A(s) un endomorphisme de V qui dépend de
façon C1 de s ∈ I =]a, b[. Soit s0 ∈ I, y0 ∈ V . Alors le problème de Cauchy

ẏ = A(s)y, y(s0) = y0

admet une solution unique y(s) valable sur I entier.

On déduit :

Lemme 1.2.4. Soit I un intervalle ouvert de R et soient κ, τ : I → R
deux fonctions dérivables, κ > 0. On fixe x0 ∈ R3, {e1, e2, e3} et un repère
orthonormé de R3. Il y a une unique courbe g : I → R3 paramétrée par
longueur d’arc telle que g(s0) = x0 et {t(s0),n(s0),b(s0)} = {e1, e2, e3}.

Démonstration : On l’applique 1.2.3 à V = R3×4, l’espace des matrices à
3 lignes et 4 colonnes qui paramètre les quadruplets des vecteurs (lignes)
de R3. Pour ce qui suit, on utilise la notation suivante : à un m-uplet de
vecteurs (colonnes) de Rn, disons V = {v1, . . . ,vm} on associe la matrice
M(V) dont les m lignes sont les m vecteurs lignes Tvi, i = 1, . . . ,m. La
condition initiale s’écrit alors y(s0) = M(x0, e1, e2, e3) ∈ V , où x0 ∈ R3 et
{e1, e2, e3} est un repère orthonormé de R3. On pose

A =


0 1 0 0
0 0 κ 0
0 −κ 0 τ
0 0 −τ 0

 .

La solution du problème de Cauchy s’écritM(g(s), t(s),n(s),b(s)). La courbe
g passe par x0 et cette courbe sera la courbe cherchée.

On montrera d’abord que {t(s),n(s),b(s)} est un repère orthonormé. Il
suffit de montrer que la matrice B = M(t,n,b) ayant les vecteurs du repère
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pour lignes est orthogonal, i.e. satisfait B◦TB = I. Pour cela, il suffit de voir
que la dérivé de B◦TB est nulle, car alors la matrice constante TB◦B est
égale à TB(s0)B(s0) = I. Or, les 3 dernières équations disent que Ḃ = $B,
Où

$ :=

 0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0


Puisque T$ = −$, on a TḂ = −TB$ et donc

d

dt

[
TB◦B

]
= TḂ◦B + TB◦Ḃ = −TB$B + TB$B = 0,

ce qui montre l’assertion que {t(s),n(s),b(s)} est un repère orthonormé.
Puisque l’orientation du repère est positive au point s0 elle est positive
partout par continuité.

La première équation dit que ġ = t et puisque ‖t‖ = 1, la courbe g
est paramétrée par longueur d’arc. On montre facilement que les 3 autres
équations garantissent que la courbure et la torsion de la courbe g sont κ et
τ .

Une deuxième courbe g̃ qui satisfait les conditions du théorème donne
lieu à un repère orthonormé qui, par Frenet-II, change suivant le même
système d’équations différentielles. Par unicité (1.2.3) on déduit que g =
g̃
Démonstration de 1.2.2 : Soient g et g̃ deux courbes ayant même courbure
et torsion. On considère les deux repères R et R̃ correspondants aux points
x0 = g(s0) et x̃0 = g̃(s0). Il y a une isométrie T avec detT = 1 telle que
T (x0) = x̃0 et telle que T transfère R à R̃. Alors g̃ = g◦T par unicité des
solutions du problème de Cauchy (1.2.3).

Exercices au § 1.2

1. Soit g une courbe tracée sur la sphère S2 = {‖x‖ = 1} paramétrée par
longueur d’arc. Montrer que κ ≥ 1 et exprimer la torsion en fonction
de τ .

2. Soit κ : (interval ouvert I de R)→ R une fonction dérivable telle que
κ > 1. Montrer qu’il y a une courbe contenue dans S2 avec courbure
la fonction κ donnée.

3. On fixe a, b ∈ R, a > 0. Trouver (r, h) telles que l’helicöıde

t 7→ (r cos t, r sin t, ht)

a la courbure a et la torsion b.
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Chapitre 2

Surfaces

2.1 Paramétrages

On se place dans l’espace R3 muni de son produit euclidien standard.

Définition 2.1.1.

1) Une surface paramétrée est une application C∞

ϕ : (Ouvert U de R2) → R3

(u, v) 7→ ϕ(u, v).

telle que les 2 vecteurs ϕu, ϕv soient partout indépendants.

2) M ⊂ R3 est une surface si pour chaque point p il y un ouvert Ṽ ⊂ R3

et un paramétrage ϕ : B →M , ϕ(b) = p telle que ϕB = Ṽ ∩M .

Fig. 2.1 – Deux “surfaces” exclus

11
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Exemple 2.1.2. Une surface de rotation est obtenue en tournant une
courbe régulière dans le plan des (y, z), disons t 7→ (r(t), z(t)), z(t) > 0
autour de l’axe des z. Cela donne

ϕ((t, θ) = (r(t) sin θ, r(t) cos(θ), z(t))

et on vérifie que c’est une surface paramétrée. Ici U = R+×R. One note que
ce paramétrage n’est pas injectif et ne satisfait pas la deuxième condition. En
prenant B = R+×]a, a+ 2π[, a ∈ R quelconque on obtient un paramétrage
injectif. Puisqu’on peut recouvrir R+ × R par de tels sous ensembles M est
une surface.

Fig. 2.2 – Surface de rotation

D’autres exemples sont obtenues en appliquant le théorème des fonctions
implicites, qu’on rappelle ci-dessous.

2.2 Quelques Rappels

Soit F : (Ouvert U de Rn)→ Rm. Alors, rappelons que F est dérivable
au point p ∈ U s’il y a une application linéaire DpF : Rn → Rm telle que

lim
h→0

‖F (p+ h)− F (p)−DpF (h)‖
|h|

= 0.

Cela est équivalent à l’existence de développement de Taylor en p jusqu’à
l’ordre 1 :

F (p+ h)− F (p) = Dp(h) + o(h).
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Soit x la vecteur ligne F (x) = T(F1(x), . . . , Fm(x)). On rappelle que pour

une fonction scalaire G on a ∇G(x1, . . . , xn) =
(
∂G

∂x1
, . . . ,

∂G

∂xn

)
. La repré-

sentation de l’application DpF dans les bases standard est la matrice ja-
cobienne

(
∂F

∂x1
· · · ∂F

∂xn

)
=

∇F1
...
∇Fm

 =
(
∂Fj
∂xi

)
∈ Rn×m.

Si, de plus G : (Ouvert V de Rp) → U est dérivable au point q, G(q) = p,
alors on a la règle de la châıne

Dq(F ◦G) = DpF ◦DqG. (2.1)

On a :

Rappel 2.2.1 (Théorème d’inversion locale). Soit

F : (Ouvert U de Rn)→ Rn

une fonction C∞. On suppose que DpF , p ∈ U est inversible. Alors, quitte
à remplacer U par un voisinage U ′ plus petit de p, F : U ′ → V = F (U ′) est
bijective et F−1 est C∞.

On dit que F |U ′ est un difféomorphisme et que F est un difféomorphis-
me local.

Corollaire 2.2.2 (Théorème des fonctions implicites). Soit U ⊂ Rm × Rk

ouvert. On écrit (x,y) ∈ U . Soit F : U → Rk dérivable. On décompose la
dérivée Dp = (D′p, D

′′
p), p ∈ U suivant la décomposition Rm+k = Rm × Rk.

Si D′′p est inversible, alors, quitte à remplacer U par U ′, voisinage plus petit
de p, le lieu dans U ′ implicitement donné par F (x,y) = F (p) = q est le lieu
explicitement donnée par le graphe d’une fonction C∞

G : (Ouvert V de Rm)→ Rk,

i.e. on a
F−1(q) ∩ U ′ = {(x,y) /x ∈ V, y = G(x)}.

Démonstration : On définit F̃ (x,y) = (x, F (x,y)). Alors

DpF̃ =
(

Im 0
∗ D′′pF

)
.

On applique Rappel 2.2.1 à F̃ , Clairement F̃−1 est de la forme F̃−1(u,v) =
(u, G′′(u,v)) et pour un certain ouvert V de Rm on a F−1(q) = {F̃−1(u, q) /u ∈
V )}) = (u, G′′(u, q)). On pose G(x) = G′′(x, q).
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Corollaire 2.2.3. Soit f : (Ouvert U de R3) → R une fonction C∞ telle
que Dpf = ∇f(p) := (fx(p), fy(p), fz(p)) 6= 0 si f(p) = 0. (On dit que 0 est
une valeur régulière de f). Alors l’ensemble f−1(0) est une surface.

Exemple 2.2.4. Une sphère x2 + y2 + z2 = r2 est une surface.

Une application dérivable F : U → Rn, U ouvert de Rm est appelée une
immersion si DpF est injective au tout point p ∈ U . Une telle application
sétend à une difféomorphisme local F : U × Rn−m → Rn :

Corollaire 2.2.5. Soit

F = (F ′, F ′′) : (Ouvert U de Rm)→ Rm × Rk = Rm+k

dérivable telle que DpF , p ∈ U a rang m. On suppose que DpF
′ est de rang

m et donc inversible (après rénumérotation des coordonnées de l’espace but,
Rm+k cela sera le cas). Alors l’application

U × Rk → Rm+k

(x,y) 7→ (F ′(x), F ′′(x) + y)

est, localement autour du point p, un difféomorphisme.

Exemple 2.2.6. Soit M une surface et p ∈ M , ϕ : U → M , ϕ(b) = p,
un paramétrage local. Alors l’application : Φ : U × R → R3, Φ(u, v, w) =
ϕ(u, v) + w[ϕu × ϕv] est un difféomorphisme local autour de (b, 0) et en
particulier, ϕ est, localement autour de b un paramétrage injectif.

Exercices au § 2.2

1. Soient V,W,Z trois R-espaces vectoriels et soit F : V ×W → Z une
fonction bilinéaire. Calculer DpF .

2. Soit t 7→ r(t) > 0 une fonction dérivable. On considère la surface de
rotation M définie par la courbe t 7→ (r(t), t). Montrer que M est
l’ensemble des zéros d’une fonction avec 0 comme valeur régulière.
Conclure que M est une surface.

3. Soit A = (aij) une matrice symétrique de taille 3. Monter que la
quadrique dans R3 avec coordonnées x1, x2, x3 donnée par

TxAx =
∑

aijxixj = 1, x = (x1, x2, x3).

est une surface si et seulement si A est inversible .

4. Montrer que le cône x2 + y2 = z2, z ≥ 0 n’est pas une surface. Indi-
cation : étudier les courbes qui passent pas l’origine et tracées sur le
cône.

5. Même question pour le cône double x2 + y2 = z2.
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2.3 Atlas différentiable

Comme dans le § 2.1, soit M une surface p ∈ M et ϕ : U → R3 un
paramétrage local pour M avec ϕ(b) = p ; soient les paramètres (u, v). Par
l’exemple 2.2.6 l’application ϕ s’étend à un difféomorphisme Φ : Ũ → W ⊂
R3 (ici Ũ ⊂ U ×R est un ouvert convenable). Son inverse Φ−1 restreint à la
surface M est un inverse de ϕ. Il y a donc un voisinage W ⊂ R3 de p telle
que V := M ∩W s’applique moyennant f := Φ−1|V de façon homéomorphe
sur un voisinage B de b ∈ U . Un tel couple (V, f) est appelé carte et les
fonctions u◦f, v◦f les coordonnées de la carte. Les paramétrages donnent
donc (après restriction aux ouverts convenables) des cartes.

Soit (U ′, ϕ′), p = ϕ′(b′), un autre paramétrage avec extension de ϕ′ à
un difféomorphisme local Φ′ et soit (V ′, f ′) la carte correspondante. Alors
la composition Φ−1◦Φ′ est un difféomorphisme local définie dans un ouvert
convenable U ′′ de U ′ × R. Restreint à U ′′ ∩ U ′ × {0} cela donne donc la
fonction de changement de cartes [ϕ̃−1|M ]◦ϕ′ = f ◦f ′−1. On vient de
montrer :

Lemme 2.3.1. Soit M une surface. Alors M est recouvert par des cartes
telles que les fonctions de changement de cartes soient tous C∞.

Une telle collection de cartes est appelée un atlas différentiable. Un
atlas peut être utilisé pour définir la notion suivante :

Définition 2.3.2. Soit M une surface. Une application F : M → Rm est
appelée dérivable si un des 2 conditions équivalentes sont vérifiées :

1. Chaque point de M admet un voisinage W dans R3 et une extension
de F |(M ∩W ) à une application dérivable W → Rn.

2. Pour chaque carte (U, f) de M l’application F ◦f−1 : (ouvert de R2)→
Rm est C∞.

L’équivalence de ces deux définitions est une conséquence de Corr. 2.2.5.
Une application bijective et différentiable F : M → M ′ ⊂ R3 telle que F−1

soit différentiable est appelée un difféomorphisme entre surfaces.

Remarque 2.3.3. On peut clairement étendre ces définitions aux paramétrages
ϕ : (Ouvert U de Rm) → Rm+k. On exige que Dpϕ a rang m au chaque
point p ∈ U . Cela donne un bout de “surface à m dimensions”. On l’appelle
variété paramétrée de dimension m. Si M ⊂ Rm+k peut être recouvert
par des ouverts qui sont des images de telles variétés paramétrées on appelle
M une variété (immergée) de dimension m. Une telles variété peut être
recouverte par un atlas différentiable comme dans le cas des surfaces. On
a aussi la notion d’une application C∞ entre deux variétés immergées et la
notion d’un difféomorphisme. Si k = 1 on parle d’une hypersurface.

Plus tard (§ 4.1) on va voir comment définir une variété plus abstraite-
ment à partir d’un atlas C∞.
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Exercices au § 2.3

1. Soit M ⊂ R3 une surface compacte. Alors M peut être recouvert pas
un atlas fini.

2. Soit A un atlas et soit A l’ensemble des cartes telles que les fonctions
de changement de cartes avec les cartes de A soient différentiable.
Montrer :
– A est un atlas différentiable ;
– A est un atlas différentiable maximal ;
– A est l’unique atlas différentiable maximal contenant A ;
– deux atlas A et B sont contenus dans le même atlas différentiable

maximal si et seulement si leur réunion est un atlas différentiable ;
cela définit une relation d’équivalence d’atlas ;

2.4 Courbure de Gauss

Soit M une surface et p ∈M . L’espace tangent TpM peut se voir comme
un espace affine qui passe par p (espace immergée) ou comme un espace
vectoriel, son espace vectoriel associée. Dans ce § il sera commode de prendre
le premier point de vue.

Un vecteur tangent ξ ∈ TpM est tangent à une courbe γ : I → M ,
γ(0) = p :

ξ = γ̇(0). (2.2)

Cas particulier : les 2 vecteurs ϕu(0, 0) et ϕu(0, 0) sont tangents aux courbes
u 7→ ϕ(u, 0) et v 7→ ϕ(0, v). Le vecteur

np :=
ϕu(0, 0)× ϕu(0, 0)
‖ϕu(0, 0)× ϕu(0, 0)‖

est le normal à M au point p. Si on change l’orientation des paramètres,
le normal n change à −n. Si on se donne une surface et si les vecteurs
normaux peuvent être choisis telle qu’elles cöıncident sur chaque intersection
des cartes on dit que M est une surface orientable. Les surfaces non-
orientables existent : le ruban de Mœbius est une telle exemple.

Remarque 2.4.1. La même définition s’applique aux hypersurfaces (Rem. 2.3.3) :
une hypersurface est orientable s’il y a un champ non-nulle de vecteurs
normaux.

Si M est orientable un tel choix continu p 7→ np en effet donne une
application C∞

n : M → S2 ⊂ R3 (application normale).
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Si F : M → Rm est dérivable au point p, par définition (2.3.2) F s’étend
à F̃ : V → Rm où V est un voisinage de p dans R3. Soit ξ ∈ TpM . Alors
DpF̃ (ξ) ∈ Rm ne dépend pas de l’extension : la règle de la châıne appliqué
à F̃ ◦γ : I → Rm donne (utilisant (2.2)) :

DpF̃ (ξ) = DpF̃ (γ̇(0)) = DpF̃ ◦D0γ =
d

dt
(γ◦F̃ )|0 =

d

dt
F (γ(t))|0

On peut voir ce vecteur comme un tangent au point q = F (p). On écrira

DpF (ξ) = DpF̃ (ξ) ∈ TqRm.

Si F transforme M à une autre surface M ′ ⊂ R3, ce vecteur sera tangent
à M ′. En effet, F applique chaque courbe par p et tracée sur M , sur une
courbe par q tracée sur M ′. Cela définit :

DpF : TpM → TF (p)M
′ l’application tangente.

Par exemple, pour l’application normale n : M → S2, l’espace tangent à S2

au point np s’identifie naturellement à TpM . En effet, les espaces vectoriels
associés sont les mêmes. On pose

Sp := −Dpn : TpM → TpM (Application de Weingarten) (2.3)

Proposition 2.4.2. S est symétrique par rapport au produit standard.

Démonstration : On écrit l’application normale pour un surface paramétrée
comme n(u, v). Alors

Sp(ϕu) = −nu(p)
Sp(ϕv) = −nv(p).

On dérive les équations

〈n, ϕu〉 = 0 = 〈n, ϕv〉

et on trouve

〈Sp(ϕu), ϕv〉 = −〈nu, ϕu〉 = 〈n, ϕvu〉 = 〈n, ϕuv〉 = −〈nv, ϕu〉 = 〈Sp(ϕv), ϕu〉.

Corollaire 2.4.3. TpM possède un repère orthonormé de vecteurs propres
pour Sp.
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Soit {e1, e2} un tel repère. Alors on a

Sp(e1) = κ(1)
p e1, Sp(e2) = κ(2)

p e2.

On appelle les fonctions κ1, κ2 les 2 courbures principales. On pose

κp := detSp = κ
(1)
p κ

(2)
p (Courbure Gaussienne en p) (2.4)

hp := 1
2 TrSp = 1

2 [κ(1)
p + κ

(2)
p ] (Courbure moyenne en p) (2.5)

κp(ξ) := 〈Sp(ξ), ξ〉/‖ξ‖ (Courbure dans la direction ξ)

Ip := |{ξ ∈ TpM / 〈Spξ, ξ〉| = 1} (Indicatrice de Dupin).

Suivant les signes des deux courbures principales on distingue :

Définition 2.4.4. Un point p ∈M s’appelle
1. elliptique si les deux courbures principales sont non-nulles et ont

même signe (l’indicatrice est un ellipse). Si κ(1)
p = κ

(2)
p = hp (alors

Sp = hp id) on dit que p est un point ombilic,
2. hyperbolique si elles sont non-nulles de signes opposés (l’indicatrice

est une hyperbole),
3. parabolique si exactement une des courbures est nulle (donc κp = 0,

l’indicatrice est un paire de droites)
4. planaire si Sp = 0 (l’indicatrice est vide).

Soit ξ ∈ TpM un vecteur tangent ; le plan Np affine qui passe par p avec
ξ et np comme vecteurs directeurs coupe M suivant une courbe paramétrée
t 7→ γ(t) dont ξ est son vecteur tangent (au point p). Cette courbe s’appelle
section normale suivant la direction ξ. On prend {ξ,np} comme base
positive du plan Np. De cette façon {ξ,np} est la valeur au point p du repère
de Frenet pour γ. Avec cette convention, le résultat suivant explique le choix
du signe dans l’application de Weingarten :

Lemme 2.4.5. Soit ξ ∈ TpM un vecteur de longueur 1 et soit V ⊂ R3 le
plan qui passe par p et avec les deux vecteurs directeurs ξ et np. La courbure
en p de la section normale suivant ξ est égale à la courbure de M dans la
direction de ξ.

Démonstration : Soit s 7→ g(s) une paramétrisation de V ∩M et soit {t(s),n(s)}
le repère de Frenet associé. Alors ṅ(0) = Dp(ξ) = −Sp(ξ), car ξ = ġ(0) =
t(0). On trouve alors

κ(0) = 〈ṫ(0),n(0)〉 = −〈t(0), ṅ(0)〉 = 〈Spξ, ξ〉 = κp(ξ),

car ‖ξ‖ = 1.
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Exercices au § 2.4

1. Soit M une surface de la forme f−1b, où f : R3 → R est dérivable et
b une valeur régulière. Montrer que M est orientable.

2. Soit M ⊂ R3 une surface orientable et compacte. Montrer qu’il y a au
moins un point non-planaire.

3. On suppose qu’une surface M contient un segment rectilinéaire. Mon-
trer : les points de M ne sont pas tous elliptiques.

4. On fixe un point p ∈ M , M une surface paramétrée. Soit {ϕu, ϕv} le
repère standard associé. Les deux formes bilinéaires

I(−,−) := 〈−,−〉
II(−,−) := 〈Sp−,−〉

s’appellent les deux formes fondamentales. Par rapport au repère
standard tradionnellement leurs matrices sont notées(

E F
F G

)
,

(
L M
M N

)
.

Montrer :

(a) La matrice de S est
(
E F
F G

)−1(
L M
M N

)
.

(b)

κp =
LN −M2

EF −G2

hp =
1
2
LG+ EN − 2MF

EF −G2

κ(1),(2)
p = hp ±

√
h2
p − κp (2.6)

5. Soit M le graphe de la fonction (u, v) 7→ f(u, v). Calculer (avec la
notation de la précédente exercice) E,F,G et L,M,N . Montrer que

κ =
fuufvv − f2

uv

W 2
, W := [f2

u + f2
v + 1]2
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Chapitre 3

Champs vectoriels et formes
différentiables sur Rn

3.1 Champs vectoriels

Un champ vectoriel dans un ouvert U ⊂ Rn est une application C∞

X : U → Rn.

On considère X(p) comme vecteur à point initial p. Une autre façon de le
dire ξ := X(p) = (ξ1, . . . , ξn) est un vecteur de l’espace tangent au point p de
Rn. La dérivée dans la direction ξ notée Dξ où Dξ|p opère sur des fonctions
f : U → R comme :

Dξ(f) :=
∑
k

ξk
∂f

∂xk

∣∣∣∣
p

.

Cette définition utilise les coordonnées ; en effet les champs vectoriels constants

∂

∂xk
: U → Rn

p 7→ ek

figurent dans la définition, où {e1, . . . , en} est la base standard de Rn. Cette
dérivée directionnelle opère comme la dérivée partielle ∂

∂xk
.

La dérivée directionnelle ne dépend que de la direction (et elle ne dépend
donc pas du choix des coordonnées) : on a déjà‘a vu que pour tout courbe
γ avec γ(0) = p telle que γ̇(0) = ξ on a

Dξ(f) =
d

dt
(f ◦γ)

∣∣∣∣
t=0

. (3.1)

Cela donne aussi un moyen d’identifier l’espace tangent TpRn d’une façon
abstraite. D’abord il faut localiser autour d’un point, car le résultat (3.1) ne
dépend que de la fonction restreint aux voisinages arbitrairement petits de

21
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p. Sur l’ensemble des fonctions définies dans un voisinage de p on introduit
une notion d’équivalence qui exprime cela :

Définition 3.1.1. Deux fonctions définies dans une voisinage de p définissent
la même germe en p si elles cöıncident sur un voisinage commun de p. La
germe de f en p sera notée [f ]p ou [f ] s’il n’y a pas de confusion. L’ensemble
des germes en p sera noté C∞p .

L’ensemble C∞p est un R-espace vectoriel : l’addition provient de l’addi-
tion des fonctions et pareil pour la multiplication scalaire. La dérivée direc-
tionnelle Dξ se voit alors comme une application linéaire Dξ : C∞p → R. En
effet, c’est une exemple d’une dérivation :

Définition 3.1.2. Une dérivation est une application linéaire

D : C∞p → R

qui satisfait la règle de Leibniz :

D(fg) = f(p)Df + g(p)Dg.

On pose
Derp(Rn) = {D : C∞p → R /D est dérivation}.

L’ensemble Derp(Rn) est un R-espace vectoriel. Cet espace contient les
dérivations ∂

∂xk
, k = 1, . . . , n. Celles-ci sont linéairement indépendantes, car,

si
∑

k λk
∂
∂xk

= 0, on a

λk =

[∑
k

λk
∂

∂xk

]
(xk) = 0.

Si D ∈ Tp, alors comparons D et D′ =
∑

kD(xk) ∂
∂xk

. Pour faciliter les no-
tations, supposons que p = 0 et normalisons d’abord l’écriture d’une germe
en 0 :

f(x)− f(0) =
∫ 1

0
f(tx1, . . . , xn)dt

=
∑
k

xk

∫ 1

0

∂f

∂xk
(tx1, . . . , txn)dt

=
∑
k

xkgk gk ∈ C∞p , gk(0) =
∂f

∂xk
(0).

(3.2)

Lemme 3.1.3. D = D′ =
∑
k

D(xk)
∂

∂xk
.



3.1. CHAMPS VECTORIELS 23

Démonstration : On note d’abord que si c est la fonction constante, Dc = 0,
car Dc = cD1 et D(1 · 1) = D(1) +D(1). Donc D(f) = D(f − f(0)). Appli-
quons D à f−f(0) donnée par (3.2) et utilisons le règle de Leibniz : on trouve
que D(f) =

∑
kD(xkgk) = D(xk)gk(0)+xk(0)Dx(gk) = D(xk)

∂f
∂xk

(0). Donc
D = D′.

Corollaire 3.1.4. L’espace Derp(Rn) des dérivations en p est de dimension

finie n avec base { ∂
∂x1

∣∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣∣
p
}.

On identifiera cet espace avec l’espace tangent de Rn en p :

TpRn 3 ξ ⇐⇒ Dξ ∈ Derp(Rn). (3.3)

Cela donne une définition algébrique de l’espace tangent.
Les mêmes considérations donnent aussi une interprétation géométrique :

Proposition 3.1.5. On dit que deux courbes qui passent par p définissent la
même germe si elles cöıncident sur un intervalle commun de 0. Deux germes
[γ] et [γ′] sont (tangent)-équivalentes, si pour tout germe [f ] en p

d

dt
[f ◦γ]t=0 =

d

dt
[f ◦γ′]t=0

pourvue que les représentants γ et γ′ soient choisies convenablement.

Corollaire 3.1.6. L’espace tangent TpRn s’identifie aux classes d’équiva-
lences des germes de courbes passant par p.

On récapitule :

Théorème 3.1.7. L’espace tangent TpRn de Rn au point p s’identifie à
– l’espace des dérivations C∞p → R en p (description algébrique) ;
– l’espace des classes des germes de courbes passant pas p sous tangent-

équivalence (description géométrique).

Remarque 3.1.8. Si M ⊂ Rn est une variété immergée, on introduira pour
p ∈ M l’espace C∞p (M) des germes de fonctions en p sur M. Alors les
vecteurs tangents à M en p s’identifient aux dérivations C∞p (M) → R.
Géométriquement, on les identifie aux germes en p de courbes tracées sur
M .

On introduit le fibré tangent d’un ouvert U ⊂ Rn :

TU =
∐
p∈U

TpRn.

Ce fibré admet une projection tautologique π : TU → U avec fibres π−1p =
TpRn. Les TpRn s’identifient tous à Rn moyennant les bases { ∂

∂x1

∣∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣∣
p
}.

Cela donne une identification de TU avec un ouvert de R2n :

ιU : TU ∼−→ U × Rn.
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Cet application est compatible avec les projections π : TU → U et
p : U × Rn → U au sens que p◦ι = π. On dit que ιU donne une trivia-
lisation du fibré TU .

Un champ vectoriel n’est rien autre qu’une application dérivable X :
U → TU telle que X(p) ∈ TpRn, c.à.d. telle que π◦X = id. De telles appli-
cations s’appellent sections (dérivables) du fibré tangent et l’ensemble de
ces sections forment l’espace vectoriel C∞(TU) :

Lemme 3.1.9. L’espace vectoriel des champs vectoriels sur U s’identifient
à l’espace vectoriel C∞(TU) des sections dérivables du fibré tangent TU de
U .

Revenons sur la notion de repère :

Définition 3.1.10. Un repère sur U est une collection de n champs vec-
toriels X1, . . . ,Xn ∈ C∞(TU) qui donnent aux chaque point p une base de
Tp. Un repère R induit une trivialisation

ιR : TU → U × Rn∑
k

akXk|p 7→ (p, (a1, . . . , an)).

Dans la suite on a besoin d’une structure supplémentaire sur C∞(TU) :
le crochet de Lie. Avant d’introduire cette opération il nous faut la notion
de dérivée DXf d’une fonction C∞ f : U → R dans la direction d’un
champ X sur U . On pose simplement

DXf(p) := DX(p)(f)

et on note que DXf : U → R est une fonction C∞.
Désormais on simplifiera la notation en écrivant Xf au lieu de
DXf .
Avec cette convention, on a :

Définition 3.1.11. Soient X,Y ∈ C∞(TU). Alors

[X,Y ]pf := Xp(Y f)− Yp(Xf). (3.4)

On vérifie facilement :

Lemme 3.1.12. [X,Y ]p est une dérivation, donc [X,Y ] est un champ vec-
toriel. L’opération (X,Y ) 7→ [X,Y ] (crochet de Lie) satisfait :

– elle est bilinéaire ;
– elle satisfait l’identité de Jacobi :

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Ce lemme montre que C∞(TU) est un exemple d’une algèbre de Lie :
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Définition 3.1.13. Un R-espace vectoriel s’appelle algèbre de Lie si elle
admet une opération bilinéaire [−,−] satisfaisant l’identité de Jacobi. Une
sous-algèbre de Lie est un sous-espace stable par le crochet de Lie.

Exemples 3.1.14. Une autre exemple de base est gl(n), l’espace vecto-
riel des matrices de taille n avec crochet [A,B] = AB − BA. En effet, les
matrices de trace 0 forment une sous-algèbre de Lie sl(n), et les matrices
anti-symétriques le sous-algèbre so(n).

Exercices au § 3.1

1. Calculer les crochets de Lie [ ∂
∂xi
, ∂
∂xj

] et [f ∂
∂xi
, g ∂

∂xj
].

2. Montrer que sl(n) et so(n) sont des sous -algèbres de Lie de gl(n).

3. Montrer que l’espace tangent de GL(n) à l’identité est gl(n) et que les
sous-algèbres sl(n) et so(n) correspondent aux tangents à SL(n) resp.
SO(n).

3.2 Algèbre multilinéaire

Soit V et W deux R-espaces vectoriels de dimension finie.

Définition 3.2.1. Le produit tensoriel V ⊗W est le quotient F/G de
l’espace vectoriel F librement engendré par les couples (v, w) ∈ V ×W par
le sous-espace G engendré par

– α(v, w)− (αv,w), α(v, w)− (v, αw).
– (v′ + v′′, w)− (v′, w)− (v′′, w), (v, w′ + w′′)− (v, w′)− (v, w′′).

Ici α ∈ R, v, v′, v′′ ∈ V , w,w′, w′′ ∈W

La classe d’équivalence de (v, w) est notée v ⊗ w. On a une application
évidente :

V ×W τ−→ V ⊗W
(v, w) 7→ v ⊗ w.

Cette application est bilinéaire et on a :

Proposition 3.2.2. Le couple (V ⊗W, τ) est l’unique couple à isomorphisme
près telle que chaque application bilinéaire ϕ : V ×W → Z se factorise par
une unique application linéaire ψ : V ⊗W → Z, i.e. telle que le diagramme

V ×W
ϕ
−−→ Z

V ⊗W

S
SSw �

��7ψτ

commute
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On montre facilement que si {ej}, j = 1, . . . , n est une base de V et {fk},
k = 1, . . . ,m une base de W , alors les nm produits ej⊗fk forment une base
de V ⊗W .

On rappelle la notion d’espace duale V ∗ d’un espace vectoriel réel V . Les
vecteurs de V ∗ sont les formes linéaires f : V → R avec structure évidente
d’espace vectoriel réel. Si dimV = n <∞ alors V ∗ est dimension n. En fait,
à chaque base {e1, . . . , en} de V on associé la base duale {x1, . . . , xn} défini
par xi(ej) = δij .
Remarque 3.2.3. On a V ⊗ V ∗ ' EndV : à v ⊗ f on associe l’endomor-
phisme w 7→ f(w)v. En termes d’une base {v1, . . . , vn} de V et sa base
duale {x1, . . . , xn}, l’endomorphisme défini par la matrice (aij), correspond
à
∑
aijvi ⊗ xj .

Le R-espace vectoriel

ΛkV := Fk/Gk (k-ième produit extérieur)

est le quotient de l’espace vectoriel Fk librement engendré par V × · · · × V
(k fois) par le sous-espace Gk engendré par

– α(v1, . . . , vk)− (v1, . . . , αvj , . . . , vk), α ∈ R et vj ∈ V , j = 1, . . . , k ;
– (v1, . . . , v

′
j+v

′′
j , . . . , vk)−(v1, . . . , v

′
j , . . . , vk)−(v1, . . . , v

′′
j , . . . , vk), vj , v

′
j , v
′′
j ∈

V , j = 1, . . . , k ;
– (v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vk) + (v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk), 1 ≤ i < j ≤ k,
vj ∈ V .

La classe d’équivalence de (v1, . . . , vk) est notée v1 ∧ · · · ∧ vk. On a une
application évidente

τk : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ ΛkV

(v1, . . . , vk) 7→ v1 ∧ · · · ∧ vk.

L’application est multilinéaire et alternée. On a :

Proposition 3.2.4. Soit

ϕ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→W

multilinéaire et alternée. Alors, il y a une unique application linéaire ψ :
ΛkV →W , telle que le diagramme

V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

ϕ
−→ W

ΛkV

S
SSw �

�
�7
ψτk

soit commutatif. Le couple (ΛkV, τk) est l’unique couple à isomorphisme près
ayant cette propriété.
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La preuve est laissé au lecteur (voir l’exercice 1 ci-dessous). Soit main-
tenant {e1, . . . , en} une base de V . Alors :

Proposition 3.2.5. a) ΛV k = 0 si k > n = dimV ;

b) dim ΛkV =
(
n

k

)
, en effet,

{ei1 ∧ · · · ∧ eik / 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}

est une base de ΛkV .

La démonstration repose sur deux résultats auxiliaires. Pour commencer :

Lemme 3.2.6. v1 ∧ · · · ∧ vk = 0 si et seulement si {v1, . . . , vk} est lié.

Démonstration :⇐ Par anti-symétrie, v ∧ v = 0 pour tout v ∈ V et donc,
si v1 =

∑
j>1 λjvj , alors, par linéarité et anti-symétrie v1 ∧ · · · ∧ vk =∑

j>1±λjv2 ∧ · · · ∧ vj ∧ vj ∧ · · · ∧ vk = 0
⇒ Supposons que les vj sont indépendants. Complétons-les à une base
{v1, . . . , vn} de V . On définit

ϕ : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ R

(x1, . . . , xk) 7→ det(x1, . . . , xk, vk+1, . . . , vn).

Par universalité (Prop. 3.2.4), il existe ψ : ΛkV → R telle que ψ(x1 ∧ · · · ∧
xk) = det(x1, . . . , xk, vk+1, . . . , vn). Donc ψ(v1, . . . , vk) = det(v1, . . . , vn) 6=
0.

Ensuite :

Lemme 3.2.7. Il y a une unique application bilinéaire

ΛpV × ΛqV Φ−→ Λp+qV
(x1 ∧ · · · ∧ xp, y1 ∧ · · · ∧ yq) 7→ x1 ∧ · · · ∧ xp ∧ y1 ∧ · · · ∧ yq.

Cette application s’appelle le produit extérieur.

Démonstration : Pour un q-uplet Y = (y1, . . . , yq) de vecteurs yj ∈ V , j =
1, . . . , q, on considère l’application

V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
p

αY−−→ Λp+qV

(x1, . . . , xp) 7→ x1 ∧ · · · ∧ xp ∧ y1 ∧ · · · ∧ yq.

Puisque αY est multilinéaire et alternée, par universalité (Prop. 3.2.4), il
existe aY : ΛpV → Λp+qV telle que αY (x1, . . . , xp) = aY (x1 ∧ · · · ∧ xp).
Maintenant, pour chaque X ∈ ΛpV on définit

V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
q

→ Λp+qV

(y1, . . . , yq) 7→ aY (X)



28 CHAPITRE 3. CHAMPS ET FORMES DIFFÉRENTIABLES

et par universalité on obtient ΦX : ΛqV → Λp+qV telle que aY (X) = ΦX(Y )
et on pose Φ(X,Y ) = ΦX(Y ).

Avant de compléter la preuve de 3.2.5, on introduit les notations sui-
vantes. Pour I = {i1, . . . , ik} un sous-ensemble ordonné de {1, . . . , n} tel
que 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n. On appelle un tel I un ensemble croissant.
Pour (v1, . . . , vn) ∈ V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

n

on pose

vI := vi1 ∧ · · · ∧ vik .

Démonstration de la Prop. 3.2.5 : a) est une conséquence de Lemme 3.2.6.
b) Écrivons xi =

∑n
j=1 ξijvj , i = 1, . . . , k. Donc

x1 ∧ · · · ∧ xk =
∑
±ξ1i1 · · · ξkikei1 ∧ · · · ∧ eik =

∑
|I|=k

±ξIeI

On voit donc que les eI engendrent ΛkV . Supposons qu’on ait une relation

0 =
∑
|K|=k

λKeK K ⊂ {1, . . . , n} croissant. (3.5)

Pour chaque sous-ensemble croissant I on introduit son complémentaire J ⊂
{1, . . . , n} en exigeant que I ∪ J = {1, . . . , n}. Utilisant le produit extérieur
(Lemme 3.2.7) on multiplie (3.5) avec eJ et on trouve

0 =
∑
K

λIeK ∧ eJ = ±λIe1 ∧ · · · ∧ en

et donc λI = 0.

Remarque. 1. La propriété universelle implique que(
ΛkV

)∗
= Altk(V ), l’espace des formes alternées V × · · · × V︸ ︷︷ ︸

k

→ R.

2. On montre qu’il y a une unique application bilinéaire ΛkV ∗ × ΛkV → R
qui sur les décomposables vaut

(v∗1 ∧ · · · ∧ v∗k, u1 ∧ · · · ∧ uk) := det(v∗i (uj)).

Cet accouplement est non-dégéneré et met en dualité ΛkV ∗ et ΛkV , d’òu un
isomorphisme naturel ΛkV ∗ ' (ΛkV )∗. Donc on a un isomorphisme naturel

ΛkV ∗ ' Altk(V ). (3.6)

L’application anti-symétrique (v, w) 7→ A(v ⊗ w) = v ⊗ w − w ⊗ v se
factorise par Λ2V et l’image étant engendré par les vi ⊗ vj − vj ⊗ vi, 1 ≤
i < j ≤ n, l’ application induite Λ2V → V ⊗V est injective et identifie Λ2V
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comme sous-espace de V ⊗V des 2-tenseurs anti-symétriques. D’autre part,
A induit l’ anti-symétrisation ou alternance

V ⊗ V a−→ V ⊗ V

v ⊗ w 7→ 1
2

(v ⊗ w − w ⊗ v)

avec image Λ2V et on peut le considérer comme la projection de V ⊗ V sur
cette sous-espace :

a : V ⊗ V � Λ2V, a(v ⊗ w) = 1
2 [v ⊗ w − w ⊗ v] = v ∧ w. (3.7)

Exercices au § 3.2

1. Montrer le théorème 3.2.4

2. Donner des exemples d’éléments de ΛkV qu’on ne peut pas écrire
comme produit pure v1∧· · ·∧vk, vi ∈ V . Comparer les cas dimV = 2, 3
et dimV ≥ 3.

3. Soit e(u) la multiplication extérieure avec u ∈ Λ(V ). La multiplica-
tion intérieure i(u) est son dual, i.e.

[i(u)f ](v) = f(u ∧ v), ∀f ∈ Λ(V ∗), v ∈ Λ(V ).

Montrer que i(u) est une dérivation de degré −1, i.e. i(u)Λk(V ∗) ⊂
Λk−1(V ∗) et

i(u ∧ v) = i(u) ∧ v + (−1)ku ∧ v, ∀u ∈ Λk(V ∗), v ∈ Λ`(V ∗),

4. Soit (V, 〈−,−〉 un espace de dimension n muni du produit euclidien
〈−,−〉. On étend le produit à Λ(V ) en déclarant ΛkV et Λ`V ortho-
gonaux si k 6= ` et en posant

〈w1 ∧ · · · ∧ xk, v1 ∧ · · · ∧ vk〉 = det(〈wi, vj〉)

sur les décomposables. Montrer que si {e1, . . . , en} est une base or-
thonormée de V , alors la base donnée au Prop. 3.2.5 donne une base
orthonormée de Λ(V ).
Une orientation de V est un choix d’un des 2 composantes de Λn(V )−
{0}. Une orientation induit une opération

∗ : Λ(V )→ Λ(V )

définie en exigeant que pour chaque base {e1, . . . , en} on a

∗(1) = ±e1 ∧ · · · ∧ en, ∗e1 ∧ · · · ∧ en = ±1,
∗(e1 ∧ · · · ∧ ek) = ±ek+1 ∧ · · · ∧ en,
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où on prend le signe “+” si e1 ∧ · · · ∧ en appartient au composante
de ΛnV − {0} déterminé par l’orientation (on dit qu’on a une base
orientée), et le signe “−” sinon.
Montrer
– sur ΛkV on a ∗∗ = (−1)k(n−k).
– l’opération ∗ est caractérisée par la properiété que pour tout a, b ∈

ΛV on a :
a ∧ ∗b = 〈a, b〉e1 ∧ · · · ∧ en,

où {e1, . . . , en} est une base orientée.
5. Modifier l’exercice précédente au cas de dimV = 4 muni de la métrique

de Lorentz de signature (1, 3) (i.e. sa forme quadratique est donnée par
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3). Pour avoir la même caractérisation (moyennnant

l’orientation standard) il faut changer l’opérateur ∗ comme suit :

∗aIdxI = (−1)|I||J |aJdxJ , I ∪ J = {0, 1, 2, 3}.

Montrer que dans cette situation ∗2 = − id sur Λ2(V ) (au lieu de
∗2 = + id).

3.3 Formes différentielles

Soit U ⊂ Rn ouvert et p ∈ U . Le dual T ∗pRn de TpRn s’appelle l’espace
cotangent. Leur réunion

⋃
p∈U T

∗
pRn forme le fibré cotangent T ∗U . Le

dual d’un repère s’appelle co-repère. Le dual du repère { ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn
} est

noté {dx1, . . . , dxn}. Ce co-repère donne une trivialisation de T ∗U :

T ∗U −→ U × Rn

T ∗pRn 3
∑
j

ajdxj 7→ (p, (a1 . . . , an))

et donc une identification de T ∗U avec un ouvert de R2n. Une forme
différentielle ω de degré 1 est une section (différentiable) de ce fibré :

ω =
∑
j

ωjdxj , ωj ∈ C∞(U).

Exemple 3.3.1. Soit f : U → R une fonction C∞. Alors la différentielle
de f est la 1-forme df suivante donnée par sa valeur en p :

dfp(ξ) = [Dξf ]p , ξ ∈ TpRn.

En particulier, on voit que la différentielle de xj s’identifie à la forme dxj qui
au point p donne le co-vecteur avec même notation. Donc, en coordonnées
on a

df =
∑
j

∂f

∂xj
dxj .
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On passe à la définition générale :

Définition 3.3.2. a) Un k-co-vecteur en p ∈ U est un élément de
ΛkT ∗p (Rn) ;

b) Le fibré des k-formes est le fibré ΛkT ∗U ;

c) Une k-forme (différentielle) est une section )différentiable) du
fibré ΛkT ∗U .

Quelques commentaires : on a vu qu’une co-repère {ω1, . . . , ωn} de T ∗U
trivialise le fibré cotangent. Par Prop. 3.2.5 b) l’ensemble {ωI / I croissant, |I| =
k} est une base de ΛkT ∗pRn en chaque point p ∈ U et donne donc une tri-
vialisation

ΛkT ∗U → U × R(n
k)∑

I aIωI 7→ (p, · · · aI(p) · · · )

Le co-repère {dx1, . . . , dxn} donne alors les k-formes constantes dxI et une
k-forme s’écrit

∑
I aIdxI avec aI ∈ C∞(U).

L’ensemble des k-formes forment un R-espace vectoriel

Ak(U) := C∞(ΛkT ∗U).

Le produit extérieur du Lemme 3.2.7 induit un produit extérieur

ApU ×AqU → Ap+qU
(α, β) 7→ α ∧ β

}
. (3.8)

Avec ce produit la somme directe

A(U) :=
n⊕
k=1

Ak(U)

devient une algèbre, l’algèbre extérieure des formes différentielles de U .
On souhaite étendre l’application linéaire différentielle d : A0(U) := C∞(U)→
A1(U) en tant que dérivation graduée au sens suivant :

Définition 3.3.3. Une application R-linéaire D : A(U) → A(U) est une
dérivation graduée si

a) D est de degré 1, c.à.d. D : AkU → Ak+1U , k = 0, . . . , n.

b) D(α ∧ β) = Dα ∧ β + (−1)kα ∧Dβ pour tout α ∈ AkU , β ∈ A`U .

c) D◦D = 0.

On définit :

Ak(U) d−→ Ak+1(U), k = 0, . . . , n∑
aIdxI 7→

∑
daI ∧ dxI .

On a
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Proposition 3.3.4. a) d est une dérivation graduée ;
b) d est l’unique dérivation D graduée telle que Df = df , f ∈ C∞(U)

Démonstration : a) On note que d est R-linéaire. Il suffit de montrer la pro-
priété b) dans la définition pour α = adxI et β = bdxJ , a, b ∈ C∞(U),
|I| = p, |J | = q et I ∩ J = ∅. Or,

d(α ∧ β) = d(abdxI ∧ dxJ) = [adb+ bda] ∧ dxI ∧ dxJ
= adb ∧ dxI ∧ dxJ + bda ∧ dxI ∧ dxJ
= dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ.

Ensuite, pour la propriété c), il suffit de le montrer pour α = adxI :

0 = d(d(adxI)) = d[da ∧ dxI ]

= d[
∑n

j=1

∂a

∂xj
dxj ∧ dxI

=

 n∑
i,j=1

∂2a

∂xk∂xj
dxk ∧ dxj ∧ dxI

 = 0

car dans la dernière somme, on a deux termes
∂2a

∂xi∂xj
dxi∧dxj et

∂2a

∂xj∂xi
dxj∧

dxi qui s’annullent.
b) Si D est une telle dérivation, alors pour α =

∑
I aIdxI on a Dα =∑

I D[aIdxI ] =
∑

I DaI ∧dxI +±aID(dxI) =
∑

I daI ∧dxI +±aID(DxI) =∑
I daI ∧ dxI = dα.
Soit Akp(U), les germes de formes differentielles au point p ∈ U ,

définies comme pour les fonctions. On a aussi une dérivation au niveau des
germes. Pour voir ça on a besoin des fonctions tests ϕp : U → R définies
sur un ouvert U ⊂ Rn qui valent 1 autour d’un point p ∈ U et s’annulent
hors d’une voisinage W ⊂ U de p. De telles fonctions existent toujours.
Supposons que [ω] ∈ Akp(U) est représentée par ω ∈ Ap(W ), W un voisinage
de W . Alors ϕpω étant nulle en dehors de W on peut l’étendre à une forme
ω̃ sur tout U . On définit d[ω] = germe en p de dω̃. Cela ne dépend pas des
choix. En effet, si ω ∈ Ak(U) s’annulle proche de p, disons sur W on regarde
(1− ϕp)ω = ω. Alors [dω]p = [d(1− ϕp)]p ∧ [ω]p + (1− ϕp)(p)[dω]p = 0.

Corollaire 3.3.5. d : A∗p(U) → A∗p(U) est l’unique dérivation graduée de
degré 1 telle que pour toute germe de fonction f ∈ C∞p (U) la dérivée df est
la différentielle usuelle.

Exemple 3.3.6 (Équations de Maxwell). Soit B = (B1, B2, B3), resp.
E = (E1, E2, E3) le champ magnétique, resp. le champ électrique. Deux
des équations de Maxwell sont

∂B
∂t

+∇×E = 0 (3.9)

∇B = 0. (3.10)
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On définit la matrice anti-symétrique

F = (Fij) :=


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0


On introduit sur R4 les coordonnées (x0, x1, x2, x3) = (t, x, y, z) et on pose

ϕ :=
∑
i<j

Fijdxi ∧ dxj .

Un calcul direct montre que les deux équations (3.9), (3.10) ensembles sont
équivalentes à dϕ = 0.

Exercices au § 3.3

1. Soit X un champs vectoriel au dessus de l’ouvert U ⊂ Rn et soit
ω ∈ Ak(U). Alors la multiplication intérieure i(X)ω de ω avec X est
ponctuellement au point p ∈ U définie par [i(X)ω]p = i(Xp)ωp (voir
l’exercice 3 au § 3.2). Montrer que i(X)ω ∈ Ak−1(U).

2. Utiliser le produit ∗ introduit dans l’exercice 5 du § 3.2 pour écrire les
deux autres équations de Maxwell

∇∧B = 0

∂E
∂t
−∇×B = 0.

 (3.11)

sous la forme d(∗ϕ) = 0.

3.4 Comportement sous des Applications Dérivables

Comportement des tangents

Soit U ⊂ Rn et V ⊂ Rm des ouverts et F : U → V une application
dérivable. Pour p ∈ U , telle que q = F (p) elle induit des applications linéaires
ponctuelles sur les germes :

C∞q
F ∗−−→ C∞p

g 7→ g◦F.

et sur les courbes :

{Germes de courbes en p} F∗−−→ {Germes de courbes en q}
γ 7→ F ◦γ.
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Soit γ une germe de courbe passant par p définissant ξ ∈ TpRn , alors la
germe F∗γ en q définit un vecteur tangent qu’on note F∗ξ. La dérivation
Dη : C∞q → R, η = F∗ξ correspondante (3.3) est donnée par (ici g ∈ C∞q ) :

DF∗ξ(g) =
d

dt
(g◦(F ◦γ))|t=0 =

d

dt
((g◦F )◦γ)|t=0 = Dξ(F ∗g). (3.12)

Cela implique :

Lemme 3.4.1. L’application ξ 7→ F∗ξ définit une application linéaire

F∗ : TpRn → TqRm.

Il y a le lien suivant avec la dérivée de F = (F1, . . . , Fm) au point p.
Cette dérivée est une application linéaire DpF : Rn → Rm avec matrice la
matrice Jacobienne

JpF :=


∂F1

∂x1
. . .

∂F1

∂xn
...

. . .
...

∂Fm
∂x1

. . .
∂Fm
∂xn

 . (3.13)

Soient x1, . . . , xn les coordonnées standard sur Rn et y1, . . . , ym celles de Rm.

Puisque F∗(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)yk =
∂

∂xi
(yk◦F )(p) =

∂Fk
∂xi

(p) on a

F∗(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

) =
∑
k

∂Fk
∂xi

(p)
∂

∂yk

∣∣∣∣
q

,

ce qui montre que la matrice de F∗ est la même que celle de DpF . On peut
donc identifier F∗ et DpF .

Remarque 3.4.2. En général F∗ n’induit pas une application au niveau des
champs vectoriels, car F∗ peut agir différemment sur des espaces tangents
aux points d’une même fibre de F .

Vu la remarque précédente (3.4.2), on introduit :

Définition 3.4.3. Soit U ⊂ Rn et V ⊂ Rm des ouverts et F : U → V
une application dérivable. Deux champs vectoriels X ∈ C∞(TU) et Y ∈
C∞(TV ) sont F -reliés si pour tout p ∈ X on a :

F∗(X)p = (Y)q, q = F (p).

Pour les crochets de Lie on a :

Lemme 3.4.4. Soit F : U → V comme avant. Si pour j = 1, 2 les champs
Xj ∈ C∞(TU) et Yj ∈ C∞(TV ) sont F -reliés, alors [X1,X2] et [Y1,Y2]
sont F -reliés.

La preuve est laissés au lecteur (voir Exercice 1 ci-dessus).
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Comportement des k-Co-Vecteurs

Sur les espaces cotangents le dual de F∗ donne

F ∗ : T ∗q Rm → T ∗pRn, F ∗β(ξ) = β(f∗ξ), ∀β ∈ T ∗q Rm, ξ ∈ Tx(Rn). (3.14)

Sa matrice (par rapport aux bases standards) est la transposée T(JpF ) de
la matrice Jacobienne.

Soit g une germe en q. Sa différentielle est une 1-forme. Si dans (3.14) on
pose β = (dg)q, utilisant Exemple 3.3.1 on trouve F ∗(dg)(ξ) = (dg)(F∗ξ) =
DF∗ξ(g) = Dξ(g◦F ) = d(g◦F ) d’où la formule

F ∗(dg) = d(g◦F ) = d(F ∗g), g ∈ C∞q (Rm). (3.15)

L’application F ∗ : T ∗q Rm → T ∗pRn induit des applications linéaires au niveau
des k-co-vecteurs qu’on note aussi

F ∗ : ΛkT ∗q Rm → ΛkT ∗pRn.

Ces applications ponctuelles se collent en une linéaire application entre les
formes :

F ∗ : Ak(V )→ Ak(U)

compatible avec le produit extérieur :

F ∗(α ∧ β) = F ∗α ∧ F ∗β.

En particulier, utilisant la formule (3.15) on déduit

F ∗(dyI) = F ∗(dyi1 ∧ · · · ∧ dyik) = d(F ∗yi1) ∧ · · · ∧ d(F ∗yik),

qu’on note d(F ∗yI). On trouve :

F ∗(
∑
I

aIdyI) =
∑
I

(F ◦aI)d(F ∗yI).

Ce formule montre que d et F ∗ commutent :

F ∗[d(
∑

I aIdyI)] = F ∗[
∑

I daI ∧ dyI)] =
∑

I d(F ∗aI) ∧ d(F ∗yI)
=

∑
I d(F ∗aI [dF ∗yI ]) = d[F ∗(

∑
I aIdyI)].

}
(3.16)

En résumé :

Proposition 3.4.5. Une application différentiable F : U → V entre ou-
verts de Rn, resp. Rm induit une application F ∗ : A(V ) → A(U) d’algèbres
différentielles : F ∗ est R-linéaire, conserve les degrés et le produit extérieur,
et F ∗ commute à d.
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Exemple 3.4.6. On a vu 3.3.6 que deux des équations de Maxwell s’écrivent
sous la forme dϕ = 0. Donc si ϕ est une solution, aussi g∗ϕ l’est où g est
n’importe quel difféomorphisme de R4. Les deux autres équations (3.11)
s’écrivent sous la forme d ∗ ϕ = 0. L’opérateur ∗ est définie moyennant la
métrique Lorentzienne 〈−,−〉 sur R4 et donc si g respecte cette métrique
g∗ϕ est une solution des autres équations. En particulier, les équatons de
Maxwell sont invariant sous le groupe de Lorentz, i.e. les applications linéares
g : R4 → R4 ayant la propriété 〈gx, gy〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ R4.

Exercices au § 3.4

1. Montrer que si Xj et Yj , j = 1, 2 sont des champs F -reliés, alors
[X1,X2] et [Y1,Y2] sont F -reliés.

3.5 Équations de Structure sur Rn

Revenons aux courbes gauches pour montrer comment ces formes appa-
raissent de façon naturelle. Soit g : I → R3 une courbe régulière paramétrée
par son longueur d’arc. Supposons que U ⊂ R3 est une voisinage de C,
l’image de la courbe. Soit α une 1-forme sur U . Alors (g)∗α est de la forme
adt, a une fonction C∞ sur I. On peut généraliser cette procédure pour des
1-formes vectorielles, i.e. en remplaçant α par un triplet de 1-formes, ou –
de façon plus intrinsèque – en considérant des sections de T ∗U ⊗ TU . De
telles formes apparaissent quand on dérive un champ vectoriel :

dX :=
3∑
j=1

dXj ⊗
∂

∂xj
∈ C∞(T ∗U ⊗ TU), où X =

3∑
j=1

Xj
∂

∂xj
∈ C∞(TU).

Les formules de Frenet 1.2.1 utilisent un repère lelong de C, un triplet de
champs vectoriels le long de C. Malgré le fait qu’un tel champ est seulement
défini aux points de C on pourra l’étendre à un champs X dans un voisinage
de chaque point p ∈ C (grâce au théorème des fonctions implicites). Pour
simplifier on va donc supposer que X est un champ dans un voisinage de C
et donc dX sera bien-défini dans ce voisinage. On écrira également dX pour
désigner la restriction de cette forme à C. Avec cette convention on peut
réécrire les formules de Frenet comme suit :

dt = κds · n
dn = −κds · t + τds · b
db = −τds · n.

Ces formules décrivent l’évolution du repère {t,n,b}.
Plus généralement on peut introduire des k-formes vectorielles sur un

ouvert U ⊂ Rn comme suit. Les espaces ΛkT ∗pRn ⊗ TpRn pour p ∈ U se
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recollent en ΛkT ∗U ⊗ TU . Un repère {X1, . . . ,Xn} sur U avec co-repère
duale {Ω1, . . . ,Ωn} donne une trivialisation

ΛkT ∗U ⊗ TU → U × R(n
k)n∑

I,j aI,jΩI ⊗Xj 7→ (p, · · · aI,j(p) · · · )

Une k-formes vectorielle sur U est une section C∞ de ΛkT ∗U⊗TU Une k-
forme co-vectorielle sur U est une section différentiable de ΛkT ∗U⊗T ∗U .
Les k-formes (co)-vectorielles formes un R-espace vectoriel, noté Ak(TU),
resp. Ak(T ∗U).

Le fibré End(TU) des endomorphismes des tangents est définie de façon
analogue comme fibré sur U avec fibre sur p l’espace vectoriel End(TpU) ;
la trivialisation est induite par l’identification donné par l’exemple 3.2.3 a),
utilisant le repère {X1, . . . ,Xn} et sa co-repère duale {Ω1, . . . ,Ωn} :

End(TU) → U × Rn×n∑
i,j aijΩi ⊗Xj 7→ (p, · · · aij(p) · · · )

Les k-formes matricielles sont les sections de ΛkT ∗U ⊗ EndTU et elles
constituent l’espace vectoriel Ak(EndTU). On les identifie avec des matrices
de 1-formes après un choix de repère.

Pour X = (X1, . . . , Xn) ∈ C∞(TU), un champ vectoriel sur U exprimé
en coordonnées standards, sa différentielle dX = (dX1, . . . , dXn) est une 1-
forme vectorielle : dX ∈ A1(TU). De manière duale : si Ω = (Ω1, . . . ,Ωn)
est une 1-forme exprimé en coordonnées standards, sa “différentielle” dΩ =
(dΩ1, . . . , dΩn) est une 1-forme co-vectorielle dΩ ∈ A1(T ∗U).

Remarque. Il faut noter que dΩ, la dérivée usuelle de Ω vit dans A2(U) =
C∞(Λ2T ∗U) que l’on obtient après anti-symétrisation (3.7) : C∞(T ∗U ⊗

T ∗U) → C∞(Λ2T ∗U). En fait, si df ⊗ dg =
∑
i,j

∂f

∂xi

∂g

∂xj
dxi ⊗ dxj , alors

a(df ⊗ dg) =
∑
i<j

[
∂f

∂xi

∂g

∂xj
− ∂f

∂xj

∂g

∂xi

]
dxi ∧ dxj = d[fdg].

On trivialise TU par un repère mobile {X1, . . . ,Xn} et T ∗U par le co-
repère duale {Ω1, . . . ,Ωn}. On trouve d’abord

dXi =
∑
j

Ωji ⊗Xj , (3.17)

où la matrice de 1-formes Ω = (Ωij) est appelée matrice de connexion
associée au repère. Ensuite, on exprime le repère mobile dans le repère
constant :

Xi =
n∑
j=1

Aji
∂

∂xj
, i = 1, . . . , n



38 CHAPITRE 3. CHAMPS ET FORMES DIFFÉRENTIABLES

et donc

dXi =
n∑
j=1

dAji
∂

∂xj
=

n∑
k,j=1

ΩkiAjk
∂

∂xj
=

n∑
k,j=1

[AΩ]ji
∂

∂xj
.

On obtient l’expression suivante pour la matrice de connexion

Ω = A−1 · dA, où (dA)ij := dAij . (3.18)

Pour une expression duale (en termes de corepères), on utilise Ωi(Xk) = δik
pour trouver que

Ωi =
n∑
j=1

(
A−1

)
ij
⊗ dxj .

Si on dérive la relation A · A−1 = I on obtenient d(A−1) = −A−1dAA−1.
Donc

dΩi = −
∑
k

(A−1dA
)
ik
⊗
∑
j

(
A−1

)
kj
dxj


et donc :

dΩi =
∑
k

−Ωik ⊗Ωk. (3.19)

Introduisons

(A ∧B)ij :=
∑
k

Aik ∧Bkj , A ∈ Ak(EndTU), B ∈ A`(EndTU).

Alors A∧B ∈ Ak+`(EndTU). Avec cette notation, utilisant Prop. 3.3.4, on
obtient :

dΩ = (dA−1) ∧ dA = −Ω ∧ Ω ∈ A2(EndTU). (3.20)

Les deux équations de structure sont les relations (3.19) et (3.20) qui relient
le co-repère et la courbure :

Proposition 3.5.1. Soit {Ω1, . . . ,Ωn} un co-repère. On a les 2 équations
de structure :

dΩi =
∑

j −Ωij ⊗Ωj , i = 1, . . . , n (3.21)

dΩ = −Ω ∧ Ω. (3.22)

Remarque. Ici on a utilisé la “fausse” dérivée dΩi ∈ A1(T ∗U) = C∞(T ∗U ⊗
T ∗U). Après alternance (3.7), on obtient la vrai dérivée dΩi, une 2-forme ;
l’alternance remplace Ωji ⊗ Ωj par Ωji ∧ Ωj = −Ωj ∧ Ωji. Cela donne une
réécriture de (3.21) :

dΩi = −
∑

j Ωj ∧ Ωji ∈ A2(U), i = 1, . . . , n. (3.23)



3.6. LE LEMME DE CARTAN 39

Supposons maintenant que le repère est orthonormé. Dans ce cas A ∈
O(n) et donc A−1 = TA. On trouve de (3.18) :

Lemme 3.5.2. Pour un repère orthonormé la matrice de connexion satisfait
Ω + TΩ = 0.

Exercices au § 3.5

1. Soient V et W deux espaces vectoriels de dimension finie.

(a) Montrer que pour on a un isomorphisme V ⊗W 'W ⊗ V .

(b) Montrer qu’il y a un isomorphisme V ∗ ⊗W ' End(V,W ).

(c) Spécialiser a) et b) au cas W = R.

2. Montrer que les équations de structure (3.22) sont une conséquence de
d2 = 0.

3.6 Le Lemme de Cartan

D’abord un résultat purement algébrique :

Lemme 3.6.1. Soit V un R-espace vectoriel de dimension n, ω1, . . . , ωr ∈
V ∗ des fonctions indépendantes, et θ1, . . . , θr ∈ V ∗ telles que

∑
j ωj∧θj = 0.

Alors il existent aij ∈ R tels que :

θi =
∑
j

aijωj , aij = aji.

Démonstration : Soit {ω1, . . . , ωr, ωr+1, . . . , ωn} une base de V ∗. Alors

θi =
∑
j≤r

aijωj +
∑
`>r

bi`ω`.

et donc

0 =
∑
i

ωi ∧ θi =
r∑
i=1

∑
j≤r

aijωi ∧ ωj +
r∑
i=1

∑
`>r

bi`ωi ∧ ω`

=
∑

1≤i<j≤r
(aij − aji)ωi ∧ ωj +

∑
i≤r
`>r

bi`ωi ∧ ω` ∈ Λ2V ∗

et donc aij = aji et bi` = 0.
Ensuite on énonce le résultat de Cartan, un résultat sur les formes

extérieures :

Lemme 3.6.2 (Lemme de Cartan). Soit U ⊂ Rn ouvert et {ω1, . . . , ωn} ∈
A1(U) un co-repère. Il existe au plus une collection de 1-formes {ωij / i, j =
1, . . . , n} telles que
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– ωij = −ωji ;
– dωj =

∑
k−ωk ∧ ωkj.

Démonstration : Soit {ω̃ij / i, j = 1, . . . , n} une autre collection ayant les
mêmes propriétés. Pour les différences on a∑

k

ωk ∧ (ω̃kj − ωkj) = dωj − dωj = 0

et donc par le Lemme 3.6.1, ω̃kj − ωkj =
∑

iA
(j)
ki ωi avec

A
(j)
ki = A

(j)
ik . (3.24)

On a
ω̃kj − ωkj =

∑
iA

(j)
ki ωi = −(ω̃jk − ωjk) =

−[ω̃jk − ωjk] = −
∑

iA
(k)
ji ωi

et donc
A

(j)
ki = −A(k)

ji . (3.25)

Les deux équations (3.24) and (3.25) impliquent

A
(k)
ji = −A(j)

ki = −A(j)
ik = A

(i)
jk = A

(i)
kj = −A(k)

ij = −A(k)
ji

et donc A(k)
ji = 0, i.e. ω̃j = ωj .

Corollaire 3.6.3. Soient U ⊂ Rm et W ⊂ Rn deux ouverts et soit ϕ : U →
W dérivable. Pour chaque co-repère {ω1, . . . , ωn} sur W restreignant sur
ϕ(U) ⊂ V à un co-repère orthonormé, il existe une unique matrice alternée
(ωij)ni,j=1 de 1-formes sur U telle que

d(ϕ∗ωj) =
∑
k

−ϕ∗ωk ∧ ωkj .

Démonstration : L’équation (3.23) donne la matrice (ωij) = ϕ∗Ω qui satisfait
l’équation souhaitée.

Remarque. Pour ϕ : U → W l’application de restriction ϕ∗ : A1(W ) →
A1(U) provient de l’application ϕ∗ : T ∗W → T ∗U entre fibrés vectoriels. On
va voir (Exampe 4.2.5.2) que cette application se factorise à travers d’une
appplication naturelle T ∗W → f∗T ∗W . De cette façon les ϕ∗ωk peuvent être
considéré comme sections du fibré f∗T ∗W tandis que les 2-formes d(ϕ∗ωk) et
ϕ∗ωk∧ωkj peuvent s’interpreter comme sections de f∗

[
Λ2T ∗W

]
. L’équation

qui figure dans le corollaire est donc une égalité entre sections de ce fibré.



3.7. ÉQUATIONS DE STRUCTURE : CAS DES SURFACES 41

3.7 Équations de Structure : Cas des Surfaces

Soit M ⊂ R3 une surface orientée. On choisit un paramétrage local
ϕ : U →M , {X1,X2,X3 = X1×X2} un repère orthonormé tel que {X1,X2}
est un base de TM |V , V = ϕ(U) et tel que X3 donne l’orientation de M .
Soit {ω1, ω2, ω3} le co-repère dual. On peut supposer que ce co-repère est la
restriction à V d’un co-repère défini sur un ouvert de R3. Ce co-repère n’est
pas forcément orthonormé dans cet ouvert. La matrice associée est Ω = (Ωij)
et on pose

ωj := ϕ∗Ωj , j = 1, 2, 3
ωij := ϕ∗Ωij .

Les deux équations de structure (3.21) et (3.22) ne s’appliquent pas forcément,
car on ne sait pas si Ω est anti-symétrique. Par contre, ω = ϕ∗Ω est anti-
symétrique :

ω =

 0 ω12 ω13

−ω12 0 ω23

−ω13 −ω23 0


et les deux équations de structures sont valables pour ω.

Lemme 3.7.1. Soit p ∈ M et Sp = −
(
h11 h12

h21 h22

)
la matrice d’application

de Weingarten (2.3) par rapport au repère {X1,X2}. On a

ω13 = h11ω1 + h12ω2 (3.26)
ω23 = h21ω1 + h22ω2. (3.27)

Démonstration : Par (3.17), on a

dX3 = Ω13 ⊗X1 + Ω23 ⊗X2.

Puisque X3|M = n cette équation évaluée sur v ∈ TpM donne

dn(v) = ω13(v)X1(p) + ω23(v)X2(p).

On remarque ensuite que dn(v) = −Sp(v) et donc dn(Xk) = h1kX1 +h2kX2

ce qui entrâıne que ωj3(Xk(p)) = hjk.
Cela implique que ω13∧ω23 = det(h)ω1∧ω2 = det(Sp)ω1∧ω2 = κω1∧ω2

et donc l’équation (3.22) pour ω12 donne :

dω12 = κω1 ∧ ω2 . (3.28)

Cette dernière équation mène à :
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Théorème 3.7.2 (Theorema Egregium). Soient M,M ′ ⊂ R3 deux surfaces.
On munit les espaces tangents TpM , p ∈ M , TqM , q ∈ M ′ de la métrique
euclidienne. On suppose que f : M → M ′ est un difféomorphisme qui en
chaque point p ∈M induit une isométrie f∗ : TpM → TqM

′, q = f(p). Alors
κ(p) = κ(q)

Démonstration : On reprend la notation du début de cette paragraphe. Soit
f∗ l’application induite par f sur les champs vectoriels et f∗ l’application
induite sur les formes. Alors les X′j = f∗X, j = 1, 2, 3 donnent un repère
orthonormé le long de M ′ (car f∗ induit des isométries). Soit {Ω′1,Ω′2,Ω′3}
le corepère dual. Le paramétrage ϕ : U → M induit f ◦ϕ : U → M ′, une
paramétrisation de M ′. On a

(f ◦ϕ)∗Ω′k = ϕ∗Ωk, k = 1, 2.

Donc par le Corr. 3.6.3 les deux formes (f ◦ϕ)∗Ω′12 et ϕ∗Ω12 qui entrent dans
l’équation de structure pour d(ϕ∗Ω1), resp. d(f ◦ϕ)∗Ω′1 sont égales et donc,
par (3.28), les courbures de Gauss pour M et M ′ sont les mêmes.

Revenons à la situation d’une surface paramétrée ϕ : U → V ⊂M ⊂ R3.
Supposons qu’on peut choisir le repère {X1,X2,X3} de telle sorte que la
matrice (hij) de −Sp devient diagonale. Alors (3.26) et (3.27) deviennent :

ω13 = −κ1ω1 (3.29)
ω23 = −κ2ω2. (3.30)

Introduisons les fonctions a et b par

ω12 = aω1 + bω2, a, b ∈ C∞(V ). (3.31)

Écrivons les équations de structure en termes de formes sur V :

dω1 = −ω12 ∧ ω2 (3.32)
dω2 = ω12 ∧ ω1 (3.33)
dω12 = ω13 ∧ ω23 (3.34)
dω13 = −ω12 ∧ ω23 (3.35)
dω23 = ω12 ∧ ω13. (3.36)

La 2-forme ω1 ∧ ω2 trivialise Λ2T ∗|V et on peut exprimer les équations de
structure en termes de cette 2-forme. Pour (3.32) et (3.33) la formule (3.31)
donne :

dω1 = −aω1 ∧ ω2 (3.37)
dω2 = −bω1 ∧ ω2. (3.38)
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Pour les 3 autres équations on utilise de plus (3.29) et (3.30) pour trouver :

dω12 = κω1 ∧ ω2 (3.39)
dω13 = aκ2ω1 ∧ ω2 (3.40)
dω23 = bκ1ω1 ∧ ω2. (3.41)

Les membres de gauche des trois dernières équations peuvent être calculés
en dérivant les expressions (3.31), (3.29) et resp. (3.30). On trouve :[

(−DX2a+ a2) + (DX1b+ b2)
]
ω1 ∧ ω2 = κ ω1 ∧ ω2, (3.42)

(DX2κ1 + κ1a)ω1 ∧ ω2 = aκ2ω1 ∧ ω2 (3.43)
(−DX1κ2 + κ2b)ω1 ∧ ω2 = bκ1ω1 ∧ ω2, (3.44)

Les équations (3.43) et (3.44) donnent a et b, et l’équation (3.42) est une
équation à dérivés partielles reliant κ, a et b. Plus précisément, ces relations
montrent :

Proposition 3.7.3. Sous les hypothèses ci-dessus, on a :

κ = a2 + b2 −DX2a+DX1b (3.45)
a(κ1 − κ2) = −DX2κ1 (3.46)
b(κ1 − κ2) = −DX1κ2. (3.47)

En particulier, si κ1 6= κ2 partout sur V , on a :

a =
−DX2κ1

κ1 − κ2
(3.48)

b =
−DX1κ2

κ1 − κ2
. (3.49)

Supposons que p ∈ M est un point critique de κ1 et de κ2 et que κ1(p) 6=
κ2(p). Alors au point p :

κ =
DX2DX2κ1 −DX1DX1κ2

κ1 − κ2
. (3.50)

Exercices au § 3.7

1. Supposons que κ ≡ 0 et que κ1 6= 0 et κ2 = 0. Montrer :

D2
X2

(
1
κ1

) = 0.

Soit C une trajectoire de X2 paramétré par son longueur d’arc. Déduire

que sur C on a : κ1 =
1

as+ b
2. Généraliser l’expression (3.50) dans un point non-ombilic pas forcément

critique de κ1 ou κ2.
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3.8 Surfaces à Courbure Constante Positive

Rappelons que p est un point ombilic si κ1 = κ2. On a besoin du résultat
auxiliaire suivant :

Lemme 3.8.1. Soit M ⊂ R3 une surface orientée et connexe. L’ensemble
des ombilics et fermé. Dans le complémentaire M0 les deux courbures prin-
cipales κ1, κ2 choisies de telle sorte que κ1 > κ2 sont C∞ et s’étendent de
façon continue sur M . Chaque point p ∈ M0 admet un voisinage W sur
lequel on a un repère orthonormé pour TM lequel en chaque point p ∈ W
consiste des 2 vecteurs propres pour l’application de Weingarten Sp.

Démonstration : L’application de Weingarten Sp dépend de façon C∞ du
point p et donc aussi sa trace et son déterminant : la courbure de Gauss κ
et la courbure moyenne h est C∞ sur tout M . L’ensemble des ombilics est
donné par la condition fermé {p ∈ M /h2 − κ = 0}. Donc M0 est ouvert.
Rapellons les formules (2.6) : κ(1),(2)

p = hp±
√
h2
p − κp. Elles montrent que les

deux courbures principales s’étendent de façon continue sur tout M . Pour
p ∈ M0 il y a deux espaces propres E1, E2 de Sp pour les deux valeurs
propres κ1 et κ2 de Sp. L’application Sp étant symétrique, on a E1 ⊥ E2.
Puisque Sp dépend de façon C∞ en p, les espaces Ei, i = 1, 2 dépendent
de façon C∞ de p et localement autour d’un point de M0, on peut choisir
Xi ∈ Ei, i = 1, 2 de longueur 1 et telle que p 7→ Xi(p) est dérivable pour
i = 1, 2.

Remarque. Il faut restreindre à un petit voisinage W de p afin qu’on puisse
choisir X1 et X2 sans ambigüıté, en effet il suffit de prendre W simplement
connexe (tout lacet en p ∈W est homotope su lacet constante p). Si W n’est
plus simplement connexe, il se peut qu’en suivant X1 le long d’un lacet, en
retournant à p le vecteur X1 a changé en −X1 ou ±X2.

Ce lemme implique d’abord :

Corollaire 3.8.2. Si M ⊂ R3 est une surface compacte, connexe et orientée,
alors κ1 atteint un maximum, disons au point p ∈M . Si de plus la courbure
de Gauss est constante, κ2 atteint un minimum au point p.

Supposons que p n’est pas ombilic. Le lemme 3.8.1 montre qu’on peut
localement autour de p choisir un repère dans lequel (3.29) et (3.30) sont
valables et on pourra appliquer l’analyse qui mène à la Prop 3.7.3 :

Corollaire 3.8.3 (Hilbert). Soit p ∈M un maximum de κ1 et un minimum
de κ2. Sous les hypothèses que κ1 ≥ κ2 sur M et que le point p n’est pas
ombilic, la courbure de Gauss est non-positive. En particulier, si la courbure
de Gauss est partout positive le point p est forcément ombilic.

Démonstration : De la formule (3.50) on déduit que si p ∈ M0, alors κ ≤
0.
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Corollaire 3.8.4 (Liebmann). Soit M ⊂ R3 une surface compacte, connexe
et orientée, ayant courbure de Gauss constante et positive. Alors M est
isométrique à un sphère.

Démonstration : On a κ1 ≥
√
κ. Soit p ∈ M un point où κ1 admet un

maximum absolu et κ2 admet un minimum absolue (Corr. 3.8.2). Par le
Corr. 3.8.3, p est un ombilic, i.e. κ1(p) = κ2(p) =

√
κ. Donc κ1 ≤

√
κ (car√

κ est un maximum local) et donc κ1 est constante. Il suit que κ1 =
√
κ = κ2

et chaque point de M est ombilic : Sq =
√
κI pour tout point q ∈ M . On

pose

F : M → R3

p 7→ p +
1√
κ

np.

Par construction F∗ : TpM → R3 est l’application id−
√
κ/
√
κ id = 0 et

donc F (p) = a pour tout p ∈ M . Donc p − a =
1√
κ

np et donc M est un

sous-ensemble du sphère S2 de centre a et avec rayon 1/
√
κ. Puisque M est

compacte, M est recouvert par un nombre fini de cartes (des ouverts) et est
donc ouvert dans S2. Un sous-ensemble compact de S2 est aussi fermé. Par
connexité de S2 l’ensemble M cöıncide donc avec S2.

Exercices au § 3.8

1. Montrer qu’une surface compact M ⊂ R3 admet au moins un point p
tel que κ(p) > 0 :
(a) : Soit p ∈ R3. Montrer qu’il y a r ∈ R telle que la sphère S(p, r)

contient M dans l’intérieur et S(p,R) ∩M = ∅ si R > r. Soit
q ∈M ∩ S(p, r).

(b) Montrer qu’on peut choisir les coordonnées de telle sorte que
~pq est dans la direction de l’axe des z et que cela implique que
n(q) = (0, 0, 1).

(c) Montrer que pour tout courbe (x(t), y(t), z(t)) sur M passant par
q on a : z′′(0) < 0.

(d) Déduire que la courbure dans chaque direction de TqM est stric-
tement négative.

(e) Déduire le résultat.
2. Une surface M ⊂ R3 est appelée fermée si elle est une sous-ensemble

fermée de R3. Montrer que si M contient un segment rectilinéaire, elle
contient la droite qui contient ce segment. On suppose que la courbure
de Gauss de M soit nulle. Montrer que M est soit un plan, soit M est
une surface réglée : par chaque p ∈M passe un générateur, c.à.d.
une droite contenu dans M . De plus, il existe une unique système de
générateurs telle que les générateurs sont tous parallèles. Indications :
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(a) Montre que si M n’est pas un plan, il y a des non-ombilics. On
désigne par κ1 le courbure principale non-nulle ;

(b) montrer que si p ∈M est non-ombilic, alors, dans un voisinage V
de p il y a un unique champ vectoriel dont les courbes intégrales
sont des segments, et donc par chaque q ∈ V passe une unique
droite Lq ⊂M ;

(c) en considérant l’expression pour κ1 donnée dans l’exercice 1
du §3.7, montrer que chaque point de Lq est ombilic, que κ1 et
donc TqM est constante le long de Lq. D’autre part montrer que
DX1n(X2) = 0 et donc que X2 est constante le long d’une courbe
intégrale de X1 : les droites Lq pour q ∈ V sont parallèles ;

(d) montrer que le bord d’une composante connexe des points non-
ombilicaux M0 consiste en 1 ou 2 droites (parallèles) ;

(e) montrer qu’une composante connexe ouverte des points ombili-
caux est une région planaire ayant pour bord 2 droites parallèles ;
on complétera le système des générateurs par les droites parallèles
au système de droites de M0.



Chapitre 4

Variétés Différentiables

4.1 Notions de Base

Définition 4.1.1. Une variété topologique de dimension n est un espace
topologique séparé X localement homéomorphe à Rn.

Donc chaque point p ∈ X admet une voisinage ouvert U et un homéo-
morphisme de U sur un ouvert de Rn :

h : U → h(U) ⊂ Rn, h(p) = 0.

On appelle (U, h) une carte locale autour de p. Les fonctions p 7→ xj(p)
définies par

h(p) = (x1(p), . . . , xn(p))

s’appellent coordonnées locales associées.

Remarque. Il y a des espaces topologiques non-séparées et localement homéo-
morphes à Rn.

Un atlas d’une variété topologique X est un recouvrement de X par des
cartes {U, h}. Les fonctions de changement de cartes hUV sont définies
sur l’intersection de deux cartes (U, h) et (V, k) par la formule

hUV = h◦k−1 : k(U ∩ V )→ h(V ).

Ce sont des applications parmi des ouverts de Rn et si les fonctions de
changement de cartes sont C∞ on parle d’un atlas différentiable et X
est une variété différentiable.

Remarque. Comme dans l’exercice 2 de § 3.2 on montre qu’à partir d’un
atlas différentiable A, on obtient un atlas maximale A si on rajoute toutes
les cartes telles que les fonctions de changement de cartes avec les cartes de
l’atlas A et que A est l’unique atlas maximale contenant A. On appelle cet
atlas la structure C∞ définie par A. Deux atlas A et B définissent la
même structure C∞ si A = B. Ceci est le cas si et seulement si A ∪B est
un atlas C∞.

47
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Une application différentiable entre variétés différentiable est une ap-
plication continue, localement dérivable dans les cartes. Un difféomorphisme
est une application différentiable bijective telle que l’inverse soit différentiable.
S’il y a un difféomorphisme entre deux variétés, ces deux variétés sont
difféomorphes.

Exemples 4.1.2. 1) Un ouvert de Rn est une variété différentiable de
dimension n.

2) Une sous-variété immergée de Rn de dimension m (voir Rmq. 2.3.3) est
une variété différentiable de dimension m ;

3) L’espace projective Pn(R) des droites passant par l’origine de Rn+1

est une variété différentiable de dimension n. D’abord c’est un espace
topologique avec la topologie quotient provenant de la projection na-
turelle Rn+1 − {0} → Pn(R). Décrivons ensuite la structure de variété
topologique. Un point [p] de Pn(R) est representée par un point p =
(p0, . . . , pn) ∈ Rn+1. Ses coordonnées homogènes (p0 : . . . : pn) décrivent
[p] de façon unique, car par convention (p0 : . . . : pn) = (q0 : . . . : an) si et
seulement s’il existe λ 6= 0 tel que pi = λqi, i = 0, . . . , n. Les ouverts Ui =
{xi 6= 0} couvrent Pn(R). Chacun de ces ouverts est homeomeorphe à
Rn ; par exemple sur U0 on peut écrire (X0 : · · · : Xn) = (1 : x1 : . . . : xn),
xj = Xj/X0, j = 1, . . . , n ce qui donne une bijection entre U0 et Rn. On
voit facilement que c’est un homéomorphisme. Pour voir que cet atlas est
différentiable, il faut remarquer que la fonction de transition hUiUj , i < j

envoit (x1, . . . , xn) dans
(
x1

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xj−1

xi
,

1
xi
,
xj+1

xi
, . . . ,

xn
xi

)
.

4) Soient X et Y deux variétés C∞ de dimensions n, resp. m. Le produit
X×Y admet une structure d’une variété C∞ de dimension n+m telle que
les projections X × Y → X,Y soient différentiables. En effet, on prend
pour les cartes d’un atlas différentiable les produits U×V des cartes {U},
resp. {V } d’un atlas différentiable de X, resp. Y .

5) Une variété différentiable G muni d’une structure de groupe telle que
la produit

G×G → G

(g, h) 7→ g · h

(avec sur G × G la structure de variété différentiable de l’exemple 4) et
l’inverse g 7→ g−1 (en tant qu’application G → G) soient différentiable
est une groupe de Lie. Un morphisme de groupes de Lie est une
application C∞ qui conserve la structure de groupe. On parle d’un iso-
morphisme de groupes de Lie si c’est un difféomorphisme qui est en
même temps un isomorphisme de groupes.

1. Le groupe additif de Rn donne Rn la structure d’un groupe de Lie.
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2. GL(n) est un groupe de Lie. D’abord, c’est un ouvert de l’ensemble
Rn×n des matrices de taille n, avec coordonnées disons xij , i, j =
1, . . . , n, Ensuite, le produit matriciel (A,B) 7→ AB est C∞ car
xij(AB) =

∑
xik(A)xkj(B). Finalement l’inverse A 7→ A−1 l’est

aussi, car étant donné par xij(A−1) = Aji/ detA où le cofacteur
Aji de A ainsi que detA sont des expressions multilinéaire des coor-
données Xij(A).

3. Le cercle S1, paramétré par angle, admet une structure de groupe
de Lie : on additionne les angles.

Soit Z un sous-espace d’une variété différentiable X, c.à.d. Z est un
sous-ensemble de X muni de la topologie induite. Supposons que X est de
dimension n+k. Alors Z est une sous-variété si chaque point p de Z admet
une carte U centré en p avec des coordonnées locales {x1, . . . , xn+k} telles
que

U ∩ Z = {p ∈ U /xn+1(p) = · · · = xn+k(p) = 0}.

Le nombre k s’appelle la codimension de Z. Une tell sous-variété est elle-
même une variété différentiable (de dimension = n) : on prend comme un
atlas la réunion des U ∩ Z ci-dessus lorsque q ∈ Z parcourt Z. Ici c’est
crucial que Z a la topologie induite, car alors les intersections U ∩ Z sont
ouverts.

Exemples 4.1.3. 1) Chaque surface est une sousvariété de R3 de codi-
mension 1. Chaque variété immergée M ⊂ Rn est une sousvariété de Rn.

2) Un sous-espace linéaire de Rn+m+1 de dimension n+1 définit une sous-
variété de Pn+m(R) difféomorphe à Pn(R).

3) Soit H ⊂ G est un sous-groupe d’un groupe de Lie telle que H est aussi
une sous-variété de G. Puisque les opérations de groupe de G sont C∞,
les opérations de groupe de H donnent H la structure de groupe de Lie
et H s’appelle sous-groupe de Lie.

Exercices au § 4.1

1. Montrer que SL(n) est un sous-groupe de Lie de GL(n). Indication :
considérer la dérivée de det : Mat(n× n)→ R, où Mat(n× n) ' Rn×n

désigne l’espace vectorielle des matrices de taille n× n.
Mêmes question pour O(n). Ici on pourra montrer que pour C une
matrice orthogonale, la dérivée de A 7→ TAA induit une surjection de
l’espace tangent TC(Rn×n) sur l’espace des matrices symétriques.

2. Soient X et Y des groupes de Lie, montrer qu’en tant que produit
directe de groupes, X × Y hérite une structure de groupe de Lie.
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3. Un tore Tn de dimension n est l’espace quotient de Rn par la relation
d’équivalence déterminée par un réseau

Γ = Ze1 ⊕ Ze2 · · · ⊕ Zen,

où {e1, . . . , en} est n’importe quelle base de Rn.
– Munir le tore Tn d’une structure de groupe de Lie de dimension n

telle que la projection Rn → Tn est un morphisme de groupes de
Lie.

– Donner un isomorphisme de groupes de Lie entre Tn et le produit
de n cercles (muni de la structure de groupe de Lie construit dans
l’exercice 1).

4. Donner une immersion explicite S1 × S1 → R3.

5. Montrer que Pn(R) s’identifie au quotient de Sn où x et −x sont iden-
tifiés.

6. Munir l’espace projective Pn(C) des droites passant par l’origine de
Cn+1 d’une structure C∞ de dimension 2n.

4.2 Fibrés Vectoriels

Généralités

Soit X une variété différentiable. Son fibré tangent

TX =
∐
p∈X

TpX

est localement, au dessus d’une carte U h−→ V ⊂ X un produit : on a vu
(§ 3.1) que le repère constant défini par les coordonnées standards de U ⊂ Rn

induit une trivialisation ιU : TU ∼−→ U × Rn et donc TX|V , V = h(U) est
muni de la trivialisation ιU ◦(h−1×id) : TX|V ∼−→ V ×Rn. On munit TX par
la topologie correspondante (W ⊂ TX est ouvert si W ∩TU est ouvert pour
chaque carte U de l’atlas de X). Les couples (TU, ιU ) peuvent servir comme
des cartes de l’espace TX ; on les appelle cartes adaptées. Cela donne un
atlas différentiable de TX : si la fonction de changement de carte au dessus
de U ∩ V est hUV , la fonction de changement de carte correspondante au
dessus de T (U ∩ V ) est donnée par (hUV , J(hUV )), où J(−) est la matrice
jacobienne de (−). On peut considérer cette fonction comme application
dérivable

J(hUV ) : U ∩ V → GL(n), fonction de transition de TX.

Concrètement, si yj : U → R, j = 1, . . . , n et xi : V → R, i = 1, . . . , n sont
des coordonnées locales, alors les fonctions yj sont des fonctions de xi et
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J(hUV )(p) = JpY , où Y : U ∩ V → Rn est la fonction Y = (y1, . . . , yn) et
on utilise la notation de (3.13). Ces fonctions contiennent les informations
essentielles du fibré tangent : elles peuvent servir pour construire TX à
partir des cartes adaptées.

L’application naturelle π : TX → X qui à un vecteur tangent au point
x associe le point x est clairement différentiable. Le couple (TX, π,X) est
une exemple d’un fibré vectoriel de rang n :

Définition 4.2.1. Un fibré de rang r au dessus d’un espace topologique
X est un triplet (E, π,X) d’un espace topologique E, l’espace totale du
fibré, et une application continue π : E → X, la projection du fibré, telle
que

a) Les fibres de π, Ep := π−1p sont des espaces vectoriels de dimen-
sion r ;

b) Il a y un recouvrement ouvert trivialisant {U /U ∈ U} de X, c.à.d
X =

⋃
U∈U U et E|U est triviale :

E|U φU−−→∼= U × Rr

U

@
@@R

�
��	

π|U p1

est commutatif, où p1 est la projection sur le premier facteur et où
φU est un homéomorphisme tel que

φUp := φU |Ep : Ep → p× Rr

soit un isomorphisme linéaire. Le couple (E|U, φU ) est appelé un
carte adapté au fibré E.

— Si r = 1, on dit que E est un fibré en droites.
— Les fonctions continues

U ∩ V → GL(r), U, V ∈ U

p 7→ gUV (p) := φUp
◦φ−1
Vp

s’appellent fonctions de transition de E.
— Si X est une variété topolgique et le recouvrement trivialisant {U /U ∈
U} est un atlas de X, le recouvrement ouvert {E|U /U ∈ U} de E est un
atlas de E, appelé atlas adapté au fibré E.

Dans le cas d’une variété C∞ on parle d’un fibré différentiable au
dessus de X si toutes les fonctions de transition sont différentiables. Dans ce
cas les cartes adaptées au fibré E donnent un atlas C∞ de E et la projection
E → X est différentiable.
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Constructions Algébriques

Soit E un fibré au dessus de X et F ⊂ E tel que X admet un recouvre-
ment E-trivialisant {U} avec φU (F ) = Rs×U . Alors F est un fibré vectoriel
de rang s, qu’on appelle sous-fibré du fibré E de rang s. Si {gUV } sont les
fonction de transition de E, elles sont de la forme

(gij)UV =
(

(g′ij)UV ∗
0 (g′′ij)UV

)
, (4.1)

où les (g′ij)UV donnent les fonctions de transition de F . Si X est une variété
différentiable et E est différentiable on demande que les trivialisations lo-
cales dans la définition de ci-dessus sont par rapport aux cartes d’un atlas
différentiable. Alors les (g′ij)UV ainsi que les (g′′ij)UV sont différentiables.

Le fibré quotient E/F de E par F se définit comme suit. Son espace
totale est

⋃
p∈X Ep/Fp muni de la topologie quotient sous l’application na-

turelle E → E/F . Le recouvrement trivialisant est le recouvrement {U} de
tout à l’heure avec les trivialisations

Ep/Fp
φU,p mod Fp

−−−−−−−−→ {p} × [Rr mod Rs] = {p} × Rr−s.

Les fonctions de transitions sont données par les (g′′ij)UV de (4.1). Si X est
une variété différentiable et E et Fun ous-fibré différentiable, alors automa-
tiqment E/F est différentiable.

Avant de donner d’autres exemples on explique comment à partir des
fibrés vectoriels donnés, moyennant des constructions de l’algèbre linéaire
on peut fabriquer de nouvelles fibrés.

Soient (E, {ΦU}), (F, {ψU}) deux fibrés vectoriels de rang r, resp. s au
dessus de X ayant même recouvrement trivialisant. On définit :

Construction 4.2.2. a) La somme directe

E ⊕ F :=
⋃
p∈X

Ep ⊕ Fp

[ΦU ⊕ΨU ]p : Ep ⊕ Fp
ΦU,p⊕ΨU,p−−−−−−−→ {p} × [Rr ⊕ Rs]

= {p} × Rr+s. (4.2)

La trivialisation de E⊕F donné par l’équation (4.2) met une topolo-
gie sur l’espace totale. Si E et F sont C∞, aussi la somme directe est
un fibré C∞. Si {gEUV } et {gFUV } sont des fonctions de transition de E,
respectivement F , alors les fonctions {gEUV ⊕ gFUV } sont les functions
de transition de E ⊕ V .

b) Le produit tensoriel

E ⊗ F :
⋃
p∈X

Ep ⊗ Fp

[ΦU ⊗ΨU ]p := Ep ⊗ Fp
ΦU,p⊗ΨU,p−−−−−−−→ {p} × [Rr ⊗ Rs] = {p} × Rrs;
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c) Le dual E∗ de E :

E∗ :
⋃
p∈X

E∗p

[Φ∗U ]p := E∗p

TΦ−1
U,p−−−−→ {p} × Rr;

Si {gEUV } sont des fonctions de transition de E, alors les fonctions
{T[gEUV ]−1} sont les functions de transition de E∗.

d) Le produit extérieur ΛkE

ΛkE :=
⋃
p∈X

ΛkEp

[
ΛkΦU

]
p

:= ΛkEp
ΛkΦU,p−−−−−→ {p} × ΛkRr = R(r

k).

Pour trouver les fonctions de transition on introduit la notation
suivante. Si (aij) est une matrice de taille r et I = (i1, . . . , ik),
J = (j1, . . . , jk) deux multi-indices strictement croissantes avec |I| =
|J | = k, alors on met

aIJ := det

ai1j1 · · · ai1jk
...

...
aikj1 · · · aikjk


et ∧k(aij) := (aIJ) designe la matrice de taille

(
n
k

)
correspondante.

Avec cette notation, si {gEUV } sont des fonctions de transition de E,
alors les fonctions {∧kgEUV } sont les functions de transition de ΛkE.

Exemples 4.2.3. 1) Si X ⊂ Y est une sous-variété, le fibré TX est un
sous-fibré de la restriction du fibré TY à X. Le fibré normal est le fibré
quotient : NX|Y = TX/(TY |X).

2) Le fibré tautologique ou fibré de Hopf est le sous-fibré du fibré Rn+1

au dessus de Pn(R) donné au point [p] ∈ Pn(R) par la droite Rp qui définit
le point [p].

3) Le fibré cotangent est le dual du fibré tangent :

T ∗X = (TX)∗.

Le fibré ΛkT ∗X est le fibré des k-co-vecteurs.

4) Si E est de rang r, le fibré

det(E) = ΛrE

est un fibré en droites, le fibré déterminant.
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Un section d’un fibré π : E → X est une application continue s : X → E
telle que π◦s = π, i.e. s(p) ∈ Ep pour tout p ∈ X. Les sections forment un
R-espace vectoriel. Si E est C∞ les sections C∞ forment un sous-espace
C∞(X,E) où C∞(E) s’il n’y a pas de confusion.

Lemme 4.2.4. Soit {U, φU} une trivialisation de E avec fonctions de tran-
sition gUV (x) = φU (x)◦φ−1

V (x). Une section n’est rien autre qu’une collection
de fonctions σU : U → Rr telles que σU = gUV σV .

Démonstration : Une section s de E donne les fonctions σU : U → Rn

par la formule φU ◦s(x) = (x, σU (x). On a sur U ∩ V la rélation φU (x) =
(x, gUV (x)φV (x)) et donc σU (x) = gUV (x)σV (x). La réciproque est évidente.

On a toujours la section nulle 0 qui envoi p à l’origine 0 ∈ Ep, et
qu’on voit souvent comme sous-variété de l’espace total, homéomorphe (ou
difféomorphe si X est C∞) à X :

0 : X ↪→ E. (4.3)

Un homomorphisme entre deux fibrés (E, π,X) et (E′, π′, X) est une ap-
plication continue, resp. différentiable Φ : E → E′ telle que π′◦Φ = π (de
telle sorte que Φ applique la fibre au dessus de x en elle-même) et Φ restreint
de façon linéaire aux fibres. Au niveau des sections on a

C∞(X,E)
Φ∗−−→ C∞(X,E′)

s 7→ Φ◦s.

}
(4.4)

On parle plus généralement d’un morphisme linéaire Φ : E → E′ au
dessus de F : X → Y si Φ est continue (resp. C∞) et applique les fibres Ep
aux fibres E′q, q = F (p) de façon linéaire.

On dit qu’un homomorphisme Φ est un isomorphisme, si Φ admet un
inverse différentiable qui est un isomorphisme linéaire sur les fibres. Deux
fibrés sont isomorphes s’il y a un isomorphisme entre eux. Un fibré iso-
morphe à un fibré produit X×Rr est appelé un fibré trivial. Si F : X → Y
est une application continue, resp. C∞, et π : E → Y un fibré au dessus de
Y , le fibré induite F ∗E est le fibré ayant comme espace totale le produit
fibré

X ×Y E := {(x, e) ∈ X × E /F (x) = π(e)};

la projection F ∗E → X vient de la projection au premier facteur. Alors pour
tout ouvert V ⊂ Y trivialisant de E, F−1V ⊂ X est un ouvert trivialisant de
F ∗E et donc un atlas adapté à E induit, après raffinement, un atlas adapté
de F ∗. On a

C∞(Y,E) −−−→ C∞(X,F ∗E)
s 7→ F ◦s.

}
(4.5)
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La projection X×Y E → E donne une morphisme linéaire F ∗E → E au des-
sus de F qui a la propriété universelle suivante : chaque morphisme linéaire
Φ : E → E′ au dessus de F : X → Y ce factorise par un homomorphisme
unique Φ̃ : E → F ∗E′ : on définit Φ̃(e) = (π(e),Φ(e)) ∈ X × E′.

En combinant cela avec (4.4)on obtient une application

C∞(X,E)
Φ̃∗−−→ C∞(X,F ∗E′) (4.6)

Exemples 4.2.5. 1) Une section du fibré tangent est appelée champ
vectoriel. Si F : X → Y est C∞, alors F∗ induit TF : TX → TY
qui se factorise par TX → F ∗TY . Et un champ vectoriel sur X donne
une section de f∗TY mais en général pas un champ vectoriel de Y .

2) On continue avec l’exemple 1). Le dual de TX → F ∗TY donne l’ho-
momorphisme F ∗T ∗Y → T ∗X et donc C∞(F ∗T ∗Y )→ C∞(T ∗X). Com-
posant cette application avec (4.5) pour E = T ∗Y on obtient donc une
aplication F ∗ : A1(Y )→ A1(X), et plus généralement

F ∗ : Ak(Y )→ Ak(X).

On reviendra là-dessus en § 4.4.

3) Un fibré en droites est trivial si et seulement s’il y a une section partout
non-nulle.

Orientabilité

Soit E un fibré au dessus d’une variété différentiable X.

Définition 4.2.6. On dit que E est orientable si on peut choisir un atlas
adapté de telle sorte que toutes les fonctions de transitions préservent l’orien-
tation : les matrices de transition ont tous déterminant > 0. Une variété X
est orientable si TX est orientable.

Si U ⊂ Rn est connexe et E|U triviale, les différentes trivialisations sont
liées par des matrices telles que leurs déterminants aient tous la même signe.
Un choix de signe définit une orientation sur E|U . Généralement, si E est
orientable et X est connexe, un choix d’orientation sur une carte connexe
adaptée fixe une des deux orientations sur E.

De la définition on voit que le fibré E est orientable si et seulement le
fibré en droites L = detE est orientable. Avec la convention de (4.3), posons
L0 := L−X. Alors L0

p, le fibre de L0 au dessus de p ∈ X décompose en deux
composantes connexes, chacun correspondant à un choix d’orientation. Si L
est orientable, L0 se décompose globalement en deux parties connexes et la
réciproque est aussi vrai. Une autre façon de le dire est le suivant : on dit
que deux points de L0

p sont équivalents s’ils sont dans le même composante.
Puisque L est localement un produit U ×R, les deux classes d’équivalences



56 CHAPITRE 4. VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES

de L0
p, p ∈ U donnent deux copies de U . Le structure de variété de L induit

une structure de variété sur le recollement de ces cartes locales et on obtient
un revêtement double t : XE → X. On a donc montré :

Proposition 4.2.7. Le fibré E est orientable si et seulement XE est réunion
disjointe de deux variétés chaqu’une isomorphe à X.

Exemples 4.2.8. a) Si L est trivial, alors L admet une section non-
nulle s : X → L et l’image définit un des deux composantes de
L − {0}. Donc L est orientable dans ce cas. En particulier X est
orientable si X admet une n-forme partout non-nulle, n = dimX.
Pour la réciproque, voir l’exercice 2 au § 5.2.

b) Pour F ⊂ E un sous-fibré avec quotient Q = E/F la relation
detE = detF ⊗ detQ montre que E est orientable si F et Q le sont.
En particulier, si Y ⊂ X est un sous-variété d’une varitiété X, alors
TY est un sous-fibré de TX|Y avec quotient le fibré normal. Donc un
sous-variété d’une variété orientable est orientable si son fibré normal
est orientable. Par exemple, si X = Rn et Y est une hypersurface, Y
est orientable si Y admet un champs normal partout non-nulle. Voir
Rem. 2.4.1.

Exercices au §4.2

1. Montrer (sans calcul) que

TI GL(n) = Mat(n× n) ' Rn×n.

En regardant des courbes I + tA dans SL(n), resp. O(n) montrer que
l’espace TI SL(n) consiste des matrices de trace 0 et que TI O(n) sont
les matrices anti-symétriques.

2. Soit Φ : E → E un homomorphisme de fibrés vectoriels au dessus
de X les que Φ◦Φ = Φ. Montrer que pour tout p ∈ X l’application
Φp : Ep → Ep est une projection linéaire sur un sous-espace Fp ⊂ Ep
et que si X est connexe dimFp est constant, et donc F ⊂ E est un
sous-fibré.

3. Montrer que le fibré de Hopf n’est pas trivial. Indication : utiliser
l’exercice 5 du § 4.1.

4. Montrer que TS1 est trivial. En identifiant P1(R) avec S1 le fibré de
Hopf donne un fibré en droites non-trivial. Montrer que tout fibré en
droites de S1 est isomorphe à un des deux fibrés.

5. Soit F : M → N une application C∞ telle que DpF = 0 pour tout
p ∈M . Montrer : si M est connexe, alors F est constante.

6. Soit M ⊂ Rn une sous-variété. Montrer que TM ⊕NM/Rn est triviale.
7. Soit M une variété C∞ et ∆ ⊂M ×M le diagonale. Montrer que T∆

et N∆/M×M sont isomorphes.
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4.3 Champs Vectoriels et Groupes de Lie

Soit X une variété différentiable. On a déjà vu qu’un champ vectoriel est
une section du fibré tangent. La définition du crochet de Lie (3.4) ne dépend
que des germes des champs et donc a un sens dans la situation d’une variété.
Le lemme 3.1.12 reste valable sans changement et donc C∞(TX) est une
algèbre de Lie.

Supposons que G est un groupe de Lie. On désigne la multiplication à
gauche avec g ∈ G comme Lg :

G
Lg−−→ G

x 7→ g· x.

On dit qu’un champ X sur G est invariant à gauche si X est Lg-relié à
lui-même (cf. Def. 3.4.3) , i.e.

(Lg)∗(X)h = (X)gh, ∀g, h ∈ G.

Un tel champ est complètement spécifié par sa valeur en l’identité e ∈ G
et chaque ξ ∈ TeG définit, par translation à gauche, le champ invariant
Xg := (Lg)∗ξ. Ce champ est visiblement invariant à gauche et il est C∞

parce que Lg est C∞. On a en effet :

Proposition 4.3.1. L’espace vectoriel

g := {X ∈ C∞(TG) /X est invariant à gauche}

est stable par crochet de Lie et est isomorphe à TeG, et donc munit TeG
d’une structure d’algèbre de Lie.

Démonstration : Il reste à montrer que g est stable par crochet de Lie. Or,
X ∈ g est Lg-relié à lui-même, ainsi que Y et donc, par le Lemme 3.4.4,
aussi leur crochet est Lg-relié à lui-même, c.à.d. le crochet est invariant à
gauche.

Exemple 4.3.2. On prend G = GL(n). On a vu (Exercice 1 au § 4.2) que
TI GL(n) = Rn×n. Les coordonnées xij de Rn×n donnent des coordonnées sur
GL(n). On identifie A = (Aij) ∈ gl(n) avec le champ vectoriel constant A :=∑

i,j Aij∂/∂xij . soit g = (gij) ∈ GL(n). Le formule (g◦A)ab =
∑

k gakAkb
peut s’interpréter comme suit. Si on compose l’application Lg : G→ G avec
les fonctions “coordonnées” xab on obtient xab◦Lg : G→ R :

xab◦Lg =
∑
k

gakxkb.

En dérivant on a donc :

∂

∂xij
[xab◦Lg] = gaiδbj



58 CHAPITRE 4. VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES

ce qui implique :

(Lg)∗
∂

∂xij
=

∑
a,b

gaiδbj
∂

∂xab

=
∑
a

gai
∂

∂xaj

et donc

(Lg)∗
[∑

Aij∂/∂xij

]
=

∑
a,i,j

gaiAij
∂

∂xaj

=
∑
a,j

(g◦A)aj
∂

∂xaj
.

Cela montre que (Lg)∗AI = [g◦A]g. Pour le crochet un calcul similaire (voir
l’exercice 2 ci-dessous) montre :

[(Lg)∗AI, (Lg)∗BI] = (Lg)∗[AI,BI]

où pour les matrices A,B ∈ Mat(n× n) on utilise le commutateur habituel :
[A,B] = AB −BA. Voir aussi l’exercice 1 du § 4.1.

Exercices au § 4.4

1. Soit U ⊂ Rm un ouvert. Montrer que pour f, h ∈ C∞(U) on a :[
f
∂

∂xi
, h

∂

∂xj

]
= f

∂h

∂xi

∂

∂xj
− h ∂f

∂xj

∂

∂xi
.

2. On considère pour tout A ∈ Mat(n× n) le champ Ã défini par g 7→
(Lg)∗A = g◦A. On le considère comme une application

Ã : G→ Mat(n× n).

On pose f = xij◦Ã ; donc f(g) =
∑
xik(g)Akj . Soit h = xab◦B̃. Ap-

pliquer exercice 1 ci-dessus à f et h et ensuite montrer que [Ã, B̃]I =
[A,B].

4.4 Formes Différentielles

Soit X une variété différentiable. Une k-forme différentielle et rien
autre qu’une section du fibré des k-co-vecteurs ΛkT ∗X. Concrètement, sur
une carte U avec coordonnées {x1, . . . , xn}, une k-forme ω s’écrit comme
dans le § 3.3 :

ω|U =
∑
|I|=k

aUI dxI , aUI ∈ C∞(U).
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Si la fonction de changement de carte de U à V est donnée par hUV , alors la
fonction de transition de ΛkT ∗X sur U ∩ V est donnée par ΛkT(J [hUV ])−1

alors sur U ∩ V on a :

aUI |U ∩ V = ΛkT(J [hUV ])−1aVM |U ∩ V.

L’ensemble des k-formes sur X est un R-espace vectoriel AkX. Le produit
extérieur, étant définie ponctuellement, induit une structure d’algèbre sur
la somme directe des Ak qu’on note

A(X) =
⊕
k≥0

Ak(X).

Si F : X → Y est C∞, alors F ∗ induit un homomorphisme de fibrés
F ∗(T ∗Y ) → T ∗X, le dual de l’homomorphisme TX → F ∗(TY ). Utili-
sant (4.5) on obtient alors une application F ∗ : A1(Y ) = C∞(T ∗Y ) →
C∞(T ∗X) = A1(X). Plus généralement, l’application F induit une appli-
cation linéaire ΛkT ∗Y → ΛkT ∗X et donc une application, aussi notée F ∗

entre les formes :
F ∗ : Ak(Y )→ Ak(X).

Cette application respecte les produits extérieurs dans le sens que

F ∗[α] ∧ F ∗[β] = F ∗[α ∧ β], α ∈ Ak(X), β ∈ A`(X).

Cela généralise (partiellement) Prop. 3.4.5.
La différentielle df , f ∈ A0(X) peut se définir comme dans Exemple 3.3.1.

Pour l’étendre à une dérivation de l’algèbre A(X) on procède comme dans
§ 3.3. Donc one pose

ω|U =:
∑
aUI dxI 7→ d(ω|U) :=

∑
daUI ∧ dxI . (4.7)

Pour k = 0 on retrouve la différentielle d’une fonction et le résultat ne
dépend pas des cartes. Pour k > 0, il faut aussi vérifier que les d(ω|U) se
recollent en une (k+ 1)-forme sur X. Pour cela, il suffit de remarquer qu’en
tout cas pour tout point p ∈ X, on a : d(ω|U)p ∈ ΛkT ∗pX. Donc il suffit de
voir que pour deux cartes U, V on a :

d(ω|U)p = d(ω|V )p, p ∈ U ∩ V. (4.8)

La formule (4.7) montre que d(ω|U)p ne dépend que de la germe de ω|U au
voisinage de p. Puisque pour tout point p ∈ U on a Akp(U) = Akp(X) (une
germe ne dépend pas de sa domaine de définition exacte) on peut appliquer
la caractérisation 3.3.5 et on déduit (4.8). Par conséquent :

Proposition 4.4.1. La formule (4.7) définit une dérivation graduée de
l’algèbre A(X). C’est l’unique dérivation graduée D de cette algèbre telle
que Df = df , f ∈ C∞(X).
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Cette dérivation se comporte bien par rapport aux applications induites
dans le sens que si F : X → Y est C∞, alors

dF ∗α = F ∗(dα), α ∈ Ak(Y ).

Cette formule s’en déduit de (3.16), vu le caractère local de l’opérateur d.
On a donc :

Proposition 4.4.2. Une application différentiable F : X → Y induit une
application F ∗ : A(Y )→ A(X) d’algèbres différentielles : F ∗ est R-linéaire,
conserve les degrés et le produit extérieur, et F ∗ commute à d.

Considérons maintenant un groupe de Lie. On a, dual aux champs
invariants à gauche, des 1-formes invariantes à gauche. Elles forment un
espace vectoriel dual à l’algèbre de Lie.

Regardons d’abord le groupe G = GL(n). Les formes constantes dxij ne
sont pas invariants, car L∗gdxij =

∑
gikdxkj = (gdx)ij . D’autre part, pour

la fonction “inverse” ι : G → G, on a L∗gι(x) = ι(g◦x) = x−1◦g−1 et donc,
pour la forme

ω = x−1 · dx ∈ A1(gl(n))

on a L∗gω = x−1◦g−1◦gdx = ω.
On vérifie sans peine l’équation de structure

dω + ω ∧ ω = 0

On a déjà cette forme vu déguisée comme forme de connexion (3.18) pour
un repère de TU , U ⊂ Rn ouvert. En fait :

Lemme 4.4.3. Soit F0 le repère constant sur U . Alors un repère sur U
s’écrit A(F0), où A : U → GL(n) est C∞ et

Ω = A∗ω = A−1dA

satisfait l’équation de structure (3.20).

Pour chaque sous-groupe de Lie, i : G ↪→ GL(n) on définit :

ωG := i∗(x−1 · dx) ∈ A1(g) (forme de Maurer-Cartan pour G) . (4.9)

Ici on voit x comme fonction matricielle x : G → Mat(n× n) et le produit
est le produit matricielle. Les entrées donnent tout les formes invariantes
à gauches. Par exemple, si G = O(n) on se restreindre aux matrices x qui
sont orthogonal et on trouve 1

2(n2 − n) = dim(O(n)) formes invariantes. Ce
groupe est lié aux repères orthonormés. En fait un calcul comme dans la
preuve du Lemme 3.5.1 montre que ωG + TωG = 0.
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Exercices au § 4.4

1. Considérer sur i : S1 ↪→ R2 les formes i∗dxk, k = 1, 2 et ω = −x1dx2 +
x2dx1. Montrer que i∗dxk ont des zéros, mais que i∗ω est partout non-
nulle.

2. Généraliser l’exercice précédente au cas de Sn−1 ⊂ Rn en considérant
ω =

∑
(−1)jxjdx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxn.

3. Écrivez les formes de Maurer-Cartan de SL(n) et de O(n) en termes
de coordonnées locales sur l’algèbres de Lie correspondantes.
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Chapitre 5

Connexions

5.1 Notions de Base

Soit X une variété C∞ et f ∈ C∞(X). La dérivée de f dans la direction
ξ ∈ TpX est Dξf et pour un champs vectoriel X la dérivée DXf dans la
direction X est la fonction dérivable p 7→ Dξf où ξ = Xp. Cette notion
de dérivée ne marche pas si on remplace C∞(X) par les sections d’un fibré
quelconque. Il faut la remplacer par la notion de dérivée covariante comme
suit :

Définition 5.1.1. Soit E un fibré sur une variété C∞, disons X. Une
connexion sur E est une application

D : A0(E)→ A1(E)

qui est R-linéaire et satisfait le règle de Leibniz :

D(fs) = df · s+ f ·Ds, f ∈ C∞(X), s ∈ A0(E).

Si ξ ∈ TpX la dérivée covariante dans la direction ξ est donnée par

Dξ(s) := (Ds)p(ξ) ∈ Ep.

Explications : Ds ∈ A1(E) = C∞(T ∗X ⊗ E) est localement de la forme∑
ωj ⊗ sj et Dξ(s) est par définition donné par

∑
(ωj)p(ξ)sj ce qui ne

dépend pas de l’écriture. Si X est un champ vectoriel C∞, alors la dérivée
covariante dans la direction de X, notée DX, est une application R-linéaire
DX : A0(E)→ A0(E).

Exemples 5.1.2. 1) Soit U ⊂ Rn et E = U×Rr, le fibré trivial de rang r.
Alors A0(E) = C∞(U,Rr) et la dérivée D usuelle est une connexion. Plus
généralement, si A ∈ A1(End(Rr)), i.e. A est une matrice de 1-formes de
taille r,

DA := d+A : A0(E)→ A1(E)

est une connexion.

63
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2) Si X est une variété différentiable quelconque et E est triviale, trivia-
lisé par un repère {s1, . . . , sr}, alors une connexion D est complètement
déterminée par les valeurs

Dsj =
∑
i

Aij ⊗ si;

en fait, si s =
∑
σjsj , on a, par le règle de Leibniz :

Ds =
∑
i

dσi ⊗ si +
∑
i

∑
j

Aijσ
j

⊗ si,

i.e., identifiant s avec la colonne σ des σj , on a donc

Ds = DAσ := dσ +Aσ, A ∈ A1(End(Rr)).

3) Localement E est triviale, donc localement, sur un ouvert U trivialisant,
la situation est comme dans l’exemple précédente. Soit s ∈ A0(E) une
section globale et sU ∈ C∞(U,Rr) son représentant par rapport à un
repère trivialisant. On a DsU = (d+ AU )sU . Dans l’intersection de deux
ouverts trivialisants U et V on a une fonction de transition pour les deux
repères correspondants, disons

gUV : U ∩ V → GL(r).

Alors sU = gUV sV et (d+AU )sU = gUV (d+AV )sV entrâınent :

AV = g−1
UVAUgUV + g−1

UV dgUV . (5.1)

Donc, une connexion D est, localement sur un ouvert trivialisant U ,
donnée par d + AU et les connexions locales se collent en une connexion
globale par les formules de transition (5.1).

4) Soit U = V ⊂ Rn et E = TU trivialisé d’un par le repère constant cano-
nique, d’autre part par un repère mobile quelconque. On prend D = d sur
U , la connexion triviale. Alors, si A est la matrice ayant pour colonnes les
vecteurs du repère mobile, la formule (5.1) dit que d, exprimé moyennant
ce repère donne lieu a la matrice de connexion

Ω = A−1 · dA

qu’on a appelé (3.18) la matrice de connexion du repère mobile.

Dès qu’on a une connexion D, on a des dérivées D : Ak(E)→ Ak+1(E),
en utilisant le formule de Leibniz prenant le soin des signes :

D(ω ⊗ s) := dω ⊗ s+ (−1)kω ∧Ds, ω ∈ Ak(X), s ∈ A0(E).
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C’est bien une dérivation car D(fω ⊗ s) = d(fω) ⊗ s + (−1)kfω ⊗ Ds
= df ∧ ω ⊗ s+ f [dω + (−1)kω ⊗Ds] = df ∧D(ω ⊗ s) + fD(ω ⊗ s).

Cette dérivée ne satisfait pas D2 = 0. Mais pour une section s de E
l’expression s 7→ D(Ds) définit une 2-forme à valeurs dans End(E). En fait,
si s =

∑
ωi ⊗ si, de D(fs) = df ⊗ s + f

∑
ωi ⊗ si on trouve DDfs) =

−df ⊗Ds+ df ⊗Ds+ f [
∑
dωi ⊗ si − ωi ∧Dsi] = fDDs. Donc

DD(s) = F (D)(s), F (D) ∈ A2(EndE).

Cette forme F (D) s’appelle la courbure de la connexion D.
Localement sur un ouvert trivialisant U , et dans le repère {sj}, j =

1, . . . r on a :

D(Dsj) =
∑
i

D(Aij ⊗ si) =
∑
i

((dAij)si −Aij ∧Dsi)

=
∑
i

(dAij)si −
∑
i,k

(Aij ∧Aki)sk

=
∑
k

(
(dAU )kj + (AU ∧AU )kj

)
sk,

ce qui montre :

FU := D2|U = dAU +AU ∧AU ∈ A2(EndE|U).

Le fait que les FU se recollent en tant que 2-forme à valeurs dans End(E)
se traduit par le fait dans l’intersection U ∩ V de deux ouverts trivialisants
on a FU |U ∩ V = gUV [FV |U ∩ V ]g−1

UV ce qui se vérifie aussi directement :
On part de (5.1). Abbrévions AU = A, g = gUV et dérivons d’abord AV =
g−1Ag+g−1dg. Faites attention : A est une matrice d’une-formes et donc, en
dérivant le produit g−1Ag des signes apparâıssent. Aussi, il faut se rappeler
que d(g−1) = −g−1dg · g−1. On trouve :

dAV = −g−1dg ∧ g−1Ag + g−1dAg − g−1A ∧ dg − g−1dg ∧ g−1dg.

Ensuite,

AV ∧AV = g−1(A ∧A)g + g−1A ∧ dg + g−1dg ∧ g−1dg + g−1dg ∧ g−1Ag.

Si on additionne, on trouve le résultat.

Exemples 5.1.3. 1) Pour n’importe quelle connexion sur une courbe, la
courbure est nulle, car il n’y a pas de 2-formes non-triviales sur une courbe.

2) Pour la connexion triviale D sur un ouvert U ⊂ Rn la courbure est
nulle. Exprimé moyennant un repère donné par la matrice A, comme
dans Exemple 5.1.2, 4, la matrice de connexion étant Ω = A−1 · dA, on
trouve pour la courbure

0 = dΩ + Ω ∧ Ω.

Cela redonne l’équation de structure (3.22).
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3) Sur un sous-groupe de Lie G ⊂ GL(n) la forme de Maurer-Cartan (4.9)
donne une connexion sur TG et l’équation de structure dit que cette
connexion a courbure nulle. On a vu (lemme 4.4.3) qu’un repère sur un
ouvert U ⊂ Rn est une application différentiable A : X → GL(n) et
A∗ω = Ω est une connexion sur U qui, par la trivialisation donné par le
repère correspond à la connexion D sur le fibré trivial U × Rn.

4) Soit M ⊂ Rn une sous-variété. Soient X,Y ∈ C∞(TM) deux champs
vectoriels dans un voisinage de M et tangent le long de M . On définit

DM
X Y := projection orthogonale de DXY sur TM .

Alors DM définit une connexion sur TM , la connexion induite par d.

5) Considérons le cas où M ⊂ R3 est une surface, qu’on suppose pa-
ramétrée par ϕ : U → M . On choisit un repère {X1,X2,X3} sur un
voisinage de M et orthonormé le long de M et adapté à M : {X1,X2}
est un repère pour TM et X3 = X1×X2. Alors, si Ω = (Ωij) = (DXiXj)
est la matrice de connexion de d, la matrice de D est la matrice :

ω = ϕ∗Ω =
(

0 ω12

−ω12 0

)
.

Sa courbure n’est pas zéro mais est donnée par la matrice

dω + ω ∧ ω =
(

0 dω12

−dω12 0

)
= [κ · ω1 ∧ ω2]

(
0 −1
1 0

)
par l’équation de structure (3.39) ; on retrouve donc essentiellement la
courbure de Gauss.

5.2 Métriques

Soit F un fibré sur une variété différentiable X. Une section du dual
s’interprète comme une collection de fonctions ϕp : Fp → R qui sont linéaires
sur les fibres Fp de F et qui dépendent dérivablement de p ∈ X. Pour
F = E⊗E telles fonctions correspondent aux formes bilinéaires sur Ep. Une
métrique sur Ep provient d’une forme bilinéaire qui de plus est symétrique
et positive. On arrive à la définition suivante :

Définition 5.2.1. Une métrique sur E est une section h du dual du fibré
E⊗E telle que en chaque point p ∈ X la forme bilinéaire hp : Ep×Ep → R
qui correspond à la valeur h(p) de h en p définisse une métrique sur Ep.

Dans le cas E = TX on parle d’une métrique Riemannienne sur X.

Exemples 5.2.2. 1) La métrique euclidienne de Rn est une métrique Rie-
mannienne.
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2) Si une variété est muni d’une métrique Riemannienne, on obtient une
métrique Riemannienne sur chaque sous-variété par restriction. En effet,
une métrique sur un fibré par restriction induit une sur chaque sous-
fibré. En particulier, sur chaque variété immergée (sous-variété de Rn) la
métrique euclidienne induit une métrique Riemannienne.

3) Puisque la métrique euclidienne d sur Rn est invariant par translation,
elle induit une métrique sur le tore Tn. Cette métrique est appelée la
métrique plate du tore.

4) Sur Rn+1 avec coordonnées {x0, . . . , xn}, la forme symétrique associée
à la forme quadratique, dite de Lorentz,

qL(x) = −x1
0 + x2

1 + . . . x2
n

induit une métrique Riemannienne DL sur le demi-quadrique

Hn := {x ∈ Rn+1 / qL(x) = −1, x0 > 0}.

En effet TpHn s’identifie à l’orthogonal Rp⊥ de Rp par rapport à qL et qL
restreint à Rp⊥ est positive car qL(p) = −1 < 0 et bL a signature (1, n).
Le couple (Hn, DL) s’appelle l’espace hyperbolique de dimension n.

Remarque. Une variété différentiable est appelée dénombrable à l’infini si
elle est réunion d’un nombre dénombrable de compacts. Exemples : variétés
compactes et ouverts de de Rn et leurs sous-variétés. Voir l’exercice 1 ci-
dessous.

Telles variétés admettent une métrique Riemannienne. En fait, pour une
telle variété X, pour tout recouvrement ouvert U de X, il y a une raffinement
{U /U ∈W} de U (i.e. chaque U est continue dans un des ouverts de U) qui
est localement fini (i.e chaque p ∈ X admet un voisinage rencontrant qu’un
nombre fini des ouverts U) et qui admet une partition de l’unité, c.à.d.
une collection {ρU /U ∈W} de fonctions différentiables telles que

– ρU ≥ 0 ;
– le support de ρU (la clôture du lieu où ρU est non-nulle) est contenu

dans U ;
–
∑
ρU = 1 (c’est pour chaque p ∈ X une somme fini, car {U} est

localement fini).
Localement, dans une carte U d’un atlas on peut prendre la métrique eucli-
dienne hU . Après raffinement éventuel on peut supposer que l’atlas admet
une partition d’unité {ρU} et

∑
ρUhU étant une combinaison convexe de

métriques est aussi une métrique qui est globalement définie.

Exercices au § 5.2

1. Montrer qu’un ouvert de Rn est dénombrable à l’infini. En déduire
qu’une sous-variété d’un ouvert de Rn est aussi dénombrable à l’infini.
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2. Montrer qu’une variété admettant une métrique Riemannienne X ad-
met un atlas ayant telles que les fonctions de transition de TX soient
orthogonaux. Déduire qu’une variété X de dimension n qui est dé-
nombrable à l’infini est orientable si et seulement si X admet une
n-forme partout non-nulle. Indication : par l’exemple 4.2.8 a), c’est
l’implication X orientée =⇒ X admet une n-forme partout non-nulle
qui nécessite une démonstration ; on utilise qu’une métrique sur TX
induit une métrique sur ΛnTX et donc un peut parler de la sous-variété
de ΛnTX qui consiste en vecteurs de norme 1.

3. Montrer qu’un fibré E sur une variété paracompacte admet une métrique
riemannienne. Déduire que E est orientable si et seulement si detE
est trivial.

5.3 Connexions Métriques

Si (E, h) est un fibré au dessus de X muni d’un métrique h, on a des
produits induits :

h : Ap(X,E)×Aq(X,E)→ Ap+q(X)
(α⊗ s, β ⊗ t) 7→ h(s, t)α ∧ β.

Avec cette notation, on dit qu’une connexion D : A0(E) → A1(E) est une
connexion métrique si

d [h(s, t)] = h(Ds, t) + h(s,Dt), ∀s, t ∈ A0(E) . (5.2)

Exemples 5.3.1. 1) Soit U ⊂ Rn un ouvert. La dérivation d induit sur
le fibré trivial TU une connexion métrique par rapport à la métrique
euclidienne.

2) Soit {U} un recouvrement trivialisant de E ; si on utilise un repère or-
thonormée de E|U , la condition que D soit métrique se traduit en termes
de la matrice de connexion AU comme 0 = AU + TAU . Donc localement
des connexions métriques existent. Utilisant des partitions d’unité (Re-
marque 5.2) on construit des connexions métriques globales.

Considérons maintenant le cas spécial E = TX, le fibré tangent d’une
variété Riemannienne (X,h). Elle admet une connexion métrique sans tor-
sion, où la torsion est définie par la forme bilinéaire

A0(TX)×A0(TX) −−−→ A0(TX)
(U,V) 7→ DUV −DVU− [U,V]. (5.3)

En effet, on a :

Théorème 5.3.2. Une variété Riemannienne (X, g) admet (sur TX) une
unique connexion métrique sans torsion, la connexion de Levi-Civita.
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Démonstration : On se donne trois champs vectoriels U,V et W et on évalue
les conditions (5.2) pour les sections s = U, t = V dans la direction W et
ensuite pareil pour les 2 permutations cycliques (V,W,U) et (W,U,V). On
additionne les 2 premières équations et on soustrait la dernière. On trouve,
utilisant que la torsion (5.3) de D est nulle :

2h(DWU,V) = h([V,W],U)− h([U,V],W) + h([W,U],V) +
DWh(U,V) +DUh(V,W)−DVh(W,U). (5.4)

Ceci montre l’unicité. Pour l’existence, on définitDWU par le membre droite
de (5.4). C’est possible, car que cette expression est linéaire en V.

Pour vérifier que D est une connexion métrique sans torsion, on utilise
la formule (5.4) ainsi que une analogue de la formule suivante :

[f ·U, g ·V] = fDUg ·V − gDVf ·U + fg · [U,V].

Par exemple, la formule de Leibniz pour D se vérifie comme suit :

2h(DW · fU,V)− 2f · h(DWU,V) = DWf · h(U,V)−DVf · h(U,W) +
+DWf · h(U,V) +DVf · h(W,U)

= 2DWf · h(U,V).

Soit (E, h) un fibré muni d’une métrique h. Pour tout sous-fibré F ⊂ E
on a une décomposition orthogonale par rapport à h :

E = F ⊕Q, Q := F⊥ (5.5)

et une connexion D induit des connexions DF et DQ sur F et Q par restric-
tion. En fait, on décompose :

D(s) = DF (s)⊕ σ(s), s ∈ A0(F )
D(t) = τ(s)⊕DQ(s), t ∈ A0(Q).

Les formes σ : A0(F ) → A1(Q) et τ : A0(Q) → A1(F ) s’appelent les
deuxièmes formes fondamentales associées à (E, h) et la décomposition
(5.5).

Exemples 5.3.3. 1) Soit U ⊂ Rn. Le fibré tangent TU étant trivial, ses
sections s’identifient aux fonctions F : U → Rn et la dérivation D définit
une connexion sur TU . C’est la connexion de Levi-Civita pour la métrique
euclidienne car D préserve la métrique euclidienne, et la formule pour le
crochet de Lie (3.4) montre que la torsion est nulle.

2) Soit S ⊂ Rn une sous-variété. Alors TS ⊂ TRn|S et la connexion DS in-
duite parD sur TS par projection orthogonale comme dans l’exemple 5.1.3,
2 est métrique.
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3) Soit (X,h) une variété Riemannienne et S ⊂ X une sous-variété. Une
connexion D sur TX induit une sur TX|S et donc sur le sous-fibré
TS ⊂ TX|S. Si D est la connexion de Levi-Civita pour (X,h), alors
cette connexion induite est la connexion de Levi-Civita pour (S, h|S).
Voir l’exercice 1 ci-dessous. En particulier, pour une sous-variété S ⊂ Rn,
la connexion de Levi-Civita par rapport à la métrique euclidienne est la
connexion DS de l’exemple 5.1.3, 2.

4) On continue l’exemple précédent dans le cas d’une surface M ⊂ R3.
Avec la notation du § 3.7, la connexion de Levi-Civita de R3 a pour
matrice

ω =

 0 ω12 ω13

−ω12 0 ω23

−ω13 −ω23 0

 ,

la connexion de Levi-Civita deM est la sous-matrice ωM =
(

0 ω12

−ω12 0

)
,

et la seconde forme fondamentale (de TM dans TNM/R3) s’identifie avec la
sous-matrice −(ω13, ω23), L’identification de la connexion de Levi-Civita
remontre le Theorema Egregium 3.7.2 : pour une surface, la courbure de
cette connexion est essentiellement la courbure de Gauss (voir l’exemple 5.1.3,
5) qui donc ne dépend que de la métrique et pas de l’immersion de la sur-
face.
Les équations de structure (3.26), (3.27) montre que a seconde forme fon-
damentale est essentiellement la seconde forme fondamentale classique de
la surface M .

On revient au cas général d’une connexion D sur TX, le fibré tangent
d’une variété X. Dans ce cas la valeur de la courbure F (D) ∈ A2 End(TX)
d’une connexion sur un couple de vecteurs tangents ξ1, ξ2 ∈ TpX, p ∈ X est
un endomorphisme de TpX et donc

F (D)(ξ1, ξ2)ξ1 ∈ TpX.

Cela suggère d’étudier les plans P = Rξ1⊕Rξ2 dans TpX. Un tel plan définit
un vecteur ξ1 ∧ ξ2 ∈ Λ2TX et la métrique h induit une sur Λ2TX. En effet

h(ξ1 ∧ η) := det(h(ξα, ξβ)α,β=1,2 = h(ξ1, ξ1)h(ξ2, ξ2)− h2(ξ1, ξ2) . (5.6)

On peut alors introduire la notion suivante :

Définition 5.3.4. Soit D une connexion métrique pour TX, (X,h) variété
riemannienne. Soit p ∈ X et P = Rξ1 ⊕ Rξ2 un 2-plan. Alors

FP (p) := h
(
F (D)(ξ1, ξ2)ξ1, ξ2

)
/h
(
ξ1 ∧ ξ2

)
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ne dépend que du plan P (voir l’exercice 2 du § 5.3) ; elle est appelée la
courbure sectionnelle du plan P .

Par exemple, dans la situation d’une surface immergée M ⊂ R3, κ(p) est
la courbure sectionnelle du plan TpM (exercice 3 ci-dessous).

Exercices au § 5.3

1. Soit (X,h) une variété Riemannienne et S ⊂ X une sous-variété. Mon-
trer que la connexion de Levi-Civita de (X,h) induit sur S la connexion
de Levi-Civita de (S, h|S).

2. Montrer que la courbure sectionnelle ne dépend pas de la base qu’on
a choisi.

3. Montrer que pour une surface la courbure sectionnelle d’un plan tan-
gent à une surface immergée est égale à la courbure de Gauss en ce
point.
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