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1 Comparaison des fonctionnalit́es des logiciels.

La liste des logiciels est disponible sur le site du jury de capes de maths :
http://capes-math.org/
Il s’agit de logiciels libres ou gratuits, sauf lesémulateurs de calculatrices (il existe des
versions d’essai d’un mois). Pour lesémulateurs de calculatrices, on note l’absence
d’émulateur TI89/92/Voyage 200 (cet oubli sera peut-être corriǵe ?). Merci de signaler
des erreurśeventuelles.

Logiciel Géo 2-d 3-d Graphes Tableur Suites CAS1 Algo
Algobox +
ClassPad Manager ++ 2d 3d ++ + ++ +=
Geogebra +++ 2d + = +
Geoplan/Geospace += + 2d 3d =
Maxima 2d 3d = +++ ++
OpenOffice.org 2d +++ =
Python +++
Scilab 2d 3d (stats) ++
Sinequanon + 2d (stats) +
TI-NSpire CAS TE ++ 2d ++ + ++ ++
TI-SmartView 83+ Cabri Jr 2d CellSheet +
Xcas ++ + 2d 3d ++ += +++ +++

Bien entendu il y a une part de subjectivité dans le nombre de+. Pŕecisons un peu :
– en ǵeoḿetrie 2-d : Geogebra est clairement le leader en termes de facilit é d’utili-

sation, rendu et nombre d’utilisateurs. Geoplan béńeficie encore d’une implanta-
tion historique, mais voit tr̀es probablement son nombre d’utilisateurs diminuer
au profit de Geogebra.Xcas est le seul de la liste qui permet de faire des figures
avec des coordonnées exactes et donc des démonstrations en géoḿetrie analy-
tique.

– en ǵeoḿetrie 3-d : l’interface de Geospace (en particulier la gestion du point de
vue 3-d et des surfaces) me parait très peu intuitive (c’est peut-être subjectif).

– pour le tableur et les stats au tableur, l’interface d’OpenOffice estévidemment
largement en avance sur les concurrents. Par contre, les tableurs deXcas , TI
et Casio sont des tableurs formels exacts, et le tableur deXcas et de Geogebra
peuvent interagir avec la géoḿetrie.

– pour les suites récurrentes, la représentation en est simple avec TI, Casio,Xcas .
Le tableau de valeur peutêtre obtenu avec n’importe quel tableur. La résolution
formelle d’une relation de récurrence est possible dans des cas simples avec
Xcas et Maxima.

– pour le calcul formel, ce sontXcas et Maxima qui ont le plus de fonctionnalités,
Xcas étant plus rapide, mais TI et Casio sont largement suffisant au niveau lyćee
et STS.

– en algorithmique : Algobox parait vraiment limité à l’apprentissage du B.A.-BA,
pas utilisable en 1̀ere S ou au-delà, mais dispose de la possibilité d’ex́ecuter en
pas-̀a-pas. Le langage des Classpad est un peu moins restreint, mais n’a pas de
fonction non alǵebrique, le langage de TI est assez complet, mais il n’y a pas
d’outils de mise au point. Le langage de scilab ou maxima est complet, mais
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le premier est nuḿerique uniquement. Python etXcas proposent un langage
complet avec d́ebogueur interactif, Python est un langage géńeraliste, alors que
Xcas est orient́e maths ce qui selon la situation peutêtre un avantage ou un
inconv́enient.

Maitriser un minimum Geogebra ou Open Office calc est certainementà la port́ee de
tout le monde.Xcas nécessite un peu plus d’apprentissage, mais avec un seul logi-
ciel, on est sur de ne faire aucune impasse (et faire l’impasse sur l’algorithmique est
probablement risqúe !). C’est vrai dans une moindre mesure des deux autres intégŕes
(émulateurs TI et Casio), mais avec l’inconvénient d’utiliser un logiciel propriétaire
(avec seulement une version d’essai gratuite).

2 Suggestions oral I

On donne ici quelques noms de commande et des pistes pour les candidats souhai-
tant illustrer avec l’outil informatique une lecon de l’oral 1. Ces pistes ne sont na-
turellement pas exhaustives et ne doiventévidemment pas prendre le pas sur la lecon
elle-même, cela peut par exempleêtre une commande de tracé de graphe de fonction,
une ou deux commandes pertinentes pour illustrer par un exemple et ne doit pas prendre
beaucoup de temps de préparation (en tout cas pas plus d’1/2 heure sur les 2h1/2)

1. Techniques de dénombrement, Coefficients binomiaux :
comb, perm, factorial

2. Exṕerience aĺeatoire, probabilit́e, probabilit́e conditionnelle :
alea

3. Loi binomiale :
binomial, binomial_cdf, binomial_icdf

4. Loi de Poisson :
poisson, poisson_cdf, poisson_icdf ,

5. Loi normale :
normald, normald_cdf, normald_icdf

6. Statistiques descriptivesà 1 variable :
mean, stddev, variance ,
median, quartile1, quartile3, moustache ,
voir aussi le menu Cmds◮Proba-stats deXcas et Math◮stats de son tableur

7. Śerie statistiques̀a 2 variables :
correlation, covariance ,
linear_regression, linear_regression_plot et variantes,
voir aussi le menu Cmds◮Proba-stats deXcas et Maths◮stats de son tableur

8. Estimation ponctuelle ou par intervalle de confiance d’unparam̀etre, test d’hy-
poth̀eses :
binomial_icdf, normald_icdf, poisson_icdf .
Cf. dans l’aide deXcas le manuel de statistiques :
Aide◮Manuels◮Tableur,statistiques.
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9. Multiples, diviseurs, division euclidienne :
iquo, irem, idivis
Cf. dans l’aide deXcas le manuel de programmation et un exemple :
Aide◮Manuels◮Programmation, et Aide◮Exemples◮arit◮diviseur

10. PGCD, PPCM de 2 entiers naturels :
gcd, lcm ,
voir aussi dans l’aide deXcas l’algorithme d’Euclide :
Aide◮Manuels◮Programmation qu’on peut copier et exécuter en mode pas̀a
pas.

11. Egalit́e de B́ezout :
iegcd ,
voir aussi dans l’aide le manuel de programmation deXcas et l’exemple dans :
Aide◮Exemples◮arit◮bezout

12. Nombres premiers, décomposition d’un entier en produit de facteurs premiers :
isprime, nextprime, prevprime, ifactor
Voir aussi des algorithmes simples dans le manuel de programmation deXcas .

13. Congruences dans Z :
irem, smod, powmod, ichinrem

14. Equations du second degré à coeffs ŕeels ou complexes / Fonctions polynômes
du second degré :
forme_canonique , solve, csolve ,
factor, cfactor

15. Module et argument d’un nombre complexe :
abs, arg, exp2trig, trig2exp ,
géoḿetrie en entrant les complexes sous forme exponentielle

16. Transformations planes et nombres complexes :affixe, similitude , les
fonctions de ǵeoḿetrie 2-d deXcas travaillent avec des nombres complexes

17. Exemples d’utilisation des nombres complexes.
Démonstration du th́eor̀eme de Napoléon. Point de concours des hauteurs (sujet
du 29 juin 2006).

18. Algèbre lińeaire en STS :
menu CAS◮Algèbre lińeaire et Cmds◮Alglin

19. Syst̀emes d’́equations et d’ińequations :
solve, linsolve

20. Droites du plan :
droite, parallele, perpendiculaire ,
inter_unique , equation, parameq

21. Droites et plans de l’espace :
droite, plan ,
parallele, perpendiculaire ,
equation, parameq , inter_unique

22. Droites remarquables du triangle :
menu Geo◮Lignes
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23. Le cercle :
menu Geo◮Cercles,tangent , equation, parameq

24. Solides de l’espace :
menu Geo◮Solides et Geo◮SolidesPlaton

25. Barycentre :
barycentre , isobarycentre

26. Produit scalaire :
produit_scalaire

27. Trigonoḿetrie :
menu Expression

28. Produit vectoriel, produit mixte :
cross, dot

29. Homoth́etie, translation, isoḿetries planes, similitudes planes :
Menu Geo◮Transformations

30. Probl̀emes de constructions géoḿetriques, probl̀emes de lieux :
manuels Aide◮Manuels◮Geoḿetrie et Aide◮Manuels◮Exercices

31. Convergence de suites réelles :
(limit )

32. Suites arithḿetiques, suites ǵeoḿetriques

33. Suites de terme géńeralan, np, ln(n), a ∈ R+∗, p ∈ N, n ∈ N∗

34. Suites de nombres réels d́efinis par une ŕecurrence :
menu du tableur Maths◮Suites◮Suite ŕecurrente,
(plotseq , tableseq ), rsolve

35. Probl̀emes conduisantà l’étude de suites :
Aide◮Exemples◮analyse◮newton.xws

36. Limite d’une fonction ŕeelle de variable réelle :
limit

37. Fonctions logarithme

38. Fonctions exponentielles

39. Croissance comparéeex, xa, ln(x) :
plot, limit

40. Courbes planes paramétriques :
plotparam, parameq

41. Int́egrales, primitives :
int

42. Techniques de calcul d’intégrales :
ibpdv , ibpu , subst ,
tlin, trig2exp, lin ,halftan, partfrac ,
voir aussi le manuel d’exercices : Aide◮Manuels◮Exercices

43. Équations diff́erentielles :
desolve , plotode, plotfield
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44. Probl̀emes conduisantà la ŕesolution d’́equations diff́erentielles

45. Probl̀emes conduisantà l’étude de fonctions

46. Développements limités :
series, divpc

47. Śeries nuḿeriques :
sum, manuel de programmation

48. Śeries de Fourier :
fourier_an, fourier_bn, fourier_cn

49. Transforḿee de Laplace :
laplace, ilaplace

50. Courbes de B́ezier

51. Exemples d’́etudes de courbe :
manuel exercices

52. Aires :
area , plotarea

53. Exemples d’algorithmes :
manuel de programmation

54. Exemples d’utilisation d’un tableur : manuel du tableur

55. Application des math́ematiques̀a d’autres disciplines :
par exemple une des sessions de Aide◮Exemples◮climat

3 Oral 2

Attention, il n’y a que 2h1/2 de préparation pour la partie mathématiqueet la partie
agir en fonctionnaires, il ne faut donc pas passer beaucoup de temps de pŕeparation sur
une illustration informatique (mais bieńevidemment si une illustration est explicite-
ment demand́ee, par exemple une figure, il faut quand même se donner le temps de la
faire).

Sessions Xcas correspondant aux exercices de l’oral 2006
Des exemples de sessions correspondant auxénonćes donńesà l’oral 2 du Capes 2006
sont disponibles depuis le menu Aide, Exemples, Capes2006.

Corrig és d’exerciceśepreuve exṕerimentale TS.
Ces exercices sont dans l’esprit de certains exercices qui peuventêtre propośes pour
l’oral 2. Voir la page
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/˜parisse/irem.ht ml#bacs

Corrections d’exercices donńesà l’oral 2 du capes 2008
La suite de cette section donne des solutions avecXcas de ces exercices mais n’est
en aucun cas un corrigé-type de ce qu’on attend d’un candidat le jour de l’oral 2 : cela
aurait pu constituer une partie de l’exposé du candidat. Le classement par thèmes peut
également servir de pistes d’illustrations pour l’oral 1.
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3.1 Thème :Équations diffŕentielles

– L’exercice propośe au candidat
On consid̀ere les deux́equations diff́erentielles d́efinies sur] − π

2
, π

2
[ par :

(E) y′ + (1 + tan(x))y = cos(x) (E0) y′ + y = 1

1. Donner l’ensemble des solutions de(E0).

2. Soientg une fonction d́erivable sur] − π
2
, π

2
[.

On posef(x) = g(x) cos(x). Démontrer que la fonctionf est solution de
(E) si et seulement si la fonctiong est solution de(E0).

3. Déterminer la solutionf de(E) telle quef(0) = 0.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Indiquer, pour chacune des questions de l’exercice, les savoirs mis en jeu.
Q.2) Pŕesenter une solution de la question 2) de l’exercice telle que vous la don-
neriezà deśelèves de Terminale.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. Tout d’abord il faut faire comprendrèa desélèves de Terminale ce qu’est
une équation diff́erentielle et pour cela leur faire observer le champ des
tangentes des deuxéquations proposées.
On commence par l’équation(E0) y′ = 1 − y et on tape :

fieldplot(1-y,[x,y])

On remarque qu’en chaque point(x, y), la pente de la tangente vaut1 − y.
Puis on tape :

interactive plotode(1-y,[x,y])

pour voir les solutions se dessiner en suivant les directions indiqúees par
les tangentes.
On obtient :
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Attention
Le premier argument defieldplot et deinteractive plotode est
la fonctionh(x,y) qui est la valeur dey’ .
On continue par l’́equation(E) y′ = cos(x) − (1 + tan(x))y. Pour des
facilités de mise en œuvre, on ouvre unécran de ǵeoḿetrie et on utilise le
menu :
Graphe->Slopefield/Ode(2d)
qui ouvre une boite de dialogues que l’on remplit :
– on cocheField car on veut le traće du champ des tangentes,
– on coche||=1 car on veut que ces tangentes soient normalisées,
– on met la valeur dey′ : cos(x)-(1+tan(x)) * y ,
– le nom des variablesx ety ,
– on met les diff́erentes valeurs du cadrage et on met un pas.
Puis on tape surOK.
On obtient le champ des tangentes de(E) et la commande :

fieldplot(cos(x)-(1+tan(x)) * y,[x,y],normalize)

Puis on clique en un point dans l’écran de ǵeoḿetrie et on obtient une
courbe int́egrale de(E) passant par ce point et la commande :

A :=plotode(cos(x)-(1+tan(x)) * y,[x,y])

etc...
On obtient :
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Attention
Lorsque le champ des tangentes est normalisé, les tangentes sont centrées
au point de contact, et si le champ des tangentes n’est pas normaliśe, les tan-
gentes ont pour origine le point de contact et indique la vitesse en chaque
point.

2. On fait ŕesoudre l’́equation(E0) parXcas , on tape :

desolve(y’+y-1,x,y)

On obtient

(exp(x)+c 0)/(exp(x))

3. On fait ŕesoudre l’́equation(E) parXcas , on tape :

desolve(y’+(1+tan(x)) * y-cos(x),x,y)

On obtient

(cos(x) * exp(x)+c 0* cos(x))/(exp(x))

On remarque qu’on obtient les solutions de(E) en multipliant les solutions
de(E0) parcos(x).

4. On cherche la solutionf de(E) telle quef(0) = 0, avecXcas , on tape :

desolve([y’+(1+tan(x)) * y-cos(x),y(0)=0],x,y)

On obtient :

[(cos(x) * exp(x)-cos(x))/(exp(x))]
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5. On peut faire faire parXcas le changement de fonction inconnue dans
(E0) (g(x) = f(x)/ cos(x)).
On tape :

E2 :=factor(expand(subst(g(x)’+g(x)-1,g(x)=f(x)/cos( x))))

On obtient l’́equation v́erifiée parf(x) :

(cos(x) * diff(f(x),x)+cos(x) * f(x)-cos(x)ˆ2+
sin(x) * f(x))/ (cos(x)ˆ2)

Il faut arranger cette expression pour remplacer la fonction sin en les fonc-
tionstan et cos puis factoriser : On tape :

normal(sin2costan(E2))

On obtient l’́equation v́erifiée parf(x) :

(-cos(x)+diff(f(x),x)+f(x) * tan(x)+f(x))/(cos(x))

Ou bien, on transforme(E).
On remplacef(x) cos(x) ∗ g(x)) et on transforme la fonctiontan en les
fonctionssin et cos et on tape :

factor(tan2sincos(subst(f(x)’+(1+tan(x)) * f(x)-
cos(x), f(x)=cos(x) * g(x))))

On obtient l’́equation que doit v́erifierg :

cos(x) * (-1+diff(g(x),x)+g(x))

6. On peut faire faire parXcas le graphe (en rouge) des fonctionsf et g qui
sont respectivement les solutions exactes de

f(x)′ + (1 + tan(x)) ∗ f(x) − cos(x) et f(0) = 0

et de
g(x)′ + g(x) = 1 et g(0) = 0

On tape :

plotfunc((cos(x) * exp(x)-cos(x))/(exp(x)),
x,affichage=rouge))

et pour comparer avec la solution approchée

plotode(cos(x)-(1+tan(x)) * y,[x,y],[0,0],plan)

On obtient :
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On tape :

plotfunc((exp(x)-1)/(exp(x)),x,affichage=rouge))

et pour comparer avec la solution approchée :

plotode(1-y,[x,y],[0,0],plan)

On obtient :

x

y

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-4

-3

-2

-1

0

1
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3.2 Thème : Outils - calcul vectoriel

– L’exercice propośe au candidat
On consid̀ere un cercleX de centreO et de rayonr et un pointP du plan. On
posed = OP .

1. Une droite passant parP coupe le cercleX enA etB . On noteE le point
du cercleX diamétralement opposé àA.
Démontrer que

−→
PA · −−→PB =

−→
PA · −−→PE.

En d́eduire que
−→
PA · −−→PB = d2 − r2.

2. Applicationà l’étude d’une configuration : Dans la figure ci-dessous les
droites(AB) et (A1B1) sont orthogonales et le pointI est le milieu du
segment[AB1]. Démontrer que les droites(PI) et (A1B) sont orthogo-
nales.

XA

B

O

P

A1

B1

I

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Indiquer, pour chacune des questions de l’exercice, les savoirs mis en jeu.
Q.2) Ŕediger une solution de la question 2 de l’exercice telle que le candidat la
présenterait̀a unélève de Première S.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas Il faut pour queXcas puisse faire
les calculs :
– soit prendre l’axe desx passant parA,
– soit prendre 2 pointsA et B quelconques sur le cercle et un point queconque

P sur le segmentAB.
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En effet, les coordonńees de l’intersection d’une droite et d’un cercle sont sou-
vent compliqúees !

1. On fait la figure.
On tape :

assume(a=[1,-5,5,0.1]);
c:=cercle(0,a):;c;
A:=point(a);
assume(p=[0.5,-5,5,0.1]);
assume(q=[0.3,-5,5,0.1]);
P:=point(p,q);
d:=droite(A,P):;d;
B:=normal(inter(c,d)[0]);
E:=point(-a);
L:=inter(c,parallele(P,droite(B,E))):;
A1:=L[0];
B1:=L[1];
d1:=droite(A1,B1):;d1;
I:=milieu(A,B1);

On obtient :

A

P

B

E

A1

B1

I

x

y

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2. On utilise comme outil : le calcul vectoriel,
On tape pour calculer

−→
PA · −−→PE :

normal(dot(vecteur(P,A),vecteur(P,E)))

On obtient :

-aˆ2+pˆ2+qˆ2

On tape pour calculer
−→
PA · −−→PB :
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normal(dot(vecteur(P,A),vecteur(P,B)))

On obtient :

-aˆ2+pˆ2+qˆ2

On tape pour savoir si les droitesP, I etA1, B sont orthogonales :

est orthogonal(droite(P,I),droite(A1,B))

On obtient :

1

ce qui veut direvrai .
On tape pour montrer que

−→
PA +

−−→
PB1 est orthogonalèa

−−→
A1P +

−−→
PB

(vecteur(P,A)+vecteur(P,B1)) *
(vecteur(A1,P)+vecteur(P,B))

On obtient :

0

On met ainsi eńevidence la puissance d’un point par rapportà un cercle

3. On utilise comme outil : les propriét́es des angles inscrits.
Soit CD le diam̀etre passant parP , les trianglesPCA etPBD sont sem-
blables car leurs angles sontégaux. Leurs anglesC etB sontégaux car ils
interceptent le m̂eme arc donc :
PC

PA
=

PB

PD
et on aPC ∗ PD = d2 − r2.

A

P

B

C

D

x

y

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

DoncPC ∗ PD = PA ∗ PB.
Le pointP est entreA etB etP,A,B sont aligńes doncPA∗PB = d2−r2

4. On utilise comme outil : les coordonnées,
On tape :

l1 :=longueur(P,A)
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On obtient :

sqrt((p-a)ˆ2+qˆ2)

On tape :

l2 :=normal(longueur(P,B))

On obtient :

((aˆ2-pˆ2-qˆ2) * sqrt(qˆ2+pˆ2+aˆ2-2 * a* p))/
(aˆ2-2 * a* p+pˆ2+qˆ2)

On tape :

factor(expand(l1 * l2))

On obtient :

-qˆ2-pˆ2+aˆ2
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3.3 Thème : Suites
Étude du comportement de suites d́efinies par une
relation de récurrence du type :un+1 = f(un)

– L’exercice propośe au candidat

1. On consid̀ere la fonction f d́efinie sur [0, 1] parf(x) =

√
1 + x

2
.

a) Ŕesoudre l’́equationf(x) = x.
b) Montrer que pour toutx ∈ [0, 1], on af(x) ≥ x.

2. On consid̀ere la suite(un) définie par la donńee de son premier termeu0 ∈
[0, 1] et par la relationun+1 = f(un) pour tout entier natureln. Montrer
que la suite(un) converge et d́eterminer sa limite.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1)Énoncer les th́eor̀emes et les outils mis en jeu dans l’exercice.
Q.2) Ŕediger unénonće d́etaillé de la question 2) pour desélèves de Terminal
scientifique.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. f est croissante et six ∈ [0; 1] on a
√

(2)/2 ≥ f(x) ≥ 1 doncf(x) ∈ [0; 1]
Ainsi si u0 ∈ [0; 1], on montre par ŕecurrence queun ∈ [0; 1] pour tout
n ∈ N.
On tape :

f(x) :=sqrt((x+1)/2)

solve(f(x)=x)

On obtient :

[1]

On tape :

g(x) :=f(x)-x

On tape :

a :=normal(mult conjugate(diff(g(x))))

On obtient :

(2 * sqrt(2) * x+2 * sqrt(2)-sqrt(x+1))/
((-2 * sqrt(2)) * x-2 * sqrt(2))

On tape :

solve(a<0)

On obtient :

[x>((-7)/8)]
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Donc on a,g′(x) < 0 doncg(x) est d́ecroissante de
√

(2)/2 à 0 sur [0 ;1].
Si on veut simplifiera, on peut guider le calcul en multipliant par la quan-
tité conjugúee du nuḿerateur dea. On peut faire directement ces opérations
en se servant de l’éditeur d’́equation qui contient la valeur dea.
On tape :

b :=mult conjugate(getNum(a))/getDenom(a)

puis

normal(getNum(b))/getDenom(b)

On obtient :

(-8 * xˆ2-15 * x-7)/
((2 * (-(sqrt(2))) * x+2 * (-(sqrt(2)))-sqrt(x+1)) *

((-2 * sqrt(2)) * x-2 * sqrt(2)))

On tape :

plotfunc([x,f(x)])

On obtient :

x

y

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

2. Puisquef(x) ≥ x, on aun+1 ≥ un doncu est croissante et majorée par 1
doncu est convergente versl. l vérifie l’équationl = f(l) doncl = 1.
On ouvre uńecran de ǵeoḿetrie et pour visualiser le comportement deu,
on tape :

assume(a=[0.1,0,1,0.1])

plotseq(f(x),a)

On obtient :
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3.4 Thème : Arithmétique

– L’exercice propośe au candidat
On appelle diviseur propre d’un entier naturel non nuln, tout diviseur den qui
soit positif et distinct den. Tout entier naturel non nuĺegalà la somme de ses
diviseurs propres est dit nombre parfait.
Exemple : 6 est un nombre parfait car il estégal à la somme de ses diviseurs
propres soit 1, 2 et 3.

1. Établir la liste des diviseurs de 28 et 496 et montrer que ce sont deux nom-
bres parfaits.

2. Vérifier que 28 et 496 sont de la forme2n(2n+1 − 1) où n ∈ N∗ avec
2n+1 − 1 premier.

3. Démontrer que pour toutn ∈ N∗ , si2n+1 −1 est premier alors2n(2n+1 −
1) est parfait.

4. Illustrer par un exemple le fait que si2n+1 − 1 n’est pas premier alors
2n(2n+1 − 1) n’est pas parfait.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Quels sont les outils nécessaires̀a la ŕesolution de l’exercice ?
Q.2) Ŕediger la ŕeponsèa la question 3.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. On tape :

idivis(28)

On obtient :

[1,2,4,7,14,28]

On fait faire remarquer aux́elèves queifactor(28)=2ˆ2 * 7 i.e 28 =
22 ∗ 7. Les diviseurs de22 sont[1, 2, 4] et ceux de7 sont[1, 7].
La liste des diviseurs de28 s’obtient en concaténant1 ∗ [1, 2, 4] = [1, 2, 4]
et7 ∗ [1, 2, 4] = [7, 14, 28].
On tape :

idivis(496)

On obtient :

[1,2,4,8,16,31,62,124,248,496]

Car on a :ifactor(496)=2ˆ4 * 31 .
Remarque
idivis(2ˆ3 * 3ˆ2 * 5) = [1,2,4,8,3,6,12,24,9,18,36,72,
5,10,20,40,15,30,60,120,45,90,180,360]
De facçon plus ǵeńerale, sin = aα ∗ bβ ∗ cγ la liste des diviseurs den est
obtenue en concatenant plusieurs listes :
– On forme la listeL0 = [1, a, ..., aα] de longueurα + 1 puis,
– On forme la listeL1 = L0 + b ∗ L0 + b2 ∗ L0 + ...bβ ∗ L0 de longueur

(α + 1) ∗ (β + 1) puis,
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– On forme la liste des diviseursL :
L = L1+c∗L−1+c2∗L1, ...c

γ∗L1 de longueur(α+1)∗(β+1)∗(γ+1)
avecL0 = [1, a..aα], L1 = L0 + b ∗ L0 + b2 ∗ L0 + ...bβ ∗ L0.
Le nombre de diviseurs est donc(α + 1) ∗ (β + 1) ∗ (γ + 1)

2. Montrons que si(2n+1 − 1) est premier alors2n(2n+1 − 1) est parfait. Les
diviseurs de2n sontL0 = [1, 2...2n]. On tape pour avoir leur somme :

sum(2ˆp,p,0,n)

On obtient :

2ˆ(n+1)-1

Si 2n+1 − 1 est premier, les diviseurs de2n(2n+1 − 1) sont :
L = L0 + (2n+1 − 1) ∗ L0. On tape pour avoir la somme deL :

s :=factor(sum(2ˆp+2ˆp * (2ˆ(n+1)-1),p,0,n))

On obtient :

2ˆ(n+1) * (2ˆ(n+1)-1)

On tape pour v́erifier que sette somme vaut bien2 ∗ 2n(2n+1 − 1) :

normal(powexpand(s-2 * (2ˆn * (2ˆ(n+1)-1))))

On obtient :

0

3. On consid̀eren = 3 on a24 − 1 = 16 − 1 = 15 n’est pas premier et
23 ∗ 15 = 23 ∗ 3 ∗ 5 = 120 n’est pas parfait.
En effet, on tape :

L :=idivis(2ˆ3 * 3* 5)

On obtient :

[1,2,4,8,3,6,12,24,5,10,20,40,15,30,60,120]

On tape :

sum(L)

On obtient :

360

En effet siL0 = [1, 2, 4, 8], on a :∑
L0 = 15 = (24 − 1) mais

∑
3 ∗ L0 = 3 ∗ 15,

∑
(5 ∗ L0) = 5 ∗ 15 et∑

3 ∗ 5 ∗ L0 = 15 ∗ 15.
On a donc

∑
L = (24 − 1) ∗ (1 + 3 + 5 + 15) = (24 − 1) ∗ 24 = 360 qui

est diff́erent de(24 − 1) ∗ 8 = 120.
De facçon ǵeńerale, si(2n+1−1) n’est pas premier, il existea 6= 1 etb 6= 1
tel que(2n+1 − 1) = a ∗ b.
Donc on a :

a ∗ b + 1 = 2n+1
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On a toujours

∑
L0 =

∑
[1, 2, ...2n] = 2n+1 − 1

mais, m̂eme sia ou b ne sont pas premiers, dans la liste des diviseurs de
2n(2n+1 − 1) il y aura :

L0, a ∗ L0, b ∗ L0, a ∗ b ∗ L0

On a :
1 + a + b + a ∗ b > (a ∗ b + 1) = 2n+1 = 2 ∗ 2n

donc, si(2n+1 − 1) n’est pas premier2n(2n+1 − 1) n’est pas parfait.
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3.5 Thème : Probabilités

– L’exercice propośe au candidat
On s’int́eressèa la duŕee de vie, expriḿee en anńee, d’un t́eléviseur avant la
premìere panne. On peut modéliser cette situation par une variable aléatoire qui
suit une loi de probabilit́e p de duŕee de vie sans vieillissement définie sur l’in-
tervalle[0,+∞[. Ainsi la probabilit́e d’un intervalle[0, t[, not́eep([0, t[), est la
probabilit́e que le t́eléviseur tombe en panne avantt anńee. Cette loi est la loi
exponentielle de param̀etreλ où λ est un ŕeel strictement positif.

1. Déterminer, en fonction deλ, la valeur det pour laquelle on ap([0, t[) =
p([t,+∞[).

2. D’apr̀es l’étude statistique effectuée par le constructeur, la probabilité que
le téléviseur tombe en panne avant la fin de la première anńee est 0,18.
Calculer la valeur exacte deλ.
Dans la suite de l’exercice, on prendraλ= 0.2.

3. Montrer qu’une valeur approchée de la probabilit́e que le t́eléviseur n’ait
pas eu de panne au cours des trois premières anńees, arrondièa10−4 près,
est : 0,5488.

4. Sachant que ce téléviseur n’a connu aucune panne au cours des 10 premières
anńees apr̀es sa mise en service, quelle est la probabilité qu’il ne connaisse
aucune panne au cours des 13 premières anńees ?

5. Dix téléviseurs neufs de ce type ontét́e mis en service en m̂eme temps. On
désigne parX la variable aĺeatoireégale au nombre de téléviseurs qui n’ont
pas eu de panne au cours des trois premières anńees. Calculer une valeur
approch́ee de la probabilit́e de l’́evénementX = 4 arrondieà10−4 près.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Ŕediger une ŕeponse pour chacune des questions 3) et 4) de l’exercice.
Q.2) Commenter l’expression “loi de durée de vie sans vieillissement”.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. La probabilit́ep([0, t[) que le t́eléviseur tombe en panne avantt anńee suit
une loi exponentielle de paramètreλ où λ est un ŕeel strictement positif.
On a donc :

p([0, t[) = λ

t∑

0

exp(−λx)dx

En effet :

p([0,+∞[) = λ
+∞∑

0

exp(−λx)dx = 1

On tape :

assume(lambda>0)

On obtient :
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lambda

On tape :

int(lambda * exp(-lambda * x),x,0,t)

On obtient :

-exp(-lambda * t)+1

On tape :

int(lambda * exp(-lambda * x),x,0,inf)

Ou on tape :

limit(int(lambda * exp(-lambda * x),x,0,t),t,inf)

On obtient :

1

On tape :

solve(int(lambda * exp(-lambda * x),x,0,t)=limit
(int(lambda * exp(-lambda * x),x,t,u),u,inf),t)

On obtient :

[1/(-lambda) * ln(1/2)]

2. On ap([0, 1[) = 0.18 c’està dire :
int(lambda * exp(-lambda * x),x,0,1)=-exp(-lambda)+1=0.18
On tape :

solve(-exp(-lambda)+1=0.18,lambda)

On obtient :

0.198450938724

3. Dans la suite de l’exercice, on prendraλ= 0,2.
On cherche1 − p([0, 3[) c’està dire :
1-int(0.2 * exp(-0.2 * x),x,0,3)=exp(-0.2 * 3)
On tape :

exp(-0.2 * 3)

On obtient :

0.548811636094

Donc la probabilit́e que le t́eléviseur n’ait pas eu de panne au cours des
trois premìeres anńees, arrondièa10−4 près, est : 0,5488.
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4. SoitA l’ événement : le t́eléviseur n’a connu aucune panne au cours des 10
premìeres anńees apr̀es sa mise en service.
SoitB l’ événement : le t́eléviseur n’a connu aucune panne au cours des 13
premìeres anńees apr̀es sa mise en service.
On cherche la probabilité que le t́eléviseur ne connaisse aucune panne au
cours des 13 premières anńees sachant qu’il n’a connu aucune panne au
cours des 10 premières anńees c’est̀a direP (B/A) = P (A ∩ B)/P (A).
On a :
P (A) = (1 − p([0, 10[) = exp(−0.2 ∗ 10) etA ⊂ B donc
P (B) = P (A ∩ B) = (1 − p([0, 13[)) = exp(−0.2 ∗ 13)
On tape :

exp(-0.2 * 13)/exp(-0.2 * 10)

Ou on tape :

exp(-0.2 * 3)

On obtient :

0.548811636094

5. Dix téléviseurs neufs de ce type ontét́e mis en service en m̂eme temps. On
cherche, lorsquek = 4 :

p(X = k) = Ck
10 exp(−0.2 ∗ 3 ∗ k) ∗ (1 − exp(−0.2 ∗ 3)10−k

Pour v́erifier que
∑10

k=0
p(X = k) = 1, on tape :

sum(comb(10,k) * exp(-0.2 * 3* k) *
(1-exp(-0.2 * 3))ˆ(10-k),k,0,10))

On obtient :

1

On tape :

comb(10,4) * exp(-0.2 * 3* 4) * (1-exp(-0.2 * 3))ˆ6

On obtient :

0.160716284054

La probabilit́e de l’́evénementX = 4 arrondieà10−4 près est donc 0.1607.
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3.6 Thème : Probl̀eme de lieu

– L’exercice propośe au candidat :
On consid̀ere dans le plan deux droitesd et d1 sécantes enO et de vecteurs
directeurs respectifs−→u et −→u ′ tels que(−→u ,−→u ′) = π

4
(mod2π). On consid̀ere

deux pointsA et B situés respectivement surd et d1, distincts deO et tels que
OA = OB. À tout point M du plan on associe la somme notée s(M), des
distances du pointM aux droitesd etd′.

1. Montrer ques(A) = s(B) = OA

√
2

2
2. SoitM un point du segment[AB]. En utilisant les aires des trianglesOMA

et OMB, montrer que la sommes(M) est ind́ependante de la position de
M sur le segment[A,B].

3. Calculer la distanceOA afin que, pour tout pointM du segment[AB], l’on
ait s(M) = 2.

4. Le pointA étant fix́e pour satisfaire la condition de la question 3), on note
L le lieu des pointsM du plan tels ques(M) = 2. Montrer queL contient
un rectangle dont[AB] est un ĉoté.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Dégager les ḿethodes et les savoir-faire utilisés dans cet exercice.
Q.2) Pŕesenter une animation sur le module de géoḿetrie dynamique de la cal-
culatrice mettant eńevidence le ŕesultatétabli dans la question 2) de l’exercice.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. On tape :

d:=droite(0,1):;d;
d1:=droite(0,1+i):;d1;
O:=point(0);
assume(t=[4,-5,7,0.1]);
A:=point(a);
B:=rotation(0,pi/4,A);
segment(A,B);
assume(t=[0.3,0,1,0.1]);
M:=element(segment(A,B),t);
dist:=longueur(M,d)+longueur(M,d1);
A1:=point(2 * sqrt(2));
B1:=rotation(0,pi/4,A1);
M1:=element(segment(A1,B1),t);
s(M):=normal(longueur(M,d))+normal(longueur(M,d1));
normal(s(M1));

On obtient :
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normal(dist)

2*sqrt(2)

A1:=point(2*sqrt(2))

point(2*sqrt(2))

B1:=rotation(0,pi/4,A1)

point(((sqrt(2))/2+((i)*sqrt(2))/2)*2*sqrt(2))

M1:=element(segment(A1,B1),t)
point((1-t)*2*sqrt(2)+t*((sqrt(2))/2+((i)*sqrt(2))/2)*2*sqrt(2))

s(M):=normal(longueur(M,d))+
normal(longueur(M,d1))

// Warning: d d1  declared as global variable(s) compiling s
 (M)->normal(longueur(M,d))+normal(longueur(M,d1))

normal(s(M1))
2
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11
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14

15

O A

B

M

A1

B1

M1

x

y
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0
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6
x:-7.48
y:-2.47
in

_|_
out

cfg
Menu

0.3 t

Fig Edit Graphe Repere Mode A <Save figure as text>

On tape :

s(A),s(B)

On obtient :

(sqrt(2))/2 * a,(sqrt(2))/2 * a

2. On tape :

aire(triangle(O,A,M))

On obtient :

(a * t * sqrt(2) * a)/(2 * 2)

On tape :

normal(aire(triangle(O,M,B)))

On obtient :

(-(sqrt(2)))/4 * aˆ2 * t+(sqrt(2))/4 * aˆ2

On tape :

normal(aire(triangle(O,A,M))+aire(triangle(O,M,B))) ,
normal(aire(triangle(O,A,B)))

On obtient :

(sqrt(2))/4 * aˆ2,(sqrt(2))/4 * aˆ2

On tape :

sd :=normal(2 * aire(triangle(O,A,B))/longueur(O,A))

On obtient :
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(sqrt(2))/2 * a

3. On tape :

normal(solve(sqrt(2 * xˆ2)/2=2,x))

On obtient :

[2 * sqrt(2),-2 * sqrt(2)]

4. On tape :

sd(x,y) :=normal(longueur(point(x,y),d)+
longueur(point(x,y),d1))

On obtient :

(sqrt(2))/2 * abs(x-y)+abs(y)

On tape :

assume(y>0);assume(X>0);
E1:=normal(subst(subst(sd(x,y)-2,x=X+y),X=x-y));
assume(y>0);assume(X<0);
E2:=normal(subst(subst(sd(x,y)-2,x=X+y),X=x-y));
assume(y<0);assume(X>0);
E3:=normal(subst(subst(sd(x,y)-2,x=X+y),X=x-y));
assume(y<0);assume(X<0);
E4:=normal(subst(subst(sd(x,y)-2,x=X+y),X=x-y));
plotimplicit(E1,x,y);
plotimplicit(E2,x,y);
plotimplicit(E3,x,y);
plotimplicit(E4,x,y);
affichage(droite(y=x),1);

On obtient :

x

y

-6 -4 -2 0 2 4 6

-2

-1

0

1

2
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3.7 Thème : Analyse
Fonctions etéquations

– L’exercice propośe au candidat Soitk un ŕeel. On consid̀ere la fonctionF définie
surR par :

F (x) =

∫ x

0

ekt2dt

On noteC la courbe repŕesentative deF et l’on s’intéresse au nombre de points
M0 d’abscissex0 appartenant̀aC et en lesquels la tangenteàC a un coefficient
directeurégalàx0.

1. Montrer qu’un tel pointM0 existe si et seulement six0 > 0 et vérifie
l’ équation

(E) lnx = kx2

2. a) En utilisant une calculatrice graphique et en faisant varier les valeurs de
k, conjecturer le nombre de solutions de l’équation(E) dans]0,+∞[. b)
Si k > 0, trouver graphiquement une valeur approchéea dek pour laquelle
l’ équation(E) a une unique solution dans]0,+∞[.

3. Démontrer que pourk < 0, l’ équation(E) a une unique solution dans
]0,+∞[.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Pŕesenter,̀a l’aide de la calculatrice, la ou les représentations permettant de
faire les conjectures demandéesà la question 2).
Q.2) Proposer une solution de la question 3) de l’exercice telle que le candidat la
présenterait̀a deśelèves de terminale.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. On cherchèa ŕesoudre :F ′(x) = x.
On tape :

F(x) :=int(exp(k * tˆ2),t,0,x)

On obtient :

(x)->int(exp(k * tˆ2),t,0,x)

On tape :

diff(F(x))

On obtient :

exp(k * xˆ2)

La tangentèa C a un coefficient directeuŕegal à x0 donc on doit avoir :
exp(k ∗ x0ˆ 2) = x0.
Donc six0 existe il est positif puisquéegalà une exponentielle.
On tape :

ln(exp(k * xˆ2)=x)
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On obtient l’́equation(E) que doit v́erifierx0 :

(k * xˆ2)=ln(x)

2. On ouvre uńecran de ǵeoḿetrie, on d́efinit un param̀etrek et on trace les
courbesk ∗ x2 et ln(x).
On tape :

assume(k=[0.2,-5,5,0.001])

On obtient :

parameter(k,-5.0,5.0,0.2,0.1)

On tape :

plotfunc(k * xˆ2)

On obtient :

plotparam(x+(i) * k* xˆ2,x=-5.0..5.0125)

On tape :

plotfunc(ln(x))

On obtient :

plotparam(x+(i) * ln(x),
x=3.82333054105e-15..5.0125)

On obtient pourk = 0.098 :

x

y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-3

-2

-1

0

1

2

3

4

Il semble que pourk ≃ a = 0.184 les deux courbes sont tangentes. Au
point òu les 2 courbes sont tangentes on a l’égalit́e des valeurs des 2 fonc-
tions et de leur deriv́ees doncx etk doivent v́erifier :
k ∗ x2 = ln(x) et2 ∗ k ∗ x = 1/x c’està dire :
kx2 = 1/2 et ln(x) = 1/2 = 0.5.
On tape :
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fsolve(ln(x)=0.5,x)

On obtient :

1.6487212707

On tape :

evalf(1/(2 * 1.6487212707ˆ2)

On obtient la valeur approchéea dek qui est solution de(E) :

0.183939720586

Il y a alors :
– 0 point d’intersection sik ≥ a
– 1 point d’intersection sik = a
– 2 points d’intersection si0 < k < a
– 1 point d’intersection sik ≤ 0

3. Supposonsk < 0 et montrons qu’alors l’́equation(E) a une unique solu-
tion dans]0,+∞[. Pour cela, on cherche le signe de :
g(x) = k ∗ x2 − ln(x) lorsquex > 0.
On tape :

assume(k<0) ;g(x) :=k * xˆ2-ln(x)

On obtient :

k, (x)->k * xˆ2-ln(x)

On tape :

diff(g(x))

On obtient :

k* 2* x-1/x

On tape :

assume(x>0) ;solve(diff(g(x))=0,x)

On obtient :

[]

On tape :

solve(diff(g(x))<0,x)

On obtient :

[x>0]

Pourx > 0 on ag′(x) < 0 doncg(x) est d́ecroissante.
On tape :

limit(g(x),x,0)

On obtient :
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+infinity

On tape :

limit(g(x),x,+infinity)

On obtient :

-infinity

Doncg(x) ne s’annule qu’en un point lorsquek < 0.
Par exemple pourk = −1 on tape :

k :=-1 ;plotfunc(g(x))

On obtient :

x

y

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

-15

-10

-5

0

5

On tape :

k :=-1 ;fsolve(g(x)=0,x,1,newton solver)

On obtient :

0.652918640419

On tape :

g(0.652918640419),g(0.652918640420)

On obtient :

6.11066752754e-13,-2.20268248086e-12

Donc pourk = −1 on a :

0.652918640419 < x0 < 0.652918640420

.
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3.8 Thème : Probl̀emes d’incidence

– L’exercice propośe au candidat :
Soit un paralĺelogrammeABCD situé dans un planP et soit S un point de
l’espace n’appartenant pasà P . On note respectivementI, J et K les milieux
des segments[SA], [SB] et [SC].

– a) Montrer que les plansP et (IJK) sont parall̀eles.
b) Montrer que le plan(IJK) coupe[SD] en son milieu.

– Quelle est l’intersection des plans(CIJ) etP ?

– En d́eduire l’intersection des plans(CIJ) et (SAD).

A

C
B

I

D

K J

S

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1)Énoncer les th́eor̀emes mis en jeu dans l’exercice.
Q.2) Pŕesenter un corriǵe de la question 1) pouvantêtre pŕesent́e à une classe de
lycée.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. On tape :

A:=point([0,0,0]);
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B:=point([0,4,0]);
D:=point([4,-1,0]);
parallelogramme(A,B,D,C);
S:=point(2,2,4);
I:=milieu(A,S);
J:=milieu(B,S);
K:=milieu(C,S);
polyedre(A,B,C,D,S)

On obtient :

La figure du d ébut

On tape :

est parallele(plan(A,B,C),plan(I,J,K))

On obtient :

1

2. On tape :

longueur2(M,S)-longueur2(M,D)

On obtient :

0

Ou on tape :

est isocele(M,S,D)

On obtient :

1

3. On tape :

d :=inter unique(plan(C,I,J),plan(A,B,C)) : ;
affichage(d,2)

On obtient :le trac é de d en vert
On tape :

est element(D,d)

On obtient :

1

Ou on tape :

d==droite(C,D)

On obtient :

1
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4. On tape :

d1 :=inter unique(plan(C,I,J),plan(S,A,D)) : ;
affichage(d1,1)

On obtient la figure avecle trac é de d1 en rouge :

A

C
B

I

D

M K J

S

On tape :

d1==droite(D,I)

On obtient :

1

Ou on tape :

est element(D,d1)

On obtient :

1
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3.9 Thème : Divers types de raisonnements (par l’absurde, par
r écurrence...)

– L’exercice propośe au candidat
Étant donńe un entier natureln ≥ 2, on se propose détudier l’existence de trois
entiers naturelsx, y etz tels quex2 + y2 + z2 = −1 (mod 2n).

1. Cas òu n = 2 : Montrer que 1, 3 et 5 sont solutions du problème.

2. On suppose dorénavant quen est un entier naturel et quen ≥ 3.
Supposons qu’il existe trois entiers naturelsx, y etz tels que :
x2 + y2 + z2 = −1 (mod 2n).
a) Montrer que les entiersx, y et z sont tous impairs ou que deux d’entre
eux sont pairs.
b) On suppose quex et y sont pairs et quez est impair. Montrer qu’on a
alorsx2 + y2 + z2 = 1 (mod 4) et en d́eduire une contradiction.
c) On suppose quex, y etz sont impairs.
Montrer qu’on ax2 + y2 + z2 = 3 (mod 8) et conclure.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1)Énoncer les th́eor̀emes et les outils mis en jeu dans l’exercice.
Q.2) Pŕesenter une correction détaillée de la question 2.c telle que le candidat la
proposerait̀a deśelèves de Terminale S.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. On tape :

(1ˆ2+3ˆ2+5ˆ2)% (2ˆ2)

On obtient :

-1 % 4

2. – Six2 + y2 + z2 = −1 (mod 2n) cela entraine quex2 + y2 + z2 est un
nombre impair c’est a dire la somme de 2 nombres pairs et d’un nombre
impair ou de 3 nombres impairs.
On tape :

((2 * p+1)ˆ2+(2 * q+1)ˆ2+(2 * r+1)ˆ2)% 4
On obtient :

-1 % 4
Donc pourn = 2, tous les triplets de nombres impaires sont des solu-
tions. On tape :

((2 * p)ˆ2+(2 * q+1)ˆ2+(2 * r+1)ˆ2)%4
On obtient :

2 % 4
On tape :

((2 * p)ˆ2+(2 * q)ˆ2+(2 * r+1)ˆ2)%4
On obtient :

1 % 4
On tape :

((2 * p)ˆ2+(2 * q)ˆ2+(2 * r)ˆ2)%4
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On obtient :
0 % 4

Donc pourn = 2, tous les triplets de nombres impairs sont des solutions
et ce sont les seules.

– Six2 + y2 + z2 = −1 (mod 2n) avecn ≥ 3 cela veut dire :
il existek ∈ N tel que :x2 + y2 + z2 = 2n ∗ k − 1 ou encore
x2 + y2 + z2 = 4 ∗ 2n−2 ∗ k − 1 avecn − 2 ≥ 1 doncx2 + y2 + z2 =
−1 (mod 4) donc si l’́equationx2 + y2 + z2 = −1 (mod 2n) avec
n ≥ 3 a une solution alorsx2 + y2 + z2 = −1 (mod 4) donc d’apr̀es
les ŕesultats ci-dessus, les 3 nombresx, y, z sont impairs.

– On cherche tout d’abord(2 ∗ r + 1)2 (mod 8).
On a soitr pair (r = 2 ∗ n), soitr impair (r = 2 ∗ n + 1) donc on tape :

(4 * n+1)ˆ2 %8, (4 * n+3)ˆ2 %8
On obtient :

1%8, 1%8
Donc(2 ∗ r + 1)2 = 1 (mod 8)
Donc(2 ∗ p + 1)2 + (2 ∗ q + 1)2 + (2 ∗ r + 1)2) = 3 (mod 8).
On a montŕe que si l’́equationx2 + y2 + z2 = −1 (mod 2n) a une
solution alors :

x2 + y2 + z2 = 3 (mod 8)

Si x2 + y2 + z2 = −1 (mod 2n) avecn ≥ 3, il existek ∈ N tel que :
x2 + y2 + z2 = 2n ∗ k − 1 ou encore
x2 + y2 + z2 = 8 ∗ 2n−3 ∗ k − 1 avecn − 3 ≥ 0 doncx2 + y2 + z2 =
−1 (mod 8).
On a donc une contradiction.
Conclusion
Pourn > 2, l’ équationx2+y2+z2 = −1 ( mod 2n) n’a pas de solution.
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3.10 Th̀eme : Probl̀emes de calcul de grandeurs
Calculs de longueurs, d’aires et de volumes

– L’exercice propośe au candidat
Dans la figure ci-dessous le triangleABC estéquilat́eral et les droites(d), (d1)
et (d2) sont des droites parallèles passant respectivement par les sommetsC,A
etB.
On notea la distance de(d) à (d1) et b celle de(d) à (d2) ; on se propose de
calculer, en fonction dea et b, l’aire du triangleABC.

A

B

C

d1

d2

d

a

b

1. Le cercle circonscrit̀aABC recoupe la droite(d) en un pointP .

Montrer queAP =
2a√

3
et queBP =

2b√
3

.

2. En d́eduire queAB2 =
4(a2 + b2 + ab)

3
3. Calculer l’aire du triangleABC en fonction dea et b.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Dégager les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans la résolution de l’exer-
cice.
Q.2) Proposer la rédaction d’une solutioǹa la question 1).

– Une pŕesentation et une solution avecXcas
Pour faire la figure avecXcas , il faut connaitre les param̀etres qui d́efinissent la
figure. Ici, les param̀etres sonta et b. Mais comment faire cette figure lorsqu’on
connaita et b ? On voit que le problème est assez mal posé car on ne sait pas si

37



la droite(d) se trouve toujours entre(d1) etd2 et si le triangleABC est de sens
direct.
Si on se donne un rep‘ere avec le pointC comme origine et(d) comme axe des
x. On trace facilement les droites(d1) et (d2) de part et d’autre de(d) si on
suppose que(d) se trouve toujours entre(d1) etd2) et que(d1) a pouréquation
y = a et (d2) a pouréquationy = −b.
Comment maintenant construire le triangleéquilat̀eralABC direct pour queA
soit sur(d1 et B soit sur(d2. Soit (d11 la droite image ded1 par la rotation de

centreC et d’angle
π

3
. (d11 couped2 enB. PuisA est le troisìeme sommet du

triangleéquilat́eralABC.

1. On tape pour faire la figure :

C:=point(0);
assume(a=[3,0,5,0.1]);
assume(b=[1.0,0,5,0.1]);
d1:=droite(y=a);
d11:=rotation(0,pi/3,d1,affichage=1);
d2:=droite(y=-b);
B:=inter_unique(d11,d2);
A:=rotation(0,-pi/3,B);
c:=circonscrit(A,B,C);
P:=inter(c,droite(y=0))[1];

On obtient :

C

d1

d11

d2B

A

c

P
x

y

-8 -6 -4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

2. On tape :
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simplify(longueur(P,A))

On obtient :

(2 * a* sqrt(3))/3

On tape :

simplify(longueur(P,B))

On obtient :

(2 * b* sqrt(3))/3

on peut aussi simplement remarquer quesin(π/3) = a/AP =
√

3/2 et
quesin(π/3) = b/BP =

√
3/2 d’où les ŕesultats.

3. On tape :

simplify(longueur2(A,B))

On obtient :

(4 * aˆ2+4 * a* b+4* bˆ2)/3

On peut calculer cette longueur de plusieurs façons :
– Dans le triangleABP l’angle P vaut2π/3 car dans le quadrilatère in-

scriptipleAPBC on a :
P̂ + Ĉ = P̂ + π/3 = π.
On utilise alors, dans le triangleABP d’angleP égal la relation :

AB2 = AP 2 +BP 2−2AP ∗BP cos(
2π

3
) = AP 2 +BP 2 +AP ∗BP

– On utilise la trigonoḿetrie on notec =→ Bx,→ BC et on a :sin(c) =
b/BC = b/AB et sin(π/3 + c) = (a + b)/AB = sin(c)/2 + cos(c) ∗√

3/2
donccos(c) ∗

√
3 = (2 ∗ a + b)/AB et

3 cos(c)2 = 3 − 3b2/AB2 = (2a + b)2/AB2

On obtient donc :
3AB2 = (2a + b)2 + 3b2 = 4(a2 + b2 + ab

– On calcule les coordonnèes deB dans le rep̀ere d’origineC.
B est sur la droitey = −b et sur la droite transforḿee deAx par la
rotation de sommetC et d’angleπ/3. Cette droite a pouŕequationy =√

3x + 2a car elle a comme pentetan(π/3) =
√

3 et passe par le point
a∗exp(i∗(π/2+π/3)) = a∗(−

√
3+i)/2 transforḿe dea exp(i∗π/2).

4. On tape :

simplify(aire(A,B,C))

On obtient :

(aˆ2 * sqrt(3)+a * b* sqrt(3)+bˆ2 * sqrt(3))/3
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5. Pour comprendre les calculs fait parXcas .
On peut chercher les abscisses deA et deB.
On tape :

aa :=normal(abscisse(A))

On obtient :

(-(sqrt(3)))/3 * a+(-2 * sqrt(3))/3 * b

On tape :

bb :=normal(abscisse(B))

On obtient :

((-2 * sqrt(3)) * a)/3+((-(sqrt(3))) * b)/3

Pour faire le d́etail des calculs de l’abscisse deA et deB.
On tape :

k :=exp(i * pi/3) * (t+i * a)

On obtientk l’affixe deB en fonction det l’abscisse deA :

(1/2+((i) * sqrt(3))/2) * (t+(i) * a)

On tape :

re(k),im(k)

On obtient :

t/2-(sqrt(3) * a)/2,a/2+(t * sqrt(3))/2

On tape puisque l’ordonnée deB est−b :

solve(im(k)=-b,t)

On obtient l’abscisse deA :

[1/(sqrt(3)) * (-a-2 * b)]

On tape :

normal(subst(re(k),t=1/(sqrt(3)) * (-a-2 * b)))

On obtient l’abscisse deB :

(-2 * sqrt(3))/3 * a+(-(sqrt(3)))/3 * b

On tape (Attention l’ordonnee deB est−b !) :

normal((aa-bb)ˆ2+(a+b)ˆ2)

On obtient la valeur deAB2 :

(4 * aˆ2+4 * a* b+4* bˆ2)/3

On tape pour avoir l’aire deABC qui estAB2 ∗ sqrt(3)/4 :

normal(((aa-bb)ˆ2+(a+b)ˆ2) * sqrt(3)/4)
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On obtient :

(sqrt(3) * aˆ2+sqrt(3) * a* b+sqrt(3) * bˆ2)/3

Puisque la ḿediatrice du segmentPC passe par le centreG du cercle cir-
conscrit et queG est l’isobarycentre deA,B,C on tape :

G :=isobarycentre(A,B,C) : ;

On tape :

simplify((abscisse(A)+abscisse(B)+abscisse(C))/3) ;

On obtient l’abscisse deG :

(-a * sqrt(3)-b * sqrt(3))/3

On vérifie en tapant :

simplify(abscisse(G)) ;

On tape :

simplify(2 * abscisse(G)) ;

On obtient l’abscisse deP :

(-2 * a* sqrt(3)-2 * b* sqrt(3))/3

On vérifie en tapant :

simplify(abscisse(P))

– Une solution engéoḿetrie
On suppose que la figure aét́e ŕealiśee :

C

A

B

d1

d2

d

a

b

c

P

1. PuisqueA,B,C, P sont cocycliques et queP et B sont sur le m̂eme arc
⌢

AC, on a :
ÂPC = ÂBC =

π

3
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car ces angles interceptent l’arc
⌢

AC.
PuisqueA,B,C, P sont cocycliques et queP et A sont sur le m̂eme arc
⌢

BC, on a :
B̂PC = B̂AC =

π

3

car ces angles interceptent l’arc
⌢

BC.
donc on a :

sin(ÂPC) = sin(
π

3
) =

√
3

2
=

a

AP

sin(B̂PC) = sin(
π

3
) =

√
3

2
=

b

BP

On a donc :

AP =
2a√

3
etBP =

2b√
3

2. Pour calculerAB2, on consid̀ere le triangleAPB donc l’angleP vaut
2π

3
donc on a :

AB2 = AP 2 + BP 2 − 2AP ∗ BP ∗ cos(
2π

3
) =

4(a2 + b2 + ab)

3

3. L’aire d’un triangléequilat́eral de ĉoté l vaut :l2∗
√

3

4
donc l’aire du triangle

ABC vaut : √
3(a2 + b2 + ab)

3
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3.11 Th̀eme : Intégration. Calcul d’int égrales par des ḿethodes
vari ées

– L’exercice propośe au candidat
On consid̀ere la fonctionF définie sur[0,+∞[ par

F (x) =

∫ x

0

1√
1 + t2

dt

1. Montrer queF est continue et strictement croissante sur[0,+∞[.
On consid̀ere la fonctionu définie sur[0,+∞[ par :

u(x) =
ex − e−x

2

2. a) Calculer la d́erivée de la fonctionF ◦ u.
b) En d́eduire que, pour tout réelx ∈ [0,+∞[, on a F ◦ u(x) = x.
c) CalculerF (2).

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Pŕeciser les th́eor̀emes utiliśes dans cet exercice.
Q.2) Proposer une solution de la question 2) telle que le candidat la pŕesenterait
à une classe.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. On tape pour d́efinir F (x) :

F(x) :=int(1/sqrt(1+tˆ2),t,0,x)

On tape pour avoirF ′(x) :

normal(diff(F(x),x))

On obtient puisqueF (x) est la primitive de1/
√

1 + x2 qui s’annule en 0 :

(sqrt(xˆ2+1))/(xˆ2+1)

2. On tape pour d́efinir u(x), H(x) = F (u(x)) etH ′(x) :

u(x) :=(exp(x)-exp(-x))/2

H(x) :=int(1/sqrt(1+tˆ2),t,0,u(x))

tsimplify(diff(H(x),x))

On obtient :

1

En effet on peut faire le calculà la main :
H ′(x) = u′(x)F ′(u(x)) = u′(x)/

√
1 + u(x)2 donc

1+u(x)2 = (4+exp(2x)+exp(−2x)−2)/4 = (exp(x)+exp(−x))2/4
On a :
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u′(x) = (exp(x) + exp(−x))/2 donc :
H ′(x) = 1
Pour tout ŕeelx ∈ [0,+∞[, on aH ′(x) = 1 etH(0) = 0 donc on a :

H(x) = F ◦ u(x) = x, si x ∈ [0,+∞[

3. On tape :

solve(u(x)=2,x)

On obtient :

[ln(sqrt(5)+2)]

On en d́eduit que :
F (2) = F (u(ln(

√
5 + 2))) = H(ln(

√
5 + 2)) = ln(

√
5 + 2).

On tape pour v́erifier :

F(2)

On obtient :

-(ln(sqrt(5)-2))

et on a bien−(ln(
√

5 − 2)) = ln(
√

5 + 2).
On tape pour calculerF (x) :

F(x)

On obtient :

-(ln(sqrt(xˆ2+1)-x))

ou encore, on tape :

normal(lncollect(-(ln(sqrt(xˆ2+1)-x))-
ln(sqrt(xˆ2+1)+x)))

On obtient :

0

Donc
F (x) = ln(

√
x2 + 1 + x)

On peut aussi remarquer queF (x) et ln(
√

x2 + 1+x) ont la m̂eme d́erivée
et queF (0) = ln(

√
02 + 1 + 0)) = 0.

On a donc :
F (u(x)) = ln(

√
1 + u(x)2 + u(x)) =

ln((exp(x) + exp(−x))/2 + (exp(x)− exp(−x))/2) = ln(exp(x)) Donc
H(x) = F (u(x)) = x
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3.12 Th̀eme : Géométrie.
Interpr étation géométrique des nombres complexes

– L’exercice propośe au candidat
Le plan complexe est rapporté à un rep̀ere orthonormal direct(O,−→u ,−→v ). On
note(c) le cercle de centreO et de rayon 1.

1. Faire la figure

2. SoitA un point de(c) d’affixe a. On note(Ta) la tangente enA à (c).
SoitM un point du plan d’affixez.

Montrer queM appartient̀a (Ta) si et seulement si
z − a

a
est imaginaire

pur.

3. Déduire queM appartient̀a (Ta) si et seulement siz vérifie l’égalit́e :
za + za = 2.

4. SoientA d’affixe a etB d’affixe b deux points distincts de(c) tels quea +
b 6= 0. Montrer que les droites(Ta) et (Tb), tangentes̀a (c) respectivement

enA etB, sont śecantes et que leur point d’intersection a pour affixe
2ab

a + b
.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Dégager les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans la résolution de l’exer-
cice.
Q.2) Proposer une solution de la question 1) telle que le candidat la pŕesenterait
à une classe.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. La figure
On remarque que pour faire la figure il faut choisir comme paramètre l’ar-
gumentta de l’affixe deA. On a alorsa = exp(i ∗ ta).
On tape :

c:=cercle(0,1):;c;
assume(ta=[0.4,-3.2,3.2,0.1]);
A:=point(exp(i * ta));
a:=affixe(A);
Ta:=tangente(c,A):;Ta;
assume(tt=[0.7,-5,5,0.1]);
M:=element(Ta,tt);
m:=affixe(M);
N:=point(a+a * i * tt);
assume(tb=[1.3,-3.2,3.2,0.1]);
B:=point(exp(i * tb);
b:=affixe(B);
Tb:=tangente(c,B):;Tb;
K:=inter_unique(Ta,Tb);

On obtient :
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A

M

NB
K

x

y

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Dans la figure ci-dessus, le pointM sur la tangenteTa et le pointN est un

point d’affixen = a + a ∗ i ∗ tt c’est à dire tel que
n − a

a
est imaginaire

pur.

2. On tape :

simplify(re((m-a)/a))

On obtient :

0

Donc siM d’affixe m est sur la tangenteTa, on are((m-a)/a)=0 c’est

à dire
m − a

a
est imaginaire pur.

On tape :

est element(N,Ta)

On obtient :

1

Donc si N d’affixe n tel que
n − a

a
est imaginaire pur, alorsN est un

élément deTa.

3. On tape :

simplify(m * conj(a)+conj(m) * a)
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On obtient :

2

Donc siM d’affixe m est sur la tangenteTa, on ama + am = 2.
On tape :

L :=csolve(r * conj(a)+conj(r) * a=2,r)

On obtient (‘ x‘ désigne la partie réelle der) :

[‘ x‘+(i) * 1/(sin(ta)) * (-‘ x‘ * cos(ta)+1)]

On tape :

simplify(re((L[0]-a)/a))

On obtient :

0

Donc siR d’affixe r vérifier ∗a+ r ∗a = 2, on a(r−a)/a est imaginaire
pur donc d’apr̀es la question préćedenteR est sur la tangenteTa.

4. Les tangentes̀a un cercle sont concourantes si et seulement si leurs points
de contact ne sont pas diamétralement opposés, c’est̀a dire ici, sia+b 6= 0.
On tape :

simplify(trig2exp(affixe(K)))

On obtient :

((2 * i) * exp((i) * ta) * exp((i) * tb))/
((i) * exp((i) * ta)+(i) * exp((i) * tb))

On tape (on quotea etb pour avoir le ŕesultat en fonction dea etb) :

subst(k,[exp(i * ta)=’a’,exp(i * tb)=’b’])

Ou on tape :

subst(k,[exp(i * ta)=quote(a),exp(i * tb)=quote(b)])

On obtient :

((2 * i) * a* b)/((i) * a+(i) * b)

Donc l’affixek deK vaut :
2ab

a + b
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3.13 Th̀eme : Probabilités

– L’exercice propośe au candidat Cet exercice est un QCM. Pour chaque affirma-
tion une seule des réponses A, B ou C est exacte et il s’agit de la trouver.

1. Dans une classe de 31élèves, 12́elèves jouent au tennis, 8́elèves jouent au
football et 5élèves jouent̀a la fois au tennis et au football. On interroge au
hasard uńelève de cette classe. La probabilité que cet́elève ne joue ni au
tennis ni au football est :

A
6

31
B

16

31
C

11

31

2. Une urne contient trois boules blanches et deux boules noires. On tire suc-
cessivement et au hasard deux boules en respectant le protocole suivant : si
la premìere boule tiŕee est noire alors on la remet dans l’urne avant de tirer
la seconde boule. Si la première boule est blanche alors on ne la remet pas
dans l’urne avant de tirer la seconde boule.
La probabilit́e d’obtenir exactement une boule blancheà l’issue des deux
tirages est :

A
3

5
B

27

50
C

12

22

3. On dispose d’une urneU1 contenant quatre jetons numérot́es 1, 1, 2, 3 et
d’une urneU2 contenant trois jetons nuḿerot́es 2, 3, 3. On tire au hasard un
jeton dans chaque urne et on appelleX la variable aĺeatoire qui,̀a chaque
tirage de deux jetons, associe la valeur absolue de la différence des nuḿeros
port́es par les deux jetons. L’espérance math́ematique deX est :

A 1 B
13

12
C

5

6

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Indiquer pour chacun des items de ce QCM les savoirs mis en jeu pour
trouver la ŕeponse exacte.
Q.2) Justifier la ŕeponsèa la question 2).

– Une pŕesentation et une solution avec ou sansXcas

1. On a donc 12-5=7 elèves ne jouent qu’au tennis, 8-5=3 ne jouent qu’au
football,5 jouent au tennis et au foot et 31-(7+3+5)=16 elèves ne jouent ni
au tennis ni au foot. La reponse est donc

16/31

2. On peut avoir :
une boule blanche au premier tirage puis une noire (probabilité=3/5*2/4)
ou une boule noire au premier tirage puis une blanche (probabilit é=2/5*3/5)
On tape :

3/5 * 2/4+2/5 * 3/5
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On obtient :

27/50

3. La variableX peut prendre comme valeur :
0 pour le tirage (2,2) ou (3,3) ou (3,3)
1 pour le tirage (1,2),ou (1,2) ou (2,3) ou (2,3) ou (3,2)
2 pour le tirage (1,3) ou (1,3) ou (1,3) ou (1,3) Donc :
P (X = 0) = 3/12
P (X = 1) = 5/12
P (X = 2) = 4/12
E(X) = 5/12 + 2 ∗ 4/12
On tape :

5/12+2 * 4/12

On obtient :

13/12
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3.14 Th̀eme : Probl̀emes sur les configurations

– L’exercice propośe au candidat
Sur la figure ci-dessous :

O1 c1 O2
c2

O3

c3

A
x

y

-4 -2 0 2 4 6 8 10 12

-6

-4

-2

0

2

4

6

– les pointsA,O1, O2 etO3 sont aligńes dans cet ordre ;
– les cercles(c1), (c2) et (c3) ont pour centres respectifsO1, O2, O3 et pour

rayons respectifs 10, 20 et 59 millimètres ;
– le cercle(c2) est tangent aux cercles(c1) et (c3) ;
– le pointA appartient̀a (c1) ;

1. Construire, sur la figure jointe,à la r̀egle et au compas, une droite(d) pas-
sant parA et tangentèa (c3) (on laissera visibles les traits de construction).

2. On appelleH le projet́e orthogonal deO2 sur (d). Calculer la distance
O2H et justifier que(d) coupe(c2) en deux points, que l’on noteraB etC.

3. Calculer la distanceBC.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Pŕeciser les savoirs mis en jeu dans la résolution de l’exercice.
Q.2) Proposer une solution de la question 2) telle que le candidat la pŕesenterait
à une classe.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. Si(d) passe parA et est tangente ac3 au pointM , on a l’angleÂMO3 est
droit doncM se trouve sur le cerclec de diam̀etreAO3. On fait la figure.
On tape :
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O1:=point(-4);
c1:=cercle(O1,1);
O2:=point(-1);
c2:=cercle(O2,2);
O3:=point(69/10);
c3:=cercle(O3,59/10);
A:=point(-5);
c:=cercle(A,O3,affichage=1);
L:=inter(c,c3):;
M:=L[0];d:=droite(A,M);
N:=L[1];droite(A,N);
H:=projection(d,O2);
LL:=inter(c2,d):;
B:=affichage(LL[0],quadrant4);
C:=affichage(LL[1],quadrant3);
segment(O2,H,affichage=1);
segment(O3,M,affichage=1);

On obtient :

O1c1 O2
c2

O3

c3

A

c

M

d

N

H
BC

x

y

-4 -2 0 2 4 6 8 10 12

-6

-4

-2

0

2

4

6

2. Pour calculerO2H on remarque que les trianglesAO2H etAO3M sont
homoth́etiques, doncO2H/O3M = AO2/AO3 = 40/(20 + 40 + 59) On
tape :

59/10 * 4/(2+4+59/10)

On obtient :

236/119
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On vérifie :

normal(longueur(O2,H))

On obtient :

236/119

3. On a(BC/2)2 = O2B − O2H
2 = 4 − (236/119)2.

On tape :

normal(2 * sqrt(4-(236/119)ˆ2))

On obtient :

(4 * sqrt(237))/119

On vérifie :

normal(longueur(B,C))

On obtient :

(4 * sqrt(237))/119
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3.15 Th̀eme : Intégration

– L’exercice propośe au candidat L’exercice a pour objet d’étudier la suite(In)n∈N∗

définie pour tout entiern ≥ 1 par :

In =

∫ e

1

x2(lnx)ndx

1. CalculerI1 et montrer que pour tout entiern ≥ 1, on a :

In+1 =
e3

3
− n + 1

3
In

2. a)À l’aide d’une calculatrice, donner une conjecture sur le sens de variation
et la convergence de la suite(In)n∈N∗ .
b) Démontrer les propriét́es conjectuŕeesà la question 2) a).

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Indiquer, pour chaque question de l’exercice, les savoirs mis en jeu.
Q.2) Pŕesenter une solution de la question 2).

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. On tape :

I(n) :=int(xˆ2 * ln(x)ˆn,x,1,e)

normal(I(1))

On obtient :

2/9 * exp(1)ˆ3+1/9

2. On tape :

factor(ibpu(xˆ2 * ln(x)ˆ(n+1),ln(x)ˆ(n+1)))

On obtient :

[(xˆ3 * ln(x)ˆ(n+1))/3,
((-(xˆ2)) * (n+1) * ln(x)ˆ(n+1))/(3 * ln(x))]

On tape :

assume(n>0) ;preval(xˆ3 * ln(x)ˆ(n+1)/3,1,e)

On obtient :

n,1/3 * exp(1)ˆ3

Donc

In+1 =
e3

3
− n + 1

3
In
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3. Six ∈ [0; e], on a0 ≤ ln(x)n+1 ≤ ln(x)n donc0 < In+1 < In.
La suiteIn est donc positive et d́ecroissante.
On aIn+1 > 0, donc en se servant de la relation de récurrence trouv́ee, on

a In <
e3

n + 1
.

On peut aussi utiliser l’ińegalit́e :
si x ∈ [1; e] alors1/x ≤ x2 = x3/x ≤ e3/x donc

1

n + 1
=

∫ e

1

ln(x)n

x
dx ≤ In ≤

∫ e

1

e3 ∗ ln(x)n

x
dx =

e3

n + 1

On peut aussi dire : la suiteIn est d́ecroissante et minorée donc est conver-
gente versl. l est forćementégaleà 0 car on doit avoir :
lim((n + 1) ∗ In) = e3/3 quandn− > +∞.
DoncIn tend vers 0 quandn tend vers l’infini.
On peut avoir un encadrement deIn puisque :

In+1 <
e3

n + 2
ce qui entraine

e3

n + 1
(1 − 3

n + 2
) < In, donc

e3

n + 1

n − 1

n + 2
< In <

e3

n + 1

On peut raffiner carIn+1 >
e3

n + 2

n

n + 3
donc :

(n − 1)e3

(n + 1)(n + 2)
< In <

e3

n + 1
− 3ne3

(n + 1)(n + 2)(n + 3)
d’où

(n − 1)e3

(n + 1)(n + 2)
< In <

e3(n2 + 2n + 6)

(n + 1)(n + 2)(n + 3)

On tape par exemple avec Digits :=20 :
evalf(eˆ3 * 48/(50 * 51)) renvoie :
0.378080695024709039824
evalf(eˆ3 * (49ˆ2+2 * 49+6)/(50 * 51* 52)) renvoie :
0.379443966761576981074
donc

0.378080695024709039824 < I49 < 0.379443966761576981074

Si on tape avec Digits :=20 :
romberg(xˆ2 * ln(x)ˆ49,x,1,exp(1))
On obtient :
0.379370865517700976837
Si on tape :
evalf(I(49), Digits :=20)
On obtient :
0.184467440737095516160e20
c’est tres mauvais ! ! ! !
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Si on tape :
evalf(I(49), Digits :=40)
On obtient :
0.37500000000000000000000000000000000000000
c’est encore mauvais ! !
Si on tape :
evalf(I(49), Digits :=50)
On obtient :
0.3793708655139198526740074157714843750000000000000 00
c’est correct !
Si on tape :
I(49)
On obtient

−965058896319749135014329908029272978088272577310174

22876792454961
∗exp(1)3−

−19383726095081060488362942943011041297039360000000000

22876792454961

55



3.16 Th̀eme : Géométrie
Problèmes de recherche de lieux ǵeométriques

– L’exercice propośe au candidat SoientA, B etC trois points non aligńes. On se
propose de d́eterminer l’ensembleL des pointsM du plan tels que les triangles
MAB etMAC aient la m̂eme aire.
On note(d0) la parall̀ele à (BC) passant parA et (d1) la médiane issue deA
dansABC.

1. Montrer que l’ensemble(d0) ∪ (d1) est inclus dansL.
Pour tout pointM distinct deA, on notedB etdC les distances respectives
deB etC à la droite(AM).

2. SoitM un point n’appartenant pasà (d0). On appelleJ l’intersection de la
droite(AM) et de la droite(BC).
a) Montrer que siM ∈ L alorsdB = dC .
b) En d́eduire queJ est le milieu de[BC].

3. Conclure sur l’ensembleL.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Dégager les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans la résolution de l’exer-
cice.
Q.2) Proposer une solution de la question 2) telle que vous laprésenteriez̀a une
classe.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. On tape :

A:=point(-2,-2,’couleur’=0);
B:=point(3,1,’couleur’=0);
C:=point(-2,3/2,’couleur’=0);
d0:=parallele(A,droite(B,C), affichage=1);
T:=triangle(A,B,C):;T;
d1:=mediane(A,B,C,affichage=1);
assume(t=[0.4,-5.0,5.0,0.0]);
M:=element(d0,t);
N:=element(d1,t);
normal(aire(A,M,B));
normal(aire(A,M,C));
normal(aire(A,N,B);
normal(aire(A,N,C);

On obtient (attention avecXcas les aires sont alǵebriques !) :
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Fich Edit Cfg Aide Exemples Math Phys Geo Reecriture Scolaire Graph Prg

d1:=mediane(A,B,C,affichage=1)

droite(y=((13*x)/10+3/5))

assume(t=[0.4,-5.0,5.0,0.0])

parameter(t,-5.0,5.0,0.4,0.0)

M:=element(d0,t)

point((1-t)*(-2-2*i)+(t*(-14-3*i))/2)

N:=element(d1,t)

point((1-t)*(-2-2*i)+(t*(2+5*i))/4)

normal(aire(A,M,B))
-35/4*t

normal(aire(A,M,C))
-35/4*t

normal(aire(A,N,B)

-35/8*t

normal(aire(A,N,C)

35/8*t

6

7

8

9

10

11

12

13

A

B
C

d0

d1

M

N

x:-5.26
y:-0.317
in

_|_
out

cfg
Menu

0.4 t

Fig Edit Graphe Pointeur Mode A <Save figure as text>

droite(y=((13*x)/10+3/5))

M:=N6
x:-6.45
y:11.9

Fig Edit Graphe Repere Mode A <Save figure as text>

1

2

? Save = real RAD 12 xcas 12.712M  STOP Kbd Msg X
lieu2008.xws

2. SoientB1 etC1 sont les projections deB etC sur la droiteAM et posons :
dB = BB1 et dC = CC1. Si les aires des trianglesAMB et AMC sont
égales c’est queB etC sont des pointśequidistant de la droiteAM puisque
on a :
aire(AMB)=AM*dB=aire(AMC)=AM*dC .
Il faut distinguer 2 cas :
– soitB etC sont d’un m̂eme ĉoté par rapport̀aAM et alorsAM etBC

sont paralĺeles carBCC1B1 est un rectangle.
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A

B
C

d0 M
B1C1

– B et C sont de part et d’autre deAM et alorsAM est la ḿediane du
triangleABC : en effet siAM coupeBC enJ , les triangles rectangles
BB1J etCC1J sontégaux et doncBJ = CJ .

A

B
C

M

B1

C1

J

On en d́eduit donc queL = (d0) ∪ (d1)
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3.17 Th̀eme : Interpr étation géométrique des nombres complexes

– L’exercice propośe au candidat

1. Les nombres complexesa1, a2, a3 eta4 sont donńes.
Résoudre le système d’́equations :






z1 + z2 = a1

z2 + z3 = a2

z3 + z4 = a3

z4 + z1 = a4

d’inconnue(z1, z2, z3, z4) ∈ C4.

2. Dans le plan, on considère un quadrilat̀ereA1A2A3A4.
Montrer qu’il existe un quadrilatère M1M2M3M4 dont les milieux des
côtés sont les pointsA1, A2, A3 et A4 si et seulement si le quadrilatère
A1A2A3A4 est un paralĺelogramme.
Montrer que, dans ce cas, le point de concours des diagonalesdu par-
allélogrammeA1A2A3A4 est l’isobarycentre des pointsM1,M2,M3 et
M4.

– Le travail demand́e au candidat
Pendant sa préparation, le candidat traitera les questions suivantes :
Q.1) Dégager les diverseśetapes de la résolution de la première question de
l’exercice.
Q.2) Indiquer les connaissances et savoir-faire mis en jeu dans cet exercice.

– Une pŕesentation et une solution avecXcas

1. On tape :

A :=syst2mat([z1+z2=a1,z2+z3=a2,z3+z4=a3,
z4+z1=a4], [z1,z2,z3,z4])

On obtient :

[[1,1,0,0,-a1],[0,1,1,0,-a2],[0,0,1,1,-a3],
[1,0,0,1,-a1+a2-a3]]

On tape :

B :=A[0..3,0..3]

On obtient :

[[1,1,0,0],[0,1,1,0],[0,0,1,1],[1,0,0,1]]

On tape :

det(B)

On obtient :

0
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ce qui veut dire qu’une ligne (par exemple la dernière ligne) est combinai-
son des autres lignes. On a :z1 + z4 = (z1 + z2) − (z2 + z3) + (z3 + z4)
Donc, il y a des solutions si on aa4 :=a1-a2+a3 .
On tape :

C :=A[0..2,0..2]

On obtient :

[[1,1,0],[0,1,1],[0,0,1]]

On tape :

det(C)

On obtient :

1

Donc, il y a des solutions si et seulement si on aa4 :=a1-a2+a3 . On
tape :

a4 :=a1-a2+a3

linsolve([z1+z2=a1,z2+z3=a2,z3+z4=a3, z4+z1=a4],
[z1,z2,z3,z4])

On obtient :

[a1-a2+a3-z4,a2-a3+z4,a3-z4,z4]

2. On traite le probl̀eme avec les complexes Si les 4 pointsM1, M2, M3, M4

ont pour affixez1, z2, z3, z4 Les milieux des ĉotés du quadrilat̀ereM1M2M3M4

ont alors pour affixeb1, b2, b3, b4 on doit donc avoir :

z1 + z2

2
= b1,

z2 + z3

2
= b2,

z3 + z4

2
= b3,

z4 + z1

2
= b4

On pose :
a1 = 2b1, a2 = 2b2, a3 = 2b3, a4 = 2b4

On a vu pŕećedement que le système





z1 + z2 = a1

z2 + z3 = a2

z3 + z4 = a3

z4 + z1 = a4

a des solutions si et seulement sia1 − a2 + a3 − a4 = 0 ou encore

a1

2
− a2

2
+

a3

2
− a4

2
= b1 − b2 + b3 − b4 = 0

ou encore
b2 − b1 = b3 − b4 ou encore :−−−→
A1A2 =

−−−→
A4A3 c’est à dire que le quadrilatère A1A2A3A4 est un par-

allélogramme.
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3. Avec un raisonnement géoḿetrique On ouvre uńecran de ǵeoḿetrie exacte
et on clique sur 4 points que l’on nommeM1,M2,M3,M4 en modifiant les
niveaux.
Puis, on tape :

A1:=milieu(M1,M2);
A2:=milieu(M3,M2);
A3:=milieu(M3,M4);
A4:=milieu(M1,M4);
polygone(M1,M2,M3,M4);
polygone(A1,A2,A3,A4,affichage=1);

On obtient :

M1
M2

M3

M4

A1

A2

A3

A4

On tape :

est parallelogramme(A1,A2,A3,A4)

On obtient :

1

Réciproquement, On ouvre unécran de ǵeoḿetrie et on clique sur 3 points
B1,B2,B4 puis, on tape :

parallelogramme(B1,B2,B4,B3)

on clique sur un pointN1 puis, on tape :
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N2:=symetrie(B1,N1);
N3:=symetrie(B2,N2);
N4:=symetrie(B3,N3);
N1N:=symetrie(B4,N4)
polygone_ouvert(N1,N2,N3,N4,N1N,affichage=1);

On obtient :

B1
B2

B4
B3

N1

N2

N3

N4

N1N

On vérifie queN1NetN1 on le m̂eme affixe, on tape :

affixe(N1N)==affixe(N1)

On obtient :

1

ou on tape :

normal(affixe(N1N)-affixe(N1))

On obtient :

0
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