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1 Theme : les transformations

1.1 Lexercice

Soit ABC' un triangle isoéle enA et soitE un point de[AB]. On consi@re
le point F' de[AC] tel queAF' = BE. On note(D) la médiatrice dd E'F|. On se
propose de montrer que, lorsqiiedécrit [AB], la médiatrice dd EF'| passe par
un point fixe.

1. Mettre erévidence la propété a I'aide d'un logiciel de §onetrie dynamique.
2. Demontrer la conjecture obtenue dans la questiéngolente.

1.2 La solution propose par unélevea la question 2)

Lorsque E est en B, F est en A et donc kediatrice de [EF ] est |la radiatrice
de [AB].

Lorsque E esten A, F esten C et donc kediatrice de [EF ] est |la radiatrice
de [AC].

Le point fixe est donc le point d’intersection desdiatrices de [AB] et [AC]
c’esta dire le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

1.3 Le travail a exposer devant le jury

1. Indiquer les com@tences, les gthodes et les savoirs mis en jeu dans I'exer-
cice.

2. Analyser la&ponse prop@e par [eleve.

3. Donner une&daction comgite d’'un corri@ de la question 2) en congicnt
une transformation qui convient.

4. Proposer plusieurs exercices faisant appel aux transformatioasteju’outils
de cemonstration.

1.4 Solution de 'exercice aveXcas

Pour faire la figure, on ouvre un niveau deogretrie (Alt+g ) et on tape Q
est le milieu deBC) :

A:=point(5  *i);

B:=point(-2);

C:=point(2);

triangle(A,B,C);

O:=milieu(B,C);

t:=element(0..1);

E:.=element(segment(B,A),t);
F:=inter_unique(segment(A,C),cercle(C,longueur(A,E) ));
segment(E,F);



D:=mediatrice(E,F,affichage=1);

segment(A,O);
On obtient :
A
F
D C
et si on rajoute la commande :
trace(D)
On obtient :
A
F
c

Puis on fait bouget a l'aide du curseur et on voit que laédiatrice deEF,
semble passer par un point fikesitué sur la bissectrice de I’ang@.
Il'y a différentes fagcons de continuer.
Par exemple, auépart sans utiliser de transformation) :
— On cherche un triangle dé®# E F' et qui a comme r@diatrice, la bissectrice
de I’angle@.
Par exemple, onéfinit le point K sur AC tel queAK = AE.



Les nediatrices du triangld” 'K sont D (la médiatrice deE'F), AO (la
médiatrice deF K) et la médiatrice deK F'. Le triangle AEK est isoéle
donﬂ = FC donc la nédiatrice deK F' est aussi la bissectrice de I'an-
gle BAC. AK = CF donc la neédiatrice deK F' est aussi la iadiatrice de
AC

Les nediatrices du triangldZ F'K se coupent en un @me point donc la
médiatrice deF K passe par le point d'intersection de la bissectrice de I'an-
gIeW et de la nediatrice deAC. On voit avec cette @nonstration que
I'hypothese "le triangleA BC' est isoéle” ne sert pas.

— Si le triangleABC est isoele, pour des raisons de sgtrie par rappora
OA on cefinit E1 et F'1 sunétriques deF et F' par rapporia OAainsi que
D1 la médiatrice deF'1F'1 :

El:=symetrie(droite(A,O),E);segment(A,O);
F1:=symetrie(droite(A,O),F);
segment(E1,F1);
D1:=mediatrice(E1,F1,affichage=1);



I:=inter_unique(D,D1,affichage=1);
On obtient :

D1

El

Puis on fait bougerr al'aide du curseur et on voit que le polnintersection
des nediatrices d&EF et deE1F1 est fixe.

Comment @finir ce point 2 est le centre du cercle circonsai&Z F1E1F
donc c’est aussi I'interscetion desdiatrices dé&F1 et deE1F.

PuisqueAE = BF'1 la médiatrice deEF1 est aussi la iadiatrice deAB.
PuisqueAE1 = CF la médiatrice deE1F est aussi la mdiatrice deAC
doncl intersection des adiatrices dé\B et deACest fixe et c’est le centre
du cercle circonscrit au triangkBC

On tape alors :

J :=centre(circonscrit(A,B,C)); pour voir qud etJ sont con-
fondus.

On utilise des transformations (car c'est lerie )

On cherche les transformations qui permettent de transfofhesr F.

On effectue successivement la Stnie s1 par rapporé AO bissectrice de
I’angleW suivi de la synetrie s2 par rapport la médiatrice deAC.

Ona:

s1(F) = K = F1 (avec les notations peédentes) et

s2(FEl) = F carAE2 = CF.

Donc s2(s1(F)) = F. La composition de 2 syétries par rappora des
droites concourantes est une rotation de centre le point de concooes de
droites. Donc icis2 o s1 est une rotation de centre le point de concours de la
bissectrice de I’angl@ et de la neédiatrice deAC.

Donc le centre de cette rotation est le centre du cercle circonscrit aulériang
ABC lorsqueABC est isoele et sinon, ce centre n'a pas de nom c’est le
point de concours de la bissectrice de I’anﬁﬁ\c et de la nediatrice de
AC.



1.5 Analyse de la Eponse propoge par I'éleve

Dans la éponse prop@&e par lEléve :
Le point fixe est donc le point d’intersection desdiatrices de [AB] et [AC] c’est
a dire le centre du cercle circonscrit au triangle ABICfaut contester leloncen
le remplacant lagponse par :
si la médiatrice de EF passe par un point fixe, ce point fixe &wé le point d’inter-
section des &diatrices de [AB] et [AC] c’esh dire le centre du cercle circonscrit
au triangle ABC. Il resté le cemontrer
Pour convaincre €léve on peut refaire le @me exercice aveé’ sur AC mais
avecCF = AE/2. On cherche les positions limites et cela ne donne rien car la
médiatrice deF'F' ne passe pas par un point fixe....
On fait la figure correspondante en mettant pcfirdr F :
F :=inter _unigue(segment(A,C),cercle(C,longueur(A,E)/2));
et on observe la trace d#& on obtient :

une belle enveloppe!'!!

1.6 Les exercices faisant appel aux transformations

En tant qu’outils de @monstration, les exercices faisant appel aux transforma-
tions sont difficiles car une transformation n’est souvent pas visible....
Par contre quand on a troena transformation, tout devient limpide et facile...
Voici quelques exercices classiques (On se reportera au manuébdeétge de



Xcas pour les @monstrations) :
Problemes de construction
— Construire un triangléquilagéral ABC' de sommetA donre et ayant ses
sommetsB et C sur 2 droites donges du plan.
— Construire un triangléquilaéral ABC ayant ses sommet$, B et C sur 3
droites parakles donges du plan.
Le theoremeGH = 200
Soit un triangled, B, C et soienttAl, B1, C1 les milieux respectifs d&8C, AC,
AB.
SoientG son centre de grawdt H son orthocentre &P le centre de son cercle cir-
conscrit.
L’homothétie » de centrez et de rapport -2 transformél en A, (respB1 en B)
et donc puisque I'homoétie conserve les anglek,transforme la radiatrice de
BC en la hauteur issue dé (resp donc transforme lagdiatrice deAC en la hau-
teur issue dd3) donc transforme le centre le centbede son cercle circonscrit en
I'orthocentreH donc :
— —
GH = —-2G0O

Le theoreme de 1968
Soit un triangle quelconque diredtBC.
On construit sur lesatés du triangleABC' les cares directsC BDE, ACFG et
BAKH, puis les paraéllogrammed’CD.J et EBK L.
Alors le triangleAJ L est isoele rectangle direct.

Le theoreme de Napokon
Soit un triangle quelconqué BC'.
On construit I'extérieur du triangled BC' les triangle€quilatrauxBAD, CBE
et AC'F' qui ont pour centre de gra@it G1, G2 etG3.
On a les prop@étes suivantes :
Le triangle G1G2G3 estéquilakral et a nieme centre de gra@tque le triangle
ABC.
Les droitesAFE, DC, BF sont concourantes en un poifitqui s’appelle le point
de Torricelli.
Le point T est aussi le point de concours des cercles circonscrits aux triangles
BAD,CBE et ACF.



2 Theme : fonctions

2.1 L'exercice

On trouve dans le manueldalic - Terminale S, enseignement obligatoire (Ha-
chette 2006), dans le chapitreFonctions - Variations et continéity, I'énigme
suivante :

Le marcheu

Un marcheur a parcouru 10 km en une heure. Existe-t-il un intervalteeddemi-
heure pendant lequel il a parcouru exactement 5 km ?

2.2 Un extrait de manuel

Pour guider leg¢léves dans lagsolution de Enigme, le manuel Eclic propose
I'exercice ci-dessous.
Pourt appartenard I'intervalle [0 ;1], on @&signe paf (¢) la distance, en kilogtres,
parcouruea l'instantt, en heures.
Il est naturel de faire I'hypotse quef est une fonction continue sur [0;1].

1. Peciserf(0) et f(1).
2. Ecrire 'equation traduisant le prahe
3. Soitg la fonction &finie sur I'intervalle [O%] par:

o(t) = F(t+ 3) — 7 (1)

Démontrer que Bquationg(t) = 5 admet au moins une solution dans I'in-
tervalle [0 3]
4. Conclulre

2.3 Le travail a exposer devant le jury

1. Quels sont les savoirs et legthodes mis en jeu paéhigme initiale ?

2. Comment peut-on envisager d’'introduire dans une classe I'exerestz&l
auxéleves?
Citer quelques difficuéls que peuveréprouver certaingleves facex cette
situation. Quelles autres formes d’aide sont envisageables ?

3. Piesenter les explications que vous donnedeune classe au moment de
corriger la question 2. de I'exercice.

4. Proposer plusieurs praishesa support concret faisant apgela continuié
ou a la cerivabilité des fonctions.



2.4 Solution de I'exercice aveXcas

Ona:f(0) =0etf(1) =10 et f est continue et croissante.
On cherche: pour que :
g(a) = f(a+1/2) — f(a) = 5 avecg(t) = f(t + 1) — f(2).
Ona:
9(0) = f(1/2) etg(1/2) = 10 — f(1/2)
Sig(0) = f(1/2) > balorsg(1/2) = (10— f(1/2)) < 5etalorss € [g(1/2); g(0)]
et commey est continue d’ags le tleoeme des valeurs integdiaires, il exister
dans l'intervalle [03] tel queg(a) = 5.
Sig(0) = f(1/2) < balorsg(1/2) = (10—f(1/2)) > 5 etalors € [g(0); g(1/2)]
et commey est continue d'as le tleoeme des valeurs integdiaires, il existe
dans l'intervalle [03] tel queg(a) = 5. Pour que I'exercice soit moinséhrique
on va faire cet exercice sur 3 exemples en prenangessoement :
— f1(x) :=10*X" 2

On tape dans uacran de goneétrie :

f1(x):=10 *X"2;

plotfunc(f1(x),x=0..1);

01(x):=f1(x+0.5)-f1(x);

plotfunc(g1(x),x=0..1/2);

droite(y=>5,affichage=4);

al:=solve(gl(x)=5,x)[0];

droite(x=al,affichage=1);

droite(x=al1+0.5,affichage=1);

f1(al1+0.5)-f1(al);

On obtient :
al=0.25
y
» 10
8
6
4
2
_:a/ _,0
X
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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— f2(x) :=10*X" 3
On tape dans uacran de §ongtrie :
f2(x):=10 *X'3;
plotfunc(f2(x),x=0..1);
02(x):=f2(x+0.5)-f2(x);
plotfunc(g2(x),x=0..1/2);
droite(y=5,affichage=4);
a2:=solve(g2(x)=5,x)[1]
droite(x=a2,affichage=1);
droite(x=a2+0.5,affichage=1);
f2(a2+0.5)-f2(a2);
On obtient :
a2=0.309016994375

4

2

%—T—_r_/l 1 : 1 1 1 II 1 1 1 II 1 1 1 II_\(,O
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

— f3(x) :=ifte(xj0.5,36*X 2,2*x+8)
On cherche I'expression dg(z) = f3(z +1/2) — f3(z) pourx € [0;1/2].
Onadonc:
g3(r) = 2(z +1/2) + 8 — 3622 = —3622 + 27 + 9.
On tape dans uacran de gonétrie :
f3(x):=ifte(x<0.5,36 *X'2,8+2 *X);
plotfunc(f3(x),x=0..1);
g3(X):=-36  *X'2+2 *Xx+9.));
plotfunc(g3(x),x=0..1/2);
droite(y=>5,affichage=4);
a3:=solve(g3(x)=5,x)[1];
droite(x=a3,affichage=1);
droite(x=a3+0.5,affichage=1);
f3(a3+0.5)-f3(a3);
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On obtient :
a3=0.362266516078
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3 Theme : ¢geonktrie plane
3.1 Lexercice

Le plan est rappogta un regre orthonormal diredtd; AB, AD).
On consieére le care ABCD et les pointsE et F' tels queABE et C BF soient
des trianglegquilagraux directs.

1. Déterminer les coordot@es des point& et I .
2. Montrer que les point®, F et F' sont aligrés.
3. Calculer les distancd3E, EF et DF et en c&duire uneegali€ algebrique.

3.2 Un extrait des programmes officiels

Math ématiques - Terminale scientifique arété du 20-7-2001.
BO no 4 du 30 aait 2001(...)

II. 2 Géometrie Lobjectif de ce paragraphe est d’entretenir la pratiqus dbe-
jets usuels du plan et de I'espace et de fournir quelquesnmtiouvelles permettant
de parfaire I'approche entreprise dans les classeriantres sur la @nétrie vectorielle
ou referée. Dans le prolongement du gzpge polaire introduit en preére, les nombres
complexes, outre leur iatét historique, algbrique et interdisciplinaire pour la poursuite
desétudes, fournissent un outil efficace dans les prnolas faisant intervenir les transfor-
mations planes. L'extensianl’espace du produit scalaire permet @saudre de nouveaux
problemes et, de ce fait, d’approfondir la vision de I'espace.

Bien que, comme dans les programmeg&gatirs, le libek de cette partie soit relativement
concis, on prendra le temps de mettre en oeuvre toutes lesissances deegnetrie de
I'ensemble du cursus scolaire pouetlide de configurations du plan ou de I'espace, le
calcul de distances, d’angles, d’aires et de volumes, ais.tf@vaux seronépartis tout

au long de I'ange afin que legléves acquirent une certaine familiaétavec le domaine
géonttrique ; on priviegiera les prol@mes dont les préckés de ésolution peuvent avoir
valeur de néthode et on entfaera lestlevesa choisir I'outil de Esolution le plus perti-
nent parmi ceux dont ils disposent (prdgéis des configurations, calcul vectoriel, calcul
barycentrique, transformations, nombres complexesngtrie analytique).

3.3 Le travail a exposer devant le jury
1. Pour quelles raisons I'exercice s’inscrit-il bien dans le cadre destifs du
programme ?
2. Pésenter une solution de la question 3) de I'exercice.
3. Donner urenon& permettant de traiter la question 2) par une auéthode.

4. Proposer plusieurs exercices @@getrie plane enti@aant le€levesa choisir
I'outil de résolution le plus pertinent.

13



3.4 Solution de I'exercice avec les complexes

Le triangleABFE estéquilagéral de été 1, donc
E a comme affixe exp(i « 7/6) = 1/2 + iv3/2
On a:AE = AB + BE
AB a comme affixe 1 eBE a comme affixexp(i x 7/3) = /2 ++/3/2 donc
F acomme affixe 1 +/3/2 + /2
doncEF? = (1/2+/3/2)% 4+ (—1/2++/3/2)% = 2 (ce qui etaitvident puisque
EF est I'hnypo€nuse d’un triangle rectangle isde de 6té 1).
DE a donc comme affixé/2 + i(v/3/2 — 1)
DF adonc comme affixel -+ /3/2 — i/2)
Ona:
14v3/2-1/2) = (2+V3)(1/2-/2/(2+V3) = (2+V3)(1/2—i/2(2- V3)
doncDF = (2 +v/3)DE)
c’esta dire queD, F, I sont aligres.
DF = (24 V3)DE etEF = —DE + (2++/3)DE = (1 +/3)DE
=\/2doncDE = v2(,/(3—1))/2etDF = (v/3+2)DE = v2(1+/3)/2
doncDF = DE + EF

3.5 Solution gecometrique de I'exercice

La rotation de centr® et d’angler/3 transforme :
EenA, FenCetDenDl.
Le triangle D1D B est doncéquilaéral doncD1 est sur la radiatrice deDB.
PuisqueABCD est un cam ses diagonales se coupent en leur milieet sont
perpendiculairesAC est la nédiatrice deDB. Donc D1, A, C sont aligrés.

oo |15
D i
= 1
F 0.5
10
0.5
R S
05 0 05 1 15 P
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On se sert des praps des rotations :

1. Latransformationéciproque d’une rotation est une rotation.
2. Une rotation transforme une droite en une droite.

3. Une rotation conserve les longueurs.

La rotation de centré? et d’angle—= /3 transforme le point; y en :

[11/2, sqrt(3)/2), [~sqrt(3)/2,1/2)) % [z — 1, ] + [1,0].

E est le transforra deA = (0; 0) par la rotation de centrB et d’angle—= /3 donc
E a pour coordonees :

[[1/2,sqrt(3)/2],[-sqrt(3)/2,1/2]] *[-1,0]+[1,0]

c’esta dire[1/2,(sqrt(3))/2]

F estle transforradeC = (1; 1) par la rotation de centrB et d’angle—7 /3 donc
F a pour coordonges :

[[1/2,sqrt(3)/2],[-sqrt(3)/2,1/2]] *[0,1]+[1,0]

c’esta dire[(sqrt(3))/2+1,1/2]

D1, A, C sont aligres doncD, E, F sont aligres.

D1, A, C sont sont aligas dans cet ordre dotig, F, F' sont aligreés dans cet ordre.
D1I = /2 x1/3/2 comme hauteur d’un triangkquilaéral de été /2.
IA=1IC = \/§/2 comme demi-diagonale d’'un céarde &té 1.

DF = D1C = DI + IC = /6/2 +\/2/2

DE = D1A= D1l —IA=+6/2—/2/2

EF = AC =2

3.6 Solution de I'exercice avec la trigonoratrie

Dans le triangleBEF, l'angle B vautw/2 et BF = BE = 1 doncEF? =
BF? + BE? =2.
DoncEF =+/2
Dans le triangleAD E, I'angle A vautr /6 et AD = AE = 1 donc :
DE? = AD? + AE? — 2AD % AE * cos(m/6) = 2 — /3.
DoncDE = (V6 —1/2)/2
Dans le triangle”’ D F, 'angle A vautn /2 + 7 /3 etCD = CF = 1 donc :
DF? =(CD?+4+ CF? +2CD % CF *sin(n/3) = 24+ /3.
DoncDF = (V6 + v/2)/2

3.7 Solution de I'exercice aveXcas

On tape dans uacran de gonetrie :

A:=point(0);

B:=point(1);
carre(A,B,C,D);
triangle_equilateral(A,B,E);
triangle_equilateral(C,B,F);

15



On obtient :

y 5
C.
E ‘ !
F 0.5
A .
S0
[-0.5
0.5 0 05 i 15 2
On tape:
coordonnees(E) ;

On obtient [1/2,(sqrt(3))/2]

On tape pour avoir I'affixe d& :
normal(affixe(E)) ;

On obtient :((i) *sqrt(3)+1)/2

On tape :

coordonnees(F);

On obtient [1+(sqrt(3))/2,1/2]

On tape pour avoir I'affixe dé" :
normal(affixe(F)) ;

On obtient :sqrt(3)+2+i)/2

On tape:

est _aligne(D,E,F);

On obtient :1

On tape :

normal(longueur2(D,E)) ;

On obtient -sqrt(3)+2

On a puisque? — 3 = 1 est un car parfait :
V=3 = L(/e+1) - y2-1)et
V2 +V3) = 2(/2F1) ++/(2-1)) doncDE = V2 — /3 = V2(V/3 —
1)/2

On tape pour avoir I'affixe dOE :
normal(E-D) ;

On obtient :((I) *sqrt(3)+1-2 = i)/2_>
On tape pour avoir la norme au cadeDFE :
normal(abs(E-D)"2) ;

On obtient :-sqgrt(3)+2

16



On tape:

normal(longueur2(E,F)) ;

On obtient :2 doncEF = /2 .

On tape pour avoir la norme deF' :

normal(abs(F-E)) ;

On obtient :sqrt(2)

On tape:

normal(longueur2(D,F));

On obtient :sqrt(3)+2  doncDF = /2 + /3 =v2(v/3 +1)/2

doncDF = DE + EF .

On tape pour avoir I'affixe d® F :

normal(F-D) ;

On obtient (sqrt(3)+2-i)/2

On tape pour avoir la norme au cadeDF :

normal(abs(F-D)"2) ;

On obtient :sqrt(3)+2

Remarque

L' égalie algebrique peut se&tluire du fait queD, F, F' sont aligrés. En effet E
se trouvea l'intérieur du ca@ ABCD donc dans le @ame demi-plan limé par
BC' queD alors queF’ se trouve dans l'autre demi-plan, dohc E, F' sont dans
cet ordre sur la droit® £/
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4 Theme : gecometrie au college

4.1 L'exercice

1. UnlosangeABC' D a pour ©té 27,4 cm.La diagonaledC| mesure 42 cm.
Combien mesure l'autre diagonale ?

2. E et F désignent les points appartenant respectivement aux segdsits
et[CD] tels queAE = 48 etCF = S2. La droite(EF) coupe(AD) en
Iet(BC)end.

Démontrer queB DI et BD.J sont des triangles rectangles.

4.2 Laréponse d'unélevea la question 1)

27.4%2 — 212 = 309.76
C’est I'aire O B2

v309.76 = 17.6
17.6 « 2 = 35.2 L'autre diagonale mesure :35.2
Croquis :

4.3 Le travail a exposer devant le jury

1. Analyser la production dedleve selon les quatre co@ignces suivantes :
— rechercher et organiser 'information ;
— calculer, mesurer, appliquer les consignes;;
— engager uneé@marche, raisonner, argumentérnntrer ;
— communiques l'aide d’'un langage ma#matique adapt

2. Piesenter une animation qui permettrait d’'introduire la question 2) dans un
contexte plus gréral. Donner une correctiokcrite cetaillee de celle-ci en
précisant le public vie.

3. Proposer plusieurs exercices mettant en jeu les gragdithes de gonetrie
etudés au cokge.
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4.4 La production de I'eleve

Il faut que I'éleve cite les thoemes :
— Les diagonales d’'un losange sont perpendiculaires
— Le theoreme de Pythagore
L’ éleve doit peciser que 'unié choisie estici le cm et dire :
l'aire OB? est de27.4% — 212 = 309.76 cm
doncOB mesurey/309.76 = 17.6 cm et donc l'autre diagonale mesure 35.2 cm.
On remarque qu&7.62 = 309.76 donc le calcul est exact.

45 Solution de I'exercice aveXcas

On tape dans un niveau dée@retrie :

A:=point(0,21);
B:=point(17.6);
C.=point(0,-21);
D:=point(-17.6);
polygone(A,B,C,D);
O:=point(0);
E:=point(17.6/3,14);
F:=point(-17.6/3,-14);
d:=droite(E,F):;d;
d1:=demi_droite(D,A):;d1;
d2:=demi_droite(B,C):;d2;
I:=inter_unique(d,dl);
J:=inter_unique(d,d2);
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— Une démonstration (public college)
AECF estun paraélogramme {E = CF et AE//CF)doncE etF sont
symetriques par rappoet O milieu de AC
Les droitesD A et BC' sont synétriques par rappoet O
doncI et.J sont syn&triques par rappoet O
BDI et BDJ sont des triangles sy&triques par rappogt O. Il suffit donc
de montrer qué3 DI est un triangle rectangle.

PuisqueAB = DC, AE = AB/3etCF = DC/3onaDF = 2AE.
Consicerons les triangles homdithiquesDF'I et AET : DF est paraklea
AE etDF = 2AFE doncA est le milieu deD1.
Consicerons le triangleD BI,0 est le milieu deD B, A est le mileu deDI
doncOA est paraklea BI.
On peuta nouveau utiliser le #oeme des milieux :
O A est perpendiculaira O B donc BI est perpendiculaira O B.
On a donc mon& queBDI et BD.J sont des triangles rectangles.
ou on utilise la propéte des triangles rectangles et des triangles inscrits dans
un demi-cercle.
OnaAD = AB = Al, etD, A, I sont aligrés doncB est sur le demi-cercle
de diangtre DI donc I'angleB est droit.

— Solution de I'exercice avec la gomeétrie analytique(public seconde)
L' équation de la droit® A est iy = 21/17.6 x = + 21
L' équation de la droit&' F" est 1y = 42/17.6 x x
Le point/ a donc comme coordoBes :
yr = 42/17.6 x x; = 21/17.6 27 4+ 21 doncz; = 21 % 17.6/21 = 17.6
BestsurOz etz = zg = 17.6 donc I’angle()/ﬁl est droit.
on peut alors remarquer qye = 42 donc A est le milieu deD1.
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— Une démonstration avec une homottie (public lycée).
Avec le méme ebut :
AECF estun paraélogramme {E = CF etAE//CF) doncE et F sont
symétriques par rappoet O milieu de AC
Les droitesD A et BC' sont synétriques par rappoe O
donclI et.J sont syn&triques par rappoe O
BDI et BD.J sont des triangles sy&triques par rappoet O. Il suffit donc
de montrer qués D1 est un triangle rectangle.
Dans cette @monstration on ne se sert pas du pdihet on considre h
I’'homothétie de centreéD et de rapport 2.

On céfinit K parK = h(A).

h transformeO en B et A en K, donc transforme la droit® A en la droite
BK paralEleaOA. OA est perpendiculair@a OB doncBK est perpendic-
ulairea OB doncBDK est un triangle rectangle

Pour montrer qués DI est un triangle rectangle, on va montrer gdest I
sont confondus : Le poinE est le centre de gragtdu triangleDBK car
il est sitté sur la nédianeAB de ce triangleDBK et queAE = AB/3.
Donc la nediane KO de ce triangleD BK passe pad et ainsiK, E, O
sont aligres etk et/ sont aligres.
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5 Theme : courbes parangtrees

5.1 Lexercice propo£ au candidat
P N . -
Le plan est rappogta un regre orthonormal diregtO; i , j ).
Pour tout elt, on noteM (¢) le point de coordorges :

x(t) = elcos(t)
y(t) = elsin(t)
eton note‘Tt)> le vecteur de coordoes ¢'(t), y'(t).

e

1. Montrer que pour tougelt, OM (t) # 0.
—

2. On noter(t) ets(t) les affixes respectives des vecte/ (t) etV ().
— Montrer que le complexe = % est incependant de.
— Déterminer un argument de

3. Quelle propiéte geontetrique le esultat pecdent donne-t-il sur la courbe
(C) décrite par le poinfV/ () lorsquet parcourtR ?

5.2 Le travail a exposer devant le jury

1. A quel niveau de la scolaétpeut-on proposer un tel exercice ?

2. Quels sont les &thodes et les savoirs mis en jeu ?

3. Pésenter une solution de la question 3) de I'exercice en lillustdizide
d’'un logiciel de gonétrie dynamique.

4. Proposer plusieurs exercices se rapportant @méhk courbes paraétrées

», ayant une origine historique ou offrant un lien avec une autre discipline

5.3 Solution de I'exercice aveXcas

o
1. t,OM(t) # 0, en effet :|OM (t)?| = e*(cos(t)? + sin(t)? = €% # 0 cela
prouve queO M (t)?| tend vers 0 quantitend vers+oc.
Avec Xcas, on tape :
plotparam(exp(t) *(cos(t)+i  =sin(t)),t)

. [-15

On obtient : i
. . . ly
I f o
-80 -60 0 20 40 60
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2. AvecXcas, on tape :
X(t) :=exp(t) * cos(t)
y(t) =exp(t) * sin(t)
r(t) =x(O+i *y(t)
s :=function  _diff(r)
factor(s(t))
On obtient :
(1+i) = (cos(t)+(i) *sin(t))  *exp(t)
On tape :
simplify(s(t)/r(t))
On obtient :1+i
On tape:
arg(1+i)
On obtient :pi/4
3. On as(t) est I'affixe du vecteun! T, donc0T a pour affixer(t) + s(t).
D’apres ce qui pecede I’angle(O—MJ\ﬁ vautr /4.
On tape :
O:=point(0);
supposons(t=[2.7,-5,5,0.1)]);
M:=point(r(t));
T:=point(s(t)+r(t));
vecteur(M,T);
plotparam(r(t),t=-5..5);
segment(O,M);
N:=point(s(t)-r(t));
vecteur(M,N);
K:=homothetie(M,-1,0);
vecteur(M,K);

On obtient :

10

[-20

-30

40

[-50

-40 -20 0 20 40
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6 Theme : arithmétique

6.1 L'exercice

1. Quel est le chiffre des uiis de2°° ?
2. Determiner les entiers naturdidels que2k — 1 soit un multiple de 51.

6.2 Les solutions de la question 1) prop@es par cingeleves de cokge

- A
20 = (219)° = 1024°
4° = 1024 donc2” se termine par 4.
-B
Pour que le calcul soit plus simple je fais :
225225 — 33554432 * 33554432 Le chiffre des units de cette multiplication
est2 x 2 = 4 donc2°” se termine par 4.
-C
Quand on multiplie inéfiniment 2 par 2 on obtient une successioné&tées
de chiffres se terminant par 2,4,8,6. D@ est une succession de &igs

(12*4=48).

Il restea multiplier encore 2 fois par 2 dor2c” se termine par 4.
-D

2l =2

22 =4

23 =8

24 =16

25 = 32

20 = 64

27 =128

28 = 256

29 =512

210 = 1024

Les némes chiffres seépétanta un intervalle de 4 puissances. J'ai donc
compe de 4 en 4 en partant @ pour savoir quel chiffre il y ava@ 2°°.

250 se termine par 4.

2E50 — 210210210210210

Puisqu’il n’y a que le dernier chiffre qui nous interesse je multiple lesidesn
chiffres entre eux, on obtient : 1024*1024*1024*1024*1024 puis

16*16*4 puis

36*4 puis

24

2°0 se termine donc par 4.
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6.3

1.

Le travail a exposer devant le jury

Analyser les travaux de&déves et et la@marche mise en ceuvre par chacun
d’eux pour Epondrea la question pa=e.

. Donner une solution des deux questions de I'exercice pour une dass

terminale scientifique.

. Proposer plusieurs exercices sur lente de I'arithrétique ayant un traite-

ment different selon le niveau congig.

Solution de I'exercice aveXcas

. Le chiffre des uniés de2?°,

On tape:

(2%10)’50 ou(2 mod 10)°50

On obtient:4 % 10

Pour avoir le étail, on tape :

2710, 2710 mod 10)

On obtient :1024, 4 % 10

puis, comme on a4"5=2"10

On en eduit que le chiffre des uréis de2° est 4.

. Trouver les entiers naturelgels que2k — 1 soit un multiple de 51.

On doit trouver des entieFset p vérifiant :

2k —1 = 5lp c'estadire2k — 51p = 1.

On sait que 2 et 51 sont premiers entre eux donc é\apezout il existe des
entiersu etw tels que2u + 51v = 1.

On tape :

iegcd(2,51)

On obtient [-25,1,1]

ce qui signifie :

-25*2+1*51=1 donc

51=25*2+1=26*2-1 doné& = 26 convient.

Si2ug + 51lvg = 1 et si2u + 51v = 1 alors2(u — ug) + 51(v — vg) = 0
donc

u — ug est un multiple de 51 ou encote— vy = 51n soitu = —25+n *51
On veut que: > 0 doncu = —25 + 51n avecn > 0 ouu = 26 + 51n avec
n > 0 donck = 26, 77,128...26 + 51n conviennent.

Ou encore

On peut aussi deviner gue= 26 est une solution puisque 2*26-1=51 On
cherche des entiefset p vérifiant : 2k — 1 = 51p et

comme2 x 26 — 1 = 51, cela revient chercher :

des entiers: etp vérifiant :2(k — 26) = 51(p — 1) et puisque 2 et 51 sont
premiers entre eux; — 26est un multiple de 51 donc

k—26 =51xmavecm >0
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7 Theme : differents types de raisonnement

7.1 L'exercice

Les propositions suivantes sont @m@endantes. Beiser pour chacune d’elles
si elle est vraie ou fausse. Justifier.

1. Pour tout entien, le nombren(n + 1)(2n + 1) est divisible par 3.
2. Toute suite strictement croissante tend vess.
3. L'ensemble des nombres premiers admet un plus grtemaent.

7.2 Un extrait des programmes officiels

Math ématiques - &rie scientifique
BO no 7 du 31 aait 2000(...)
Le monde matematique de chaquideve stlabore en grande par@etravers une pratique
permanente de calculs, d’argumentations, de petits nagspants et de&monstrations.
Le niveau de rigueur exigible pour unérdonstration épend de I'exprience de Bleve
dans le domainelocette @monstration se situe : ainsi, pour kxagrétrie, pratiqée depuis
I école primaire, on peut ptendre exigerés la classe de seconde un niveau&aahnstration
aca@mique; en analyse, par contre, la plupart des objets mi&@sipe sont pasédinis
formellementa ce niveau dtudes, et legleves ne peuvent pas aboutides @monstrations
parfaitement aché&es : la nature et le niveau déslactions exigibles ne peuvent [Eee
les mémes. Il conviendra don@ ce niveau dtude, en particulier en analyse, d’accepter
des argumentations concues et exgess I'aide de scBmas (néme si le€leves ne peu-
vent pasa ce stade les traduire en un texteehire). On garderaganmoins letat d’esprit
déja évogle dans les programmes de egle et de seconde : i@er clairement le statut
des diverenon@s en jeu (dfinition, axiome, tkoeme &émontg, theoleme admis,...).
La deduction usuelle (par implication @guivalence) et la manipulation du contre-exemple
ontéteé travailees en seconde ; des préfles bien choisis permettront d’aborder en pezeni
le raisonnement par contraposition, par I'absurde ou pgomittion des cas; le raison-
nement par@&currence réve de la classe de terminale.
La demonstration doit garder un carac vivant et personnel et il convien&diter qu’elle
n'apparaisse comme une actévitelevant d’'un protocole trop rigide. Chaque @enles
assertions qui doiveritre justifees dans le cadre d'une pratique de &ndnstration
changent : il est difficile pour legleves de cerner, parmi l&ements qui devaierétre
justifies les anges pecdentes, ceux qui deviennent dasdences, pour lesquelles une
justification ne ferait qu’alourdir la&@monstration

7.3 Le travail a exposer devant le jury

1. En prenant appui sur I'extrait du bulletin officiel, montrer de quelle grani
I'exercice permet d'illustrer certains objectifs du programme du cycle termi-
nal de la &rie scientifique.

26



2. Indiquer le type de raisonnement qu'’il est possible de mettre en opoure
traiter chacune des propositions de I'exercice.

3. Proposer plusieurs exercices mettant en je@diffts types de raisonnement,
dont unénoné cetaille permettanh unéleve de @montrer l'irrationalié de
2.

7.4 Solution de I'exercice aveXcas

1. Pour tout entien, le nombren(n + 1)(2n + 1) est divisible par 3.
On regarde tout d’abord si la proposition semble vraie, on tape :
seq(n *(n+1) *(2 *n+1),n=0..8)
On obtient :0,6,30,84,180,330,546,840,1224 qui sont des mul-
tiples de 3.
Ontape k :=0 mod 3k *(k+1) *(2 *k+1)
On obtient:0 % 3
Ontape k :=1 mod 3k *(k+1l) *(2 *k+1)
On obtient:0 % 3
Ontape k :=2 mod 3
k* (k+1) *(2 xk+1)
On obtient:0 % 3
Bien dir, sin est un multiple de 3 ou si + 1 est un multiple de 3, legsultat
estévident.
Il restea montrer la proposition pout est congrua 1 nodulo 3. Dans ce
cas2n + 1 est congrua 0 nodulo 3 don@n + 1 est un multiple de 3, donc
n(n 4+ 1)(2n + 1) est un multiple de 3.

On peut aussi montrer pagaeurrence que :

124224+ ..n2=n(n+1)(2n+1)/6.

En effet cettetgali€ est vraie poun, = 1 et si elle est vraie pour cela

donne poumn + 1:

(n+1)(2n% + Tn + 6)
6

1)(2 1
124 2 (nt1)? = M E )6( Rt 1) =
puisque2n? + Tn +6 = (2n +3)(n+2)ona:
24924 24 (nt1)2= (n+1)(n+2)(2n + 3)

donc I'egalié est vraie poun + 1.

Cetteégalie montre quex(n + 1)(2n + 1) est un multiple de 6, donc un
multiple de 3.

Avec Xcas, on tape :

factor(sum(k™2,k=1..n))

On obtient :(n * (n+1) *(2 *n+1))/6

2. Toute suite strictement croissante tend vess.
Ce esultat est manifestement faux,, = 1 — 1/n en est un contre -exemple
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caru est croissante et converge vers 1.
On tape :

u(n) :=1-1/n

normal(u(n+21)-u(n))

On obtient :1/(n"2+n)

On tape:

limit(u(n),n=inf)

On obtient :1

. L'ensemble des nombres premiers admet un plus gzkemcent.

Montrons que cette proposition est fausse.

On suppose connu leébeme :

Tout nombre non premier pasge un diviseur premier.

On peut faire 2 sortes deéthonstrations :

— Une cemonstration directe
On montre que quelque soit I'entiere N il existe un nombre premier
vérifiantp > n.
Soitle nombrét =n!+1.0na:
k > n etk etn! sont premiers entre eux doka’est divisible par aucun
nombre inérieur ouégalan
Donc:
soit k est premier et alorg = k,
soitk a un diviseur premiep qui est recessairement strictement sugur
an.

— Une cemonstration par I'absurde
Siily a un plus grand nombre premiéY, c’est que I'ensemble des nom-
bres premiers est fini. Cong&itbns le nombreéV égal au produit de tous
les nombres premiers +1.
N n'’ est pas premier caV > P et N n‘admet pas de diviseurs premiers
car si un nombre premigr divise N, il diviserait le produit de tous les
nombres premiers donc il diviserait 1. Dida contradiction avec le th :
"Tout nombre non premier poade un diviseur premier”.

. V2 estirrationnel

Montrons tout d’abord :

sin est impair alors:? est impair (c’est un multiple de 4 plus 1, en effet si
n =2k + 1 alorsn? = 4(k? + k) + 1).

Cela prouve aussi : $i’ est pair alors: est pair.

Pour montrer que/2 est irrationnel, on va raisonner par I'absurde. Sup-
posons que/2 = p/q ol p etq sont des nombres entiers premiers entre eux.
On a2 = p?/q? doncp? = 2¢?

p? est pair dong est pair : soipp = 2k doncp? = 4k?

On a alorsy? = 2k? ¢? est pair dong est pair

D’ou la contradiction cap etq sont des hombres entiers premiers entre eux.
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On peut aussi utiliser le &oeme de Gauss :

Soint 3 entiers, b, c. Sia diviseb x ¢ Si a est premier avec alorsa diviseb.
Ici p divise (2q) * ¢, p est premier aveg doncp divise2 x ¢ doncp divise 2
(on applique 2 fois de suite le th de Gauss) dpne 1 oup = 2. p = 1 est
impossible cakq? > 2 donc2¢® # 1

p = 2 est impossible ca?¢®> = 4 implique ¢ entier etg?> = 2 p est premier
avecq doncp diviseq (th de Gauss) ce qui est absurde
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