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6.3 Le travailà exposer devant le jury. . . . . . . . . . . . . . . . . 25
6.4 Solution de l’exercice avecXcas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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1 Thème : les transformations

1.1 L’exercice

Soit ABC un triangle isoc̀ele enA et soitE un point de[AB]. On consid̀ere
le pointF de [AC] tel queAF = BE. On note(D) la médiatrice de[EF ]. On se
propose de montrer que, lorsqueE décrit [AB], la médiatrice de[EF ] passe par
un point fixe.

1. Mettre eńevidence la propriét́eà l’aide d’un logiciel de ǵeoḿetrie dynamique.

2. Démontrer la conjecture obtenue dans la question préćedente.

1.2 La solution propośee par unélèveà la question 2)

Lorsque E est en B, F est en A et donc la médiatrice de [EF ] est la ḿediatrice
de [AB].

Lorsque E est en A, F est en C et donc la médiatrice de [EF ] est la ḿediatrice
de [AC].

Le point fixe est donc le point d’intersection des médiatrices de [AB] et [AC]
c’està dire le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

1.3 Le travail à exposer devant le jury

1. Indiquer les comṕetences, les ḿethodes et les savoirs mis en jeu dans l’exer-
cice.

2. Analyser la ŕeponse proposée par l’́elève.

3. Donner une ŕedaction compĺete d’un corriǵe de la question 2) en considérant
une transformation qui convient.

4. Proposer plusieurs exercices faisant appel aux transformations en tant qu’outils
de d́emonstration.

1.4 Solution de l’exercice avecXcas

Pour faire la figure, on ouvre un niveau de géoḿetrie (Alt+g ) et on tape (O
est le milieu deBC) :

A:=point(5 * i);
B:=point(-2);
C:=point(2);
triangle(A,B,C);
O:=milieu(B,C);
t:=element(0..1);
E:=element(segment(B,A),t);
F:=inter_unique(segment(A,C),cercle(C,longueur(A,E) ));
segment(E,F);
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D:=mediatrice(E,F,affichage=1);
segment(A,O);

On obtient :

A

B CO

E

F

D

et si on rajoute la commande :
trace(D)
On obtient :

A

B CO

E

F

D

Puis on fait bougert à l’aide du curseur et on voit que la médiatrice deEF,
semble passer par un point fixeI situé sur la bissectrice de l’anglêBAC.
Il y a diff érentes façons de continuer.
Par exemple, au départ sans utiliser de transformation) :

– On cherche un triangle de côtéEF et qui a comme ḿediatrice, la bissectrice
de l’angleB̂AC.
Par exemple, on d́efinit le pointK surAC tel queAK = AE.
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A

B CO

E

F

D

dK

Les ḿediatrices du triangleEFK sontD (la médiatrice deEF ), AO (la
médiatrice deEK) et la ḿediatrice deKF . Le triangleAEK est isoc̀ele
doncAK = FC donc la ḿediatrice deKF est aussi la bissectrice de l’an-
gle B̂AC. AK = CF donc la ḿediatrice deKF est aussi la ḿediatrice de
AC.
Les ḿediatrices du triangleEFK se coupent en un m̂eme point donc la
médiatrice deEK passe par le point d’intersection de la bissectrice de l’an-
gle B̂AC et de la ḿediatrice deAC. On voit avec cette d́emonstration que
l’hypothèse ”le triangleABC est isoc̀ele” ne sert pas.

A

B

C

E
F

d
m

I

O

K

– Si le triangleABC est isoc̀ele, pour des raisons de symétrie par rapport̀a
OA, on d́efinit E1 et F1 suḿetriques deE et F par rapport̀a OAainsi que
D1 la médiatrice deE1F1 :
E1:=symetrie(droite(A,O),E);segment(A,O);
F1:=symetrie(droite(A,O),F);
segment(E1,F1);
D1:=mediatrice(E1,F1,affichage=1);
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I:=inter_unique(D,D1,affichage=1);
On obtient :

A

B C

E

F

D O

E1

F1

D1

I

Puis on fait bougert à l’aide du curseur et on voit que le pointI intersection
des ḿediatrices deEF et deE1F1 est fixe.
Comment d́efinir ce point ?I est le centre du cercle circonscrità EF1E1F
donc c’est aussi l’interscetion des médiatrices deEF1 et deE1F.
PuisqueAE = BF1 la médiatrice deEF1 est aussi la ḿediatrice deAB.
PuisqueAE1 = CF la médiatrice deE1F est aussi la ḿediatrice deAC
doncI intersection des ḿediatrices deABet deACest fixe et c’est le centre
du cercle circonscrit au triangleABC.
On tape alors :
J :=centre(circonscrit(A,B,C)) ; pour voir queI etJ sont con-
fondus.

– On utilise des transformations (car c’est le thème !)
On cherche les transformations qui permettent de transformerE enF .
On effectue successivement la symétries1 par rapport̀a AO bissectrice de
l’angle B̂AC suivi de la syḿetries2 par rapport̀a la ḿediatrice deAC.
On a :
s1(E) = K = E1 (avec les notations préćedentes) et
s2(E1) = F carAE2 = CF .
Donc s2(s1(E)) = F . La composition de 2 syḿetries par rapport̀a des
droites concourantes est une rotation de centre le point de concours deces
droites. Donc icis2 ◦ s1 est une rotation de centre le point de concours de la
bissectrice de l’anglêBAC et de la ḿediatrice deAC.
Donc le centre de cette rotation est le centre du cercle circonscrit au triangle
ABC lorsqueABC est isoc̀ele et sinon, ce centre n’a pas de nom c’est le
point de concours de la bissectrice de l’anglêBAC et de la ḿediatrice de
AC.

6



1.5 Analyse de la ŕeponse propośee par l’élève

Dans la ŕeponse proposée par l’́elève :
Le point fixe est donc le point d’intersection des médiatrices de [AB] et [AC] c’est
à dire le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.il faut contester ledoncen
le remplaçant la ŕeponse par :
si la médiatrice de EF passe par un point fixe, ce point fixe doitêtre le point d’inter-
section des ḿediatrices de [AB] et [AC] c’est̀a dire le centre du cercle circonscrit
au triangle ABC. Il restèa le d́emontrer
Pour convaincre l’́eléve on peut refaire le m̂eme exercice avecF sur AC mais
avecCF = AE/2. On cherche les positions limites et cela ne donne rien car la
médiatrice deEF ne passe pas par un point fixe....
On fait la figure correspondante en mettant pour définir F :
F :=inter unique(segment(A,C),cercle(C,longueur(A,E)/2)) ;
et on observe la trace deD, on obtient :

A

B COE

F

une belle enveloppe ! ! !

1.6 Les exercices faisant appel aux transformations

En tant qu’outils de d́emonstration, les exercices faisant appel aux transforma-
tions sont difficiles car une transformation n’est souvent pas visible....
Par contre quand on a trouvé la transformation, tout devient limpide et facile...
Voici quelques exercices classiques (On se reportera au manuel de géoḿetrie de
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Xcas pour les d́emonstrations) :
Problèmes de construction
– Construire un triangléequilat́eral ABC de sommetA donńe et ayant ses

sommetsB etC sur 2 droites donńees du plan.
– Construire un triangléequilat́eralABC ayant ses sommetsA, B et C sur 3

droites parall̀eles donńees du plan.
Le théorème

−−→
GH = 2

−−→
OG

Soit un triangleA, B, C et soienttA1, B1, C1 les milieux respectifs deBC, AC,
AB.
SoientG son centre de gravité,H son orthocentre etO le centre de son cercle cir-
conscrit.
L’homothétieh de centreG et de rapport -2 transformeA1 enA, (respB1 enB)
et donc puisque l’homoth́etie conserve les angles,h transforme la ḿediatrice de
BC en la hauteur issue deA (resp donc transforme la ḿediatrice deAC en la hau-
teur issue deB) donc transforme le centre le centreO de son cercle circonscrit en
l’orthocentreH donc :−−→
GH = −2

−−→
GO

Le théorème de 1968
Soit un triangle quelconque directABC.
On construit sur les ĉotés du triangleABC les carŕes directsCBDE, ACFG et
BAKH, puis les paralĺelogrammesFCDJ etEBKL.
Alors le triangleAJL est isoc̀ele rectangle direct.

Le théorème de Napoĺeon
Soit un triangle quelconqueABC.
On construit̀a l’extérieur du triangleABC les triangleśequilat̀erauxBAD, CBE
etACF qui ont pour centre de gravité :G1, G2 etG3.
On a les propríet́es suivantes :
Le triangleG1G2G3 est équilat́eral et a m̂eme centre de gravité que le triangle
ABC.
Les droitesAE, DC, BF sont concourantes en un pointT qui s’appelle le point
de Torricelli.
Le point T est aussi le point de concours des cercles circonscrits aux triangles
BAD, CBE etACF .

8



2 Thème : fonctions

2.1 L’exercice

On trouve dans le manuel Déclic - Terminale S, enseignement obligatoire (Ha-
chette 2006), dans le chapitre« Fonctions - Variations et continuité », l’ énigme
suivante :

Le marcheur

Un marcheur a parcouru 10 km en une heure. Existe-t-il un intervalle d’une demi-
heure pendant lequel il a parcouru exactement 5 km ?

2.2 Un extrait de manuel

Pour guider leśelèves dans la résolution de l’́enigme, le manuel D́eclic propose
l’exercice ci-dessous.
Pourt appartenant̀a l’intervalle [0 ;1], on d́esigne parf(t) la distance, en kilom̀etres,
parcouruèa l’instantt, en heures.
Il est naturel de faire l’hypoth̀ese quef est une fonction continue sur [0 ;1].

1. Pŕeciserf(0) etf(1).

2. Écrire l’équation traduisant le problème

3. Soitg la fonction d́efinie sur l’intervalle [0 ;12 ] par :

g(t) = f(t +
1

2
) − f(t)

Démontrer que l’́equationg(t) = 5 admet au moins une solution dans l’in-
tervalle [0 ;12 ]

4. Conclulre

2.3 Le travail à exposer devant le jury

1. Quels sont les savoirs et les méthodes mis en jeu par l’énigme initiale ?

2. Comment peut-on envisager d’introduire dans une classe l’exercice destińe
auxélèves ?
Citer quelques difficult́es que peuvent́eprouver certainśelèves facèa cette
situation. Quelles autres formes d’aide sont envisageables ?

3. Pŕesenter les explications que vous donneriezà une classe au moment de
corriger la question 2. de l’exercice.

4. Proposer plusieurs problèmesà support concret faisant appelà la continuit́e
ou à la d́erivabilité des fonctions.
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2.4 Solution de l’exercice avecXcas

On a :f(0) = 0 etf(1) = 10 etf est continue et croissante.
On cherchea pour que :
g(a) = f(a + 1/2) − f(a) = 5 avecg(t) = f(t + 1

2) − f(t).
On a :
g(0) = f(1/2) etg(1/2) = 10 − f(1/2)
Sig(0) = f(1/2) > 5 alorsg(1/2) = (10−f(1/2)) ≤ 5 et alors5 ∈ [g(1/2); g(0)]
et commeg est continue d’après le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires, il existea
dans l’intervalle [0 ;12 ] tel queg(a) = 5.
Sig(0) = f(1/2) < 5 alorsg(1/2) = (10−f(1/2)) ≥ 5 et alors5 ∈ [g(0); g(1/2)]
et commeg est continue d’après le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires, il existea
dans l’intervalle [0 ;12 ] tel queg(a) = 5. Pour que l’exercice soit moins théorique
on va faire cet exercice sur 3 exemples en prenant succéssivement :

– f1(x) :=10*x̂ 2
On tape dans uńecran de ǵeoḿetrie :
f1(x):=10 * xˆ2;
plotfunc(f1(x),x=0..1);
g1(x):=f1(x+0.5)-f1(x);
plotfunc(g1(x),x=0..1/2);
droite(y=5,affichage=4);
a1:=solve(g1(x)=5,x)[0];
droite(x=a1,affichage=1);
droite(x=a1+0.5,affichage=1);
f1(a1+0.5)-f1(a1);
On obtient :
a1=0.25

x

y

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

2

4

6

8

10
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– f2(x) :=10*x̂ 3
On tape dans uńecran de ǵeoḿetrie :
f2(x):=10 * xˆ3;
plotfunc(f2(x),x=0..1);
g2(x):=f2(x+0.5)-f2(x);
plotfunc(g2(x),x=0..1/2);
droite(y=5,affichage=4);
a2:=solve(g2(x)=5,x)[1]
droite(x=a2,affichage=1);
droite(x=a2+0.5,affichage=1);
f2(a2+0.5)-f2(a2);
On obtient :
a2=0.309016994375

x

y

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

6

8

10

– f3(x) :=ifte(x¡0.5,36*x̂ 2,2*x+8)
On cherche l’expression deg3(x) = f3(x + 1/2)− f3(x) pourx ∈ [0; 1/2].
On a donc :
g3(x) = 2(x + 1/2) + 8 − 36x2 = −36x2 + 2x + 9.
On tape dans uńecran de ǵeoḿetrie :
f3(x):=ifte(x<0.5,36 * xˆ2,8+2 * x);
plotfunc(f3(x),x=0..1);
g3(x):=-36 * xˆ2+2 * x+9.));
plotfunc(g3(x),x=0..1/2);
droite(y=5,affichage=4);
a3:=solve(g3(x)=5,x)[1];
droite(x=a3,affichage=1);
droite(x=a3+0.5,affichage=1);
f3(a3+0.5)-f3(a3);
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On obtient :
a3=0.362266516078

x

y

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

6

8

10
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3 Thème : ǵeométrie plane

3.1 L’exercice

Le plan est rapporté à un rep̀ere orthonormal direct(A;
−−→
AB,

−−→
AD).

On consid̀ere le carŕe ABCD et les pointsE et F tels queABE et CBF soient
des triangleśequilat́eraux directs.

1. Déterminer les coordonnées des pointsE etF .

2. Montrer que les pointsD, E etF sont aligńes.

3. Calculer les distancesDE, EF etDF et en d́eduire unéegalit́e alǵebrique.

3.2 Un extrait des programmes officiels

Mathématiques - Terminale scientifique arr̂eté du 20-7-2001.
BO no 4 du 30 aôut 2001(...)

II. 2 G éométrie L’objectif de ce paragraphe est d’entretenir la pratique des ob-
jets usuels du plan et de l’espace et de fournir quelques notions nouvelles permettant
de parfaire l’approche entreprise dans les classe antérieures sur la ǵeoḿetrie vectorielle
ou reṕeŕee. Dans le prolongement du repérage polaire introduit en première, les nombres
complexes, outre leur intér̂et historique, alǵebrique et interdisciplinaire pour la poursuite
desétudes, fournissent un outil efficace dans les problèmes faisant intervenir les transfor-
mations planes. L’extensioǹa l’espace du produit scalaire permet de résoudre de nouveaux
probl̀emes et, de ce fait, d’approfondir la vision de l’espace.
Bien que, comme dans les programmes antérieurs, le libelĺe de cette partie soit relativement
concis, on prendra le temps de mettre en oeuvre toutes les connaissances de géoḿetrie de
l’ensemble du cursus scolaire pour l’étude de configurations du plan ou de l’espace, le
calcul de distances, d’angles, d’aires et de volumes, etc. Ces travaux seront répartis tout
au long de l’anńee afin que leśelèves acquìerent une certaine familiarité avec le domaine
géoḿetrique ; on priviĺegiera les problèmes dont les procéd́es de ŕesolution peuvent avoir
valeur de ḿethode et on entraı̂nera leśelèvesà choisir l’outil de ŕesolution le plus perti-
nent parmi ceux dont ils disposent (propriét́es des configurations, calcul vectoriel, calcul
barycentrique, transformations, nombres complexes, géoḿetrie analytique).

3.3 Le travail à exposer devant le jury

1. Pour quelles raisons l’exercice s’inscrit-il bien dans le cadre des objectifs du
programme ?

2. Pŕesenter une solution de la question 3) de l’exercice.

3. Donner uńenonće permettant de traiter la question 2) par une autre méthode.

4. Proposer plusieurs exercices de géoḿetrie plane entrâınant leśelèves̀a choisir
l’outil de résolution le plus pertinent.
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3.4 Solution de l’exercice avec les complexes

Le triangleABE estéquilat́eral de ĉoté 1, donc
E a comme affixe :exp(i ∗ π/6) = 1/2 + i

√
3/2

On a :
−→
AE =

−−→
AB +

−−→
BE.−−→

AB a comme affixe 1 et
−−→
BE a comme affixeexp(i ∗ π/3) = i/2 +

√
3/2 donc

F a comme affixe :1 +
√

3/2 + i/2
doncEF 2 = (1/2+

√
3/2)2 +(−1/2+

√
3/2)2 = 2 ( ce qui etait́evident puisque

EF est l’hypot́enuse d’un triangle rectangle isocèle de ĉoté 1).−−→
DE a donc comme affixe1/2 + i(

√
3/2 − 1)−−→

DF a donc comme affixe :1 +
√

3/2 − i/2)
On a :
1+

√
3/2− i/2) = (2+

√
3)(1/2− i/2/(2+

√
3) = (2+

√
3)(1/2− i/2(2−

√
3)

donc
−−→
DF = (2 +

√
3)
−−→
DE)

c’està dire queD, E, F sont aligńes.
On a donc :−−→
DF = (2 +

√
3)
−−→
DE et

−−→
EF = −−−→

DE + (2 +
√

3)
−−→
DE = (1 +

√
3)
−−→
DE

EF =
√

2 doncDE =
√

2(
√

(3−1))/2 etDF = (
√

3+2)DE =
√

2(1+
√

3)/2
doncDF = DE + EF

3.5 Solution ǵeométrique de l’exercice

La rotation de centreB et d’angleπ/3 transforme :
E enA, F enC etD enD1.
Le triangleD1DB est doncéquilat́eral doncD1 est sur la ḿediatrice deDB.
PuisqueABCD est un carŕe ses diagonales se coupent en leur milieuI et sont
perpendiculaires,AC est la ḿediatrice deDB. DoncD1, A, C sont aligńes.

A B

CD
E

F

E1

D1

x

y

-0.5 0 0.5 1 1.5 2

-0.5

0

0.5

1

1.5
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On se sert des propiét́es des rotations :

1. La transformation ŕeciproque d’une rotation est une rotation.

2. Une rotation transforme une droite en une droite.

3. Une rotation conserve les longueurs.

La rotation de centreB et d’angle−π/3 transforme le pointx; y en :
[[1/2, sqrt(3)/2], [−sqrt(3)/2, 1/2]] ∗ [x − 1, y] + [1, 0].
E est le transforḿe deA = (0; 0) par la rotation de centreB et d’angle−π/3 donc
E a pour coordonńees :
[[1/2,sqrt(3)/2],[-sqrt(3)/2,1/2]] * [-1,0]+[1,0]
c’està dire[1/2,(sqrt(3))/2]
F est le transforḿe deC = (1; 1) par la rotation de centreB et d’angle−π/3 donc
F a pour coordonńees :
[[1/2,sqrt(3)/2],[-sqrt(3)/2,1/2]] * [0,1]+[1,0]
c’està dire[(sqrt(3))/2+1,1/2]
D1, A, C sont aligńes doncD, E, F sont aligńes.
D1, A, C sont sont aligńes dans cet ordre doncD, E, F sont aligńes dans cet ordre.
D1I =

√
2 ∗

√
3/2 comme hauteur d’un triangléequilat́eral de ĉoté

√
2.

IA = IC =
√

2/2 comme demi-diagonale d’un carré de ĉoté 1.
DF = D1C = D1I + IC =

√
6/2 +

√
2/2

DE = D1A = D1I − IA =
√

6/2 −
√

2/2
EF = AC =

√
2

3.6 Solution de l’exercice avec la trigonoḿetrie

Dans le triangleBEF , l’angle B vautπ/2 et BF = BE = 1 doncEF 2 =
BF 2 + BE2 = 2.
DoncEF =

√
2

Dans le triangleADE, l’angleA vautπ/6 etAD = AE = 1 donc :
DE2 = AD2 + AE2 − 2AD ∗ AE ∗ cos(π/6) = 2 −

√
3.

DoncDE = (
√

6 −
√

2)/2
Dans le triangleCDF , l’angleA vautπ/2 + π/3 etCD = CF = 1 donc :
DF 2 = CD2 + CF 2 + 2CD ∗ CF ∗ sin(π/3) = 2 +

√
3.

DoncDF = (
√

6 +
√

2)/2

3.7 Solution de l’exercice avecXcas

On tape dans uńecran de ǵeoḿetrie :

A:=point(0);
B:=point(1);
carre(A,B,C,D);
triangle_equilateral(A,B,E);
triangle_equilateral(C,B,F);
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On obtient :

A B

CD
E

F

x

y

-0.5 0 0.5 1 1.5 2

-0.5

0

0.5

1

1.5

On tape :
coordonnees(E) ;
On obtient :[1/2,(sqrt(3))/2]
On tape pour avoir l’affixe deE :
normal(affixe(E)) ;
On obtient :((i) * sqrt(3)+1)/2
On tape :
coordonnees(F) ;
On obtient :[1+(sqrt(3))/2,1/2]
On tape pour avoir l’affixe deF :
normal(affixe(F)) ;
On obtient :sqrt(3)+2+i)/2
On tape :
est aligne(D,E,F) ;
On obtient :1
On tape :
normal(longueur2(D,E)) ;
On obtient :-sqrt(3)+2
On a puisque22 − 3 = 1 est un carŕe parfait :√

(2 −
√

3) =
√

2
2 (

√
(2 + 1) −

√
(2 − 1)) et√

(2 +
√

3) =
√

2
2 (

√
(2 + 1) +

√
(2 − 1)) doncDE =

√
2 −

√
3 =

√
2(
√

3 −
1)/2

On tape pour avoir l’affixe de
−−→
DE :

normal(E-D) ;
On obtient :((i) * sqrt(3)+1-2 * i)/2
On tape pour avoir la norme au carré de

−−→
DE :

normal(abs(E-D)ˆ2) ;
On obtient :-sqrt(3)+2
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On tape :
normal(longueur2(E,F)) ;
On obtient :2 doncEF =

√
2

On tape pour avoir la norme de
−−→
EF :

normal(abs(F-E)) ;
On obtient :sqrt(2)
On tape :
normal(longueur2(D,F)) ;
On obtient :sqrt(3)+2 doncDF =

√
2 +

√
3 =

√
2(
√

3 + 1)/2
doncDF = DE + EF
On tape pour avoir l’affixe de

−−→
DF :

normal(F-D) ;
On obtient :(sqrt(3)+2-i)/2
On tape pour avoir la norme au carré de

−−→
DF :

normal(abs(F-D)ˆ2) ;
On obtient :sqrt(3)+2
Remarque
L’ égalit́e alǵebrique peut se d́eduire du fait queD, E, F sont aligńes. En effet :E
se trouveà l’intérieur du carŕe ABCD donc dans le m̂eme demi-plan limit́e par
BC queD alors queF se trouve dans l’autre demi-plan, doncD, E, F sont dans
cet ordre sur la droiteDE
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4 Thème : ǵeométrie au collège

4.1 L’exercice

1. Un losangeABCD a pour ĉoté 27,4 cm.La diagonale[AC] mesure 42 cm.
Combien mesure l’autre diagonale ?

2. E et F désignent les points appartenant respectivement aux segments[AB]
et [CD] tels queAE = AB

3 et CF = CD

3 . La droite(EF ) coupe(AD) en
I et (BC) enJ .
Démontrer queBDI etBDJ sont des triangles rectangles.

4.2 La réponse d’unélèveà la question 1)

27.42 − 212 = 309.76
C’est l’aireOB2
√

309.76 = 17.6
17.6 ∗ 2 = 35.2 L’autre diagonale mesure :35.2
Croquis :

A

B

C

D

AB=27.4 

AC=42 

O

4.3 Le travail à exposer devant le jury

1. Analyser la production de l’élève selon les quatre compétences suivantes :
– rechercher et organiser l’information ;
– calculer, mesurer, appliquer les consignes ;
– engager une d́emarche, raisonner, argumenter, démontrer ;
– communiquer̀a l’aide d’un langage mathématique adapté.

2. Pŕesenter une animation qui permettrait d’introduire la question 2) dans un
contexte plus ǵeńeral. Donner une correctiońecrite d́etaillée de celle-ci en
précisant le public viśe.

3. Proposer plusieurs exercices mettant en jeu les grands théor̀emes de ǵeoḿetrie
étudíes au coll̀ege.
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4.4 La production de l’élève

Il faut que l’élève cite les th́eor̀emes :
– Les diagonales d’un losange sont perpendiculaires
– Le th́eor̀eme de Pythagore

L’ élève doit pŕeciser que l’unit́e choisie est ici le cm et dire :
l’aire OB2 est de27.42 − 212 = 309.76 cm
doncOB mesure

√
309.76 = 17.6 cm et donc l’autre diagonale mesure 35.2 cm.

On remarque que17.62 = 309.76 donc le calcul est exact.

4.5 Solution de l’exercice avecXcas

On tape dans un niveau de géoḿetrie :

A:=point(0,21);
B:=point(17.6);
C:=point(0,-21);
D:=point(-17.6);
polygone(A,B,C,D);
O:=point(0);
E:=point(17.6/3,14);
F:=point(-17.6/3,-14);
d:=droite(E,F):;d;
d1:=demi_droite(D,A):;d1;
d2:=demi_droite(B,C):;d2;
I:=inter_unique(d,d1);
J:=inter_unique(d,d2);

A

B

C

D O

E

F

I

J
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– Une démonstration (public collège)
AECF est un paralĺelogramme (AE = CF etAE//CF ) doncE etF sont
symétriques par rapport̀aO milieu deAC
Les droitesDA etBC sont syḿetriques par rapport̀aO
doncI etJ sont syḿetriques par rapport̀aO
BDI et BDJ sont des triangles syḿetriques par rapport̀a O. Il suffit donc
de montrer queBDI est un triangle rectangle.

A

B

C

D O

E

F

I

J

PuisqueAB = DC, AE = AB/3 etCF = DC/3 on aDF = 2AE.
Consid́erons les triangles homothétiquesDFI et AEI : DF est paralĺeleà
AE etDF = 2AE doncA est le milieu deDI.
Consid́erons le triangleDBI,O est le milieu deDB, A est le mileu deDI
doncOA est paralĺeleàBI.
On peutà nouveau utiliser le th́eor̀eme des milieux :
OA est perpendiculairèaOB doncBI est perpendiculairèaOB.
On a donc montŕe queBDI etBDJ sont des triangles rectangles.
ou on utilise la propríet́e des triangles rectangles et des triangles inscrits dans
un demi-cercle.
On aAD = AB = AI, etD, A, I sont aligńes doncB est sur le demi-cercle
de diaḿetreDI donc l’angleB est droit.

– Solution de l’exercice avec la ǵeométrie analytique(public seconde)
L’ équation de la droiteDA est :y = 21/17.6 ∗ x + 21
L’ équation de la droiteEF est :y = 42/17.6 ∗ x
Le pointI a donc comme coordonnées :
yI = 42/17.6 ∗ xI = 21/17.6 ∗ xI + 21 doncxI = 21 ∗ 17.6/21 = 17.6

B est surOx etxI = xB = 17.6 donc l’angle0̂BI est droit.
on peut alors remarquer queyI = 42 doncA est le milieu deDI.
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– Une démonstration avec une homoth́etie (public lycée).
Avec le m̂eme d́ebut :
AECF est un paralĺelogramme (AE = CF etAE//CF ) doncE etF sont
symétriques par rapport̀aO milieu deAC
Les droitesDA etBC sont syḿetriques par rapport̀aO
doncI etJ sont syḿetriques par rapport̀aO
BDI et BDJ sont des triangles syḿetriques par rapport̀a O. Il suffit donc
de montrer queBDI est un triangle rectangle.
Dans cette d́emonstration on ne se sert pas du pointF et on consid̀ereh
l’homothétie de centreD et de rapport 2.

A

B

C

D O

E

F

K

On d́efinit K parK = h(A).
h transformeO enB et A enK, donc transforme la droiteOA en la droite
BK paralĺeleàOA. OA est perpendiculairèaOB doncBK est perpendic-
ulaireàOB doncBDK est un triangle rectangle
Pour montrer queBDI est un triangle rectangle, on va montrer queK et I
sont confondus : Le pointE est le centre de gravité du triangleDBK car
il est sitúe sur la ḿedianeAB de ce triangleDBK et queAE = AB/3.
Donc la ḿedianeKO de ce triangleDBK passe paeE et ainsiK, E, O
sont aligńes etK et I sont aligńes.
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5 Thème : courbes paraḿetrées

5.1 L’exercice propośe au candidat

Le plan est rapporté à un rep̀ere orthonormal direct(O;
−→
i ,

−→
j ).

Pour tout ŕeelt, on noteM(t) le point de coordonńees :
{

x(t) = et cos(t)
y(t) = et sin(t)

et on note
−−→
V (t) le vecteur de coordonnées (x′(t), y′(t).

1. Montrer que pour tout réelt,
−−−−→
OM(t) 6= 0.

2. On noter(t) ets(t) les affixes respectives des vecteurs
−−−−→
OM(t) et

−−→
V (t).

– Montrer que le complexez = s(t)
r(t) est ind́ependant det.

– Déterminer un argument dez.

3. Quelle propríet́e ǵeoḿetrique le ŕesultat pŕećedent donne-t-il sur la courbe
(C) décrite par le pointM(t) lorsquet parcourtR ?

5.2 Le travail à exposer devant le jury

1. À quel niveau de la scolarité peut-on proposer un tel exercice ?

2. Quels sont les ḿethodes et les savoirs mis en jeu ?

3. Pŕesenter une solution de la question 3) de l’exercice en l’illustrantà l’aide
d’un logiciel de ǵeoḿetrie dynamique.

4. Proposer plusieurs exercices se rapportant au thème« courbes paraḿetŕees
», ayant une origine historique ou offrant un lien avec une autre discipline.

5.3 Solution de l’exercice avecXcas

1. t,
−−−−→
OM(t) 6= 0, en effet :|OM(t)2| = e2t(cos(t)2 + sin(t)2 = e2t 6= 0 cela

prouve que|OM(t)2| tend vers 0 quandt tend vers+∞.
AvecXcas , on tape :
plotparam(exp(t) * (cos(t)+i * sin(t)),t)
On obtient :

x

y

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60

-25

-20

-15

-10

-5

0

5
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2. AvecXcas , on tape :
x(t) :=exp(t) * cos(t)
y(t) :=exp(t) * sin(t)
r(t) :=x(t)+i * y(t)
s :=function diff(r)
factor(s(t))
On obtient :
(1+i) * (cos(t)+(i) * sin(t)) * exp(t)
On tape :
simplify(s(t)/r(t))
On obtient :1+i
On tape :
arg(1+i)
On obtient :pi/4

3. On as(t) est l’affixe du vecteur
−−→
MT , donc

−→
0T a pour affixer(t) + s(t).

D’après ce qui pŕećede l’angle(
−−→
OM

−−→
MT vautπ/4.

On tape :

O:=point(0);
supposons(t=[2.7,-5,5,0.1]);
M:=point(r(t));
T:=point(s(t)+r(t));
vecteur(M,T);
plotparam(r(t),t=-5..5);
segment(O,M);
N:=point(s(t)-r(t));
vecteur(M,N);
K:=homothetie(M,-1,O);
vecteur(M,K);

On obtient :

M

T

N

x

y

-40 -20 0 20 40

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20
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6 Thème : arithmétique

6.1 L’exercice

1. Quel est le chiffre des unités de250 ?

2. Déterminer les entiers naturelsk tels que2k − 1 soit un multiple de 51.

6.2 Les solutions de la question 1) proposées par cinqélèves de coll̀ege

– A
250 = (210)5 = 10245

45 = 1024 donc250 se termine par 4.
– B

Pour que le calcul soit plus simple je fais :
225225 = 33554432 ∗ 33554432 Le chiffre des unit́es de cette multiplication
est2 ∗ 2 = 4 donc250 se termine par 4.

– C
Quand on multiplie ind́efiniment 2 par 2 on obtient une succession de séries
de chiffres se terminant par 2,4,8,6. Donc250 est une succession de 12 séries
(12*4=48).
Il resteà multiplier encore 2 fois par 2 donc250 se termine par 4.

– D
21 = 2
22 = 4
23 = 8
24 = 16
25 = 32
26 = 64
27 = 128
28 = 256
29 = 512
210 = 1024
Les m̂emes chiffres se réṕetantà un intervalle de 4 puissances. J’ai donc
compt́e de 4 en 4 en partant de22 pour savoir quel chiffre il y avait̀a250.
250 se termine par 4.

– E
250 = 210210210210210

Puisqu’il n’y a que le dernier chiffre qui nous interesse je multiple les derniers
chiffres entre eux, on obtient : 1024*1024*1024*1024*1024 puis
16*16*4 puis
36*4 puis
24
250 se termine donc par 4.
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6.3 Le travail à exposer devant le jury

1. Analyser les travaux desélèves et et la d́emarche mise en œuvre par chacun
d’eux pour ŕepondrèa la question pośee.

2. Donner une solution des deux questions de l’exercice pour une classe de
terminale scientifique.

3. Proposer plusieurs exercices sur le thème de l’arithḿetique ayant un traite-
ment diff́erent selon le niveau considéŕe.

6.4 Solution de l’exercice avecXcas

1. Le chiffre des unit́es de250,
On tape :
(2%10)ˆ50 ou (2 mod 10)ˆ50
On obtient :4 % 10
Pour avoir le d́etail, on tape :
2ˆ10, 2ˆ10 mod 10)
On obtient :1024, 4 % 10
puis, comme on a :4ˆ5=2ˆ10
On en d́eduit que le chiffre des unités de250 est 4.

2. Trouver les entiers naturelsk tels que2k − 1 soit un multiple de 51.
On doit trouver des entiersk etp vérifiant :
2k − 1 = 51p c’està dire2k − 51p = 1.
On sait que 2 et 51 sont premiers entre eux donc d’après B́ezout il existe des
entiersu etv tels que2u + 51v = 1.
On tape :
iegcd(2,51)
On obtient :[-25,1,1]
ce qui signifie :
-25*2+1*51=1 donc
51=25*2+1=26*2-1 donck = 26 convient.
Si 2u0 + 51v0 = 1 et si2u + 51v = 1 alors2(u − u0) + 51(v − v0) = 0
donc
u−u0 est un multiple de 51 ou encoreu−u0 = 51n soitu = −25+n ∗ 51
On veut queu > 0 doncu = −25 + 51n avecn > 0 ouu = 26 + 51n avec
n ≥ 0 donck = 26, 77, 128...26 + 51n conviennent.

Ou encore
On peut aussi deviner quek = 26 est une solution puisque 2*26-1=51 On
cherche des entiersk etp vérifiant :2k − 1 = 51p et
comme2 ∗ 26 − 1 = 51, cela revient̀a chercher :
des entiersk et p vérifiant :2(k − 26) = 51(p − 1) et puisque 2 et 51 sont
premiers entre eux,k − 26est un multiple de 51 donc
k − 26 = 51 ∗ m avecm ≥ 0
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7 Thème : différents types de raisonnement

7.1 L’exercice

Les propositions suivantes sont indépendantes. Préciser pour chacune d’elles
si elle est vraie ou fausse. Justifier.

1. Pour tout entiern, le nombren(n + 1)(2n + 1) est divisible par 3.

2. Toute suite strictement croissante tend vers+∞.

3. L’ensemble des nombres premiers admet un plus grandélément.

7.2 Un extrait des programmes officiels

Mathématiques - Śerie scientifique
BO no 7 du 31 aôut 2000(...)
Le monde math́ematique de chaquéelève s’́elabore en grande partieà travers une pratique
permanente de calculs, d’argumentations, de petits raisonnements et de d́emonstrations.
Le niveau de rigueur exigible pour une démonstration d́epend de l’exṕerience de l’́elève
dans le domaine òu cette d́emonstration se situe : ainsi, pour la géoḿetrie, pratiqúee depuis
l’ école primaire, on peut prétendre exiger d̀es la classe de seconde un niveau de démonstration
acad́emique ; en analyse, par contre, la plupart des objets manipulés ne sont pas définis
formellement̀a ce niveau d’́etudes, et leśelèves ne peuvent pas aboutirà des d́emonstrations
parfaitement achevées : la nature et le niveau des rédactions exigibles ne peuvent pasêtre
les m̂emes. Il conviendra donc,à ce niveau d’́etude, en particulier en analyse, d’accepter
des argumentations conçues et exposéesà l’aide de sch́emas (m̂eme si leśelèves ne peu-
vent pas̀a ce stade les traduire en un texte linéaire). On gardera néanmoins l’́etat d’esprit
déjà évoqúe dans les programmes de collège et de seconde : repérer clairement le statut
des diverśenonćes en jeu (d́efinition, axiome, th́eor̀eme d́emontŕe, th́eor̀eme admis,...).
La déduction usuelle (par implication ouéquivalence) et la manipulation du contre-exemple
ontét́e travailĺees en seconde ; des problèmes bien choisis permettront d’aborder en première
le raisonnement par contraposition, par l’absurde ou par disjonction des cas ; le raison-
nement par ŕecurrence relève de la classe de terminale.
La démonstration doit garder un caractère vivant et personnel et il convient d’éviter qu’elle
n’apparaisse comme une activité relevant d’un protocole trop rigide. Chaque année, les
assertions qui doivent̂etre justifíees dans le cadre d’une pratique de la démonstration
changent : il est difficile pour leśelèves de cerner, parmi leséléments qui devaient̂etre
justifiés les anńees pŕećedentes, ceux qui deviennent desévidences, pour lesquelles une
justification ne ferait qu’alourdir la d́emonstration

7.3 Le travail à exposer devant le jury

1. En prenant appui sur l’extrait du bulletin officiel, montrer de quelle manière
l’exercice permet d’illustrer certains objectifs du programme du cycle termi-
nal de la śerie scientifique.
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2. Indiquer le type de raisonnement qu’il est possible de mettre en oeuvrepour
traiter chacune des propositions de l’exercice.

3. Proposer plusieurs exercices mettant en jeu différents types de raisonnement,
dont unénonće d́etaillé permettant̀a unélève de d́emontrer l’irrationalit́e de
2.

7.4 Solution de l’exercice avecXcas

1. Pour tout entiern, le nombren(n + 1)(2n + 1) est divisible par 3.
On regarde tout d’abord si la proposition semble vraie, on tape :
seq(n * (n+1) * (2 * n+1),n=0..8)
On obtient :0,6,30,84,180,330,546,840,1224 qui sont des mul-
tiples de 3.
On tape :k :=0 mod 3 k * (k+1) * (2 * k+1)
On obtient :0 % 3
On tape :k :=1 mod 3 k * (k+1) * (2 * k+1)
On obtient :0 % 3
On tape :k :=2 mod 3
k* (k+1) * (2 * k+1)
On obtient :0 % 3
Bien ŝur, sin est un multiple de 3 ou sin+1 est un multiple de 3, le résultat
estévident.
Il reste à montrer la proposition pourn est congrùa 1 nodulo 3. Dans ce
cas2n + 1 est congrùa 0 nodulo 3 donc2n + 1 est un multiple de 3, donc
n(n + 1)(2n + 1) est un multiple de 3.

On peut aussi montrer par récurrence que :
12 + 22 + ....n2 = n(n + 1)(2n + 1)/6.
En effet cettéegalit́e est vraie pourn = 1 et si elle est vraie pourn cela
donne pourn + 1 :

12+...n2+(n+1)2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
+(n+1)2 =

(n + 1)(2n2 + 7n + 6)

6
puisque2n2 + 7n + 6 = (2n + 3)(n + 2) on a :

12 + 22 + ...n2 + (n + 1)2 =
(n + 1)(n + 2)(2n + 3)

6
donc l’égalíe est vraie pourn + 1.
Cetteégalit́e montre quen(n + 1)(2n + 1) est un multiple de 6, donc un
multiple de 3.
AvecXcas , on tape :
factor(sum(kˆ2,k=1..n))
On obtient :(n * (n+1) * (2 * n+1))/6

2. Toute suite strictement croissante tend vers+∞.
Ce ŕesultat est manifestement faux :un = 1−1/n en est un contre -exemple
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caru est croissante et converge vers 1.
On tape :
u(n) :=1-1/n
normal(u(n+1)-u(n))
On obtient :1/(nˆ2+n)
On tape :
limit(u(n),n=inf)
On obtient :1

3. L’ensemble des nombres premiers admet un plus grandélément.
Montrons que cette proposition est fausse.
On suppose connu le théor̀eme :
Tout nombre non premier posséde un diviseur premier.
On peut faire 2 sortes de démonstrations :
– Une d́emonstration directe

On montre que quelque soit l’entiern ∈ N il existe un nombrep premier
vérifiantp > n.
Soit le nombrek = n! + 1. On a :
k > n et k et n! sont premiers entre eux donck n’est divisible par aucun
nombre inf́erieur ouégalàn
Donc :
soitk est premier et alorsp = k,
soitk a un diviseur premierp qui est ńecessairement strictement supérieur
àn.

– Une d́emonstration par l’absurde
Si il y a un plus grand nombre premierP , c’est que l’ensemble des nom-
bres premiers est fini. Considérons le nombreN égal au produit de tous
les nombres premiers +1.
N n’ est pas premier carN > P et N n’admet pas de diviseurs premiers
car si un nombre premierp divise N , il diviserait le produit de tous les
nombres premiers donc il diviserait 1. D’où la contradiction avec le th :
”Tout nombre non premier posséde un diviseur premier”.

4.
√

2 est irrationnel
Montrons tout d’abord :
si n est impair alorsn2 est impair (c’est un multiple de 4 plus 1, en effet si
n = 2k + 1 alorsn2 = 4(k2 + k) + 1).
Cela prouve aussi : sin2 est pair alorsn est pair.

Pour montrer que
√

2 est irrationnel, on va raisonner par l’absurde. Sup-
posons que

√
2 = p/q où p etq sont des nombres entiers premiers entre eux.

On a2 = p2/q2 doncp2 = 2q2

p2 est pair doncp est pair : soitp = 2k doncp2 = 4k2

On a alorsq2 = 2k2 q2 est pair doncq est pair
D’où la contradiction carp etq sont des nombres entiers premiers entre eux.
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On peut aussi utiliser le théor̀eme de Gauss :
Soint 3 entiersa, b, c. Sia diviseb ∗ c si a est premier avecc alorsa diviseb.
Ici p divise(2q) ∗ q, p est premier avecq doncp divise2 ∗ q doncp divise 2
(on applique 2 fois de suite le th de Gauss) doncp = 1 ou p = 2. p = 1 est
impossible car2q2 ≥ 2 donc2q2 6= 1
p = 2 est impossible car2q2 = 4 impliqueq entier etq2 = 2 p est premier
avecq doncp diviseq (th de Gauss) ce qui est absurde
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