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| - Sujet 003

On lance trois dés bien équilibrés dont les six faces sont numérotées de 1 a 6.
Alice et Bob calculent la somme des trois nombres obtenus.

Sila somme obtenue est égale a 9, Alice gagne.

Sila somme obtenue est égale a 10, Bob gagne.

Dans tous les autres cas, la partie est annulée.
Le but de I'exercice est de déterminer qui, d’Alice ou de Bob, a la plus grande pro-
babilité de gagner.

1. Sur un tableur, réaliser une simulation de cette expérience aléatoire.
Appeler 'examinateur pour valider cette simulation.
Réponses
— On ouvre un tableur (menu Edit->Ajouter tableur) et on indique 1001 lignes,
On tape dans AO, B0, C0 =r and( 6) +1 et on recopie vers le bas ou on remplit les colonnes A, B, Cavec
le menu Maths->Nombres aléatoires
On tape dans DO =A0+B0+CO et on recopie cette formule vers le bas.
- Dans EO, on tape =count _eq( 9, DO : D999) etdans E1 on tape =count _eq( 10, DO : D999)

On obtient :

Table Edit Maths [reeval val | Save [<No filename>

[E2 [0
* Spreadsheet <> R1001C10 auto down fill ‘f’
A~ B | ¢ | D | E | F | 6 | H | |

0 |4 3 5 12 136 0 0 0 0
1|3 1 1 5 139 0 0 0 0
2 |4 6 4 14 0  Jo 0 0 0
3|6 5 6 17 0 0 0 0 0
4 |5 3 2 10 0 0 0 0 0
5 |3 6 4 13 0 0 0 0 0
6 |1 3 1 5 0 0 0 0 0
7 |2 3 4 9 0 0 0 0 0
8 |6 1 2 9 0 0 0 0 0
9 |1 2 3 6 0 0 0 0 0
10 |2 3 6 11 0 0 0 0 0
11 |5 4 2 11 0 0 0 0 0
12 |3 3 5 11 0 0 0 0 0
13 |1 1 5 7 0 0 0 0 0
14 |2 4 5 11 0 0 0 0 0
15 |4 4 3 11 0 0 0 0 0

16 |1 3 4 8 0 0 0 0 0

0 1 2 3 |4 5 6 7 8

] 0

2. Sur un tableur, réaliser une simulation sur un échantillon de taille 1000 de cette expérience aléatoire et déter-
miner, pour cette simulation, les fréquences de réussite respectives d’Alice et de Bob.
Appeler l'examinateur pour valider la feuille de calcul construite.
Réponses
- dans une ligne de commandes, on initialise des variables :
A :=NULL;B :=NULL; N :=0
- onmetdans FO: =( A : =A, EO)
- onmetdans F1:=(B : =B, E1)




- onmetdans F2 : =(N : =N+1)

Explication : chaque fois que ’on appuie sur le bouton eval du tableur, on refait les 1000 tirages, N augmente
de 1 et on rajoute dans Ale nombre de fois qu’Alice a gagné et on rajoute dans B le nombre de fois que Bob a
gagné. On tape et on obtient en bleu les fréquences o1 Bob gagne et en rouge celles o1 Alice gagne :

|p|ot|ist(A,affichagezl);pIotIist(B,affichage:4)
y - : : : : : : : - : : : 11.285
I . . . . . . . . . . - M50v:90.577
in

i - »
M out -
| 4« | » | cfg
130 M | Menu
120
110

0 5 10 15 20 25

On tape dans une ligne de commande
sun(A)/ N; sum(B)/N
On obtient:114. 76, 124. 84
. Est-il possible de conjecturer qui, d’Alice ou de Bob, a la plus grande probabilité de gagner ?

Appeler 'examinateur pour lui fournir cette réponse et lui indiquer les méthodes prévues pour les démonstrations
qui suivent.

Réponses
On peut conjecturer que Bob a plus de chances de gagner.

. Ftude mathématique

On souhaite maintenant calculer la probabilité de gagner d’Alice et de Bob.

Répondre aux deux questions suivantes (dans n'importe quel ordre) :

Calculer la probabilité de gagner d’Alice et de Bob.

Qui, d’Alice ou de Bob, a la plus grande probabilité de gagner ?

Réponses

11 suffit de savoir de combien de facon on peut écrire 9 et 10 comme la somme de 3 entiers de [1..6]. On a:

9 1+2+6=1+3+5=1+4+4=2+2+5=2+3+4
10 = 1+3+6=1+4+5=2+2+6=2+3+5=2+4+4=3+3+4.

Iy a5 fagons d’écrire 9 comme la somme de 3 entiers de [1..6] et 2 décompositions comportent des doublons.
Iy a 6 facons d’écrire 10 et 3 décompositions comportent des doublons. La probabilité d’avoir 1,2,6 est donc
3!+ 1/6° alors que la probabilité d’avoir 1,4,4 est 3 * 1/63. Donc la probabilité d’avoir 9 est

alors que la probabilié d’avoir 10 est

3—+3—=—=-
65 63 62 8

La probabilité de gagner d’Alice est donc 1/9/(1/9 +1/8) = 8/17 alors que celle de Bob est de 1/8/(1/9+1/8) =
9/17



Il - Sujet 006

Soit C1 et C2 les courbes d’équations respectives y = exp(x) et y = exp(—x) dans

un repere O; 1, v orthonormal du plan.
Soit @ un nombre réel quelconque. On désigne respectivement par M et N les
points de C1 et C2 d’abscisse a et par (T1) et (T2) les tangentes a C1 et C2 en

M et N.
Les droites (T1) et (T2) coupent respectivement I’axe des abscisses en P et Q.

1. Avec un logiciel de géométrie dynamique (ou une calculatrice graphique) construire les courbes C1 et C2 et les
droites (T1) et (T2). Que peut-on remarquer pour les droites (T1) et (T2) ?
Appeler le professeur pour lui montrer le graphique créé et lui indiquer la conjecture faite au sujet de (T1) et de
(T2).
Réponses
On ouvre un niveau de géométrie plane (menu Edit->Ajouter->Graph&geo 2-d) et on tape (pour la ligne défi-
nissant le curseur commencant par assume on peut utiliser le menu Edit->Ajouter parametre) :

Cl: =pl ot func(exp(x), x, af fi chage=1);
C2: =pl ot func(exp(-x), x, af fi chage=4) ;
assunme(a=[1.3,-5,5,0.1]);

M =poi nt (a, exp(a));

N: =poi nt (a, exp(-a));

T1l: =t angent e(Cl1, M af fi chage=1) ;

T2: =t angent e( C2, N, af f i chage=4) ;

P: =inter_uni que(T1,droite(0,1));

Q =inter_unique(T2,droite(0,1));

et on obtient :

Fig Edit Graphe [Pointeur | Mode [IlF3 _ Save
|4_|M::point(a+i*exp(a)) -
[point(a+(i)*exp(a))
|5_|N:=point(a+i*exp(-a))
[point(a+(i)*exp(-a))
|6_|T1::tangente(Cl,M,affichage‘
[droite(y=(exp(a)-a*exp(a)+exf

B |
|7_|T2::tangente(CZ,N,affichage:

[droite(y=(exp(-a)+a*exp(-a)+(-

o |
|8_|P::inter_unique(Tl,droite(O,1

[point(-1+a)
lo |Q:=inter_unique(T2,droite(0,1

[point(1+a) -
|1_dnormal(longueur(Q,P))

2 - a4 2 0 2 4

Les droites (T1) et (T2) semblent perpendiculaires. Ceci est confirmé par 'exécution de I'instruction
sinmplifier(pente(Tl)*pente(T2))

2. Al'aide du logiciel émettre une conjecture a propos de la longueur du segment [PQ].
Appeler le professeur pour lui présenter la conjecture et la démonstration envisagée.



Réponses
On tape nor mal (1 ongueur (P, Q) on obtient 2

3. Démontrer la conjecture émise a la question 2.

Réponses
Léquation de (T1) est
y=exp(@)(1+x-a)

Léquation de T2 est
y=exp(-a)(l1-(x—a)

Le point P a donc pour coordonnées x = a—1;y = 0 alors Le point Q a donc pour coordonnées x = 1+a;y =0. La
pente m1 de (T1) est égale a exp(a), la pente m2 de (T2) est égale a exp(—a). Le produit des pentes m1l * m2 =

exp(a) * exp(—a) = —1 dong, (T1) et (T2) sont perpendiculaires.

Il - Sujet 007

On considere les suites (a,,) et (b,,) définies par :

2a,+b

aO = 20 . an+1 = =—n__n
et, pout tout entier naturel n, 4

{ bO = 60 P bn+1 = Gnt2by

1. En utilisant un tableur ou une calculatrice, calculer les 50 premiers termes des suites (a;) et (by).
Réponses
La colonne Areprésente la suite (a;) et la colonne B représente la suite (by,) :

Table Edit Maths

|reeval val | Save [<No filename>

[BL [=(A0+2*BO)/4
* Spreadsheet <> R51C10 auto down fill =i
» | 8 | c | o | E  F ] & |
34 10.002260179578710.0022601795787 ™ " " " "

35 \ 0.0016951346840< 0.0016951346840- ™"
36 /0.0012713510130: 0.0012713510130: ™"
37 |0.00095351325977 0.0009535132597" "
38 |0.00071513494482 0.0007151349448. ™
39 | 0.00053635120862 0.0005363512086: "
40 | 0.0004022634064€ 0.0004022634064¢ "
41 |0.0003016975548 0.0003016975548¢ "
42 |0.0002262731661:0.0002262731661: "
43 | 0.0001697048746( 0.0001697048746( ™
44 1 0.0001272786559% 0.0001272786559: "
45 | 9.5458991964e-05 9.5458991964e-05 "
46 | 7.1594243973e-05 7.1594243973e-05 "
47 |5.36956829797e-0 5.36956829797e-C ™"
48 |4.02717622348e-0 4.02717622348e-C "
49 |3.02038216761e-0 3.02038216761e-C ™

50 } 2.265286625716-0‘ 2.265286625716-(3‘

0 1 2

'3

| 4

|5

|6

KT

2. Peut-on penser que ces suites sont convergentes et quelle conjecture peut-on formuler quant a la limite de la

suite (ay) et a celle de la suite (b;,) ?

Appeler l'examinateur pour vérifier les calculs et les conjectures.




Réponses
On conjecture que les suites (a;,) et (b,) convergent vers 0.

. Soient (uy,) et (v,) les suites définies, pour tout entier naturel n, par :

Up=ap+by, vy=by—ay

(a) Compléter la feuille de calculs avec les 25 premiers termes des suites (u,,) et (v,).

(b) Quelle conjecture peut-on faire quant a la nature de chacune de ces suites ?

Appeler l'examinateur pour valider la conjecture et lui indiquer comment mettre en place la vérification deman-
dée a la question suivante.

(c) Vérifier expérimentalement, sur la feuille de calcul, la conjecture émise, validée par I'examinateur.

Appeler l'examinateur, lui montrer les vérifications faites et lui indiquer les méthodes prévues pour les démons-
trations qui suivent.

Réponses

La colonne Creprésente la suite (u,) et la colonne Dreprésente la suite (v,) :

Table Edit Maths [reeval val | Save [<No filename>

[Co [FA0+BO
* Spreadsheet <> R51C10 auto down fill =
A | B | C | D | E | F
0 ]20.0 60 [80.0 | 40.0 0 0
1 |25.0 35.0 60.0 10.0 0 0
2 |21.25 23.75 45.0 2.5 0 0
3 [16.5625 17.1875 33.75 0.625 0 0
4 |12.578125 12.734375 25.3125 0.15625 0 0
5 |9.47265625 9.51171875 18.984375 0.0390625 0 0
6 |7.1142578125 7.1240234375 14.23828125 0.009765625 0 0
7 |5.33813476562 5.34057617188  10.6787109375 0.00244140625 O 0
8 |4.00421142578 4.00482177734  8.00903320312 0.0006103515625 0 0
9 |3.00331115723 3.00346374512  6.00677490234 0.0001525878906:0 0
10 | 2.25252151489 2.25255966187  4.50508117676 3.81469726562e-00 0
11 | 1.68940067291 1.68941020966  3.37881088257 9.53674316406e-00 0
12 | 1.26705288887 1.26705527306  2.53410816193 2.38418579102e-00 0
13 /0.950290262699  0.950290858746 1.90058112144 5.96046447754e-00 0 B
14 |0.712717846036  0.712717995048 1.42543584108 1.49011611938e-00 0
15 | 0.53453842178 0.534538459033 1.06907688081 3.72529029846e-00 0
16 |0.400903825648 0.400903834961 0.801807660609 9.31322574615e-00 0
0 |1 |2 3 4 5 4
KT 0

Les suites (u,) et (v,) semblent étre des suites géométriques de raisons respectives % et i.
. (a) Démontrer la conjecture de la question 3(b).
(b) Déterminer les expressions de a, et b, en fonction de n.
(c) Justifier les réponses données a la question 2 et déterminer la valeur exacte de la limite des suites (a;) et (by,).
Réponses
(a) On calcule
Ups1l = Aps1 + bpy1 = Ran+ by +a,+2by)/4=3a,+3by) /4

3\" 3\"

[3) w0=eo[3)

4 4

2apn+bp—an—2by _ an—Dby
4 4

Donc uy41 = %un donc

Un

Upyl = GApi1—bpy1=

Dot v,y = %vn finalement



(b)ona by, = (u, +v,)/2eta, =(u,—v,)/2Donc

Pour vérifier on tape par exemple :
(3/4)"2*40- (1/ 4) ~2*20. eton obtient 21.25
(3/4)"2*40+(1/ 4) ~2*20. eton obtient 23.75

IV - Sujet 010

Un pion est placé sur la case de départ :

Départ

Le lancer d'une piece bien équilibrée détermine le déplacement du pion.

« PILE, le pion se déplace vers la droite

 FACE, le pion se déplace vers la gauche

Un trajet est une succession de 4 déplacements. On s’intéresse a I’événement

A "le pion est revenu a la case départ apres 4 déplacements".

A chaque lancer, on associe le réel +1 si le résultat est PILE et -1 si le résultat est
FACE.

1. Simuler a I’aide du tableur de 200 a 2000 trajets du pion et estimer la fréquence de I'événement A. Compléter le

tableau suivant :
Nombre d’essais | 200 | 400 | 600 | 800 | 1000 | 1200 | 1400 | 1600 | 1800 | 2000

Fréquence de A
Appeler l'examinateur pour vérifier le tableau obtenu.

Réponses

On remplit les 4 premiéres cases d'une ligne du tableur avec =r and( 2) . Pour avoir I’arrivée du pion, on écrit
un petit programme qui a pour arguments 4 nombre de {0,1} et qui renvoie la case d’arrivée.

On tape dans un ligne de commandes :

trajetd(a,b,c,d): =
if (a==0) a:=-1;
if (b==0) b:=-1;
if (c==0) c:=-1;
if (d==0) d:=-1;
return atb+c+d;
b
On peut aussi utiliser la définition suivante moins claire mais plus efficace
trajetd(a, b, c,d): =2*(a+b+c+d) -4

On remplit alors la case EO avect r aj et 4( A0, BO, CO, DO) puis, on sélectionne les cases AO, BO, CO, DO, EO
et on recopie vers le bas.
Pour connaitre les fréquences de I’événement A selon le nombre de lancers, on tape




- dansla case FO,=(count _eq(0, (EO) :(E199)))/ 200,

- danslacase F1,=(count _eq(0, (EO) :(E399)))/400 etc...

- dansla case F9,=(count _eq(0, (EO) :(E1999)))/2000.

Puis pour pouvoir avoir dans une liste la colonne F (lignes 0 a2 9), on tape dans G0 =(F : =F0 : F9). La liste
est aussi stockée F On obtient :

Table Edit Maths [reeval val | Save [<No filename>
|F9 |=(count_eq(0,(E0):(E1999)))/2000
* Spreadsheet <> R2001C10 auto down fill
A | B | ¢ | b | E | F | G | H |

0 |1 0 0 0 -2 79/200  [79/200,29 0 0
11 0 0 0 -2 29/80 0 0 0
2 |1 0 1 0 0 28/75 0 0 0
3 |0 1 0 1 0 303/800 0 0 0
4 |0 1 0 0 -2 179/500 0 0 0
5 |0 1 1 1 2 221/600 0 0 0
6 |0 0 1 1 0 529/1400 0 0 0
7 |1 1 1 1 4 611/1600 0 0 0
8 |0 1 1 1 2 337/900 0 0 0

9 |0 0 1 1 0 0 0 0
10 |1 0 0 0 -2 0 0 0
111 1 0 0 0 0 0 0
12 |1 0 0 0 -2 0 0 0
13 |0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

1 0 1 1 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0

0 1 2 3 6 7 8

On tape dans une ligne de commande F, on obtient

[ 79/ 200, 29/ 80, 28/ 75, 303/ 800, 179/ 500, 221/ 600, 529/ 1400, 611/ 1600, 337/ 900, 187/ 500]

On tape dans une ligne de commande eval f ( F) , on obtient:

[ 0. 395, 0. 3625, 0. 373333333333, 0. 37875, 0. 358, 0. 368333333333,
0. 377857142857, 0. 381875, 0. 374444444444, 0. 374]

On remplit alors le tableau :

Nombre d’essais | 200 400 600 800 1000

Fréquence de A 0.395 | 0.3625 | 0.37333 | 0.37875 | 0.358

Nombre d’essais 1200 1400 1600 1800 2000

Fréquencede A | 0.36833 | 0.377857 | 0.381875 | ,0.37444 | 0.374
. Partie démonstration

On appelle X la variable aléatoire qui prend pour valeur la somme des quatre réels.

(a) En précisant la méthode choisie, calculer les valeurs possibles de X et le nombre de trajets possibles.
Appeler l'examinateur pour controler la réponse et lui indiquer la démarche prévue a la question suivante
Réponses

Pour avoir le nombre N de trajets possibles, on cherche le nombre de trajets différents quand on a:

0 fois FACE alors N = 1 et X=-4,

1 fois FACE alors N =comb(4,1) = 4 et X=-2,

2 fois FACE alors N =comb(4, 2) = 6 et X=0,

3 fois FACE alors N =comb(4,3) =4 et X=2,

— 4 fois FACE alors N =comb(4,4) =1 et X=4,

Donc le nombre de trajets possibles est 16. On peut dire aussi plus simplement qu’a chaque lancer il y a 2 trajets
possibles et donc au bout de 4 lancers il y a 2* = 16 trajets possibles.



(b) Calculer la probabilité de I'événement A a I'aide d’'un schéma de Bernoulli et comparer avec I’estimation
obtenue.
Réponses
On cherche P(A) =PX =0) = %EM = % = 0.375. On trace la courbe des fréquences obtenue, on tape dans
une ligne de commandes :
pl ot func(3/8,x=0..9, affichage=1+epai sseur_ligne_2);
plotlist(F, af fi chage=4+epai sseur_ligne_2) ;

On obtient :
[plotfunc(3/8,x=0..9, affichage=1+epaisseur_ligne_2);plotlist(F,affichage=4+epaisseur_ligne_2);
Yy
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Remarques On peut bien str faire ce graphe directement depuis le tableur, puisqu’au tableur est associé un

graphe (al’aide dumenu Edi t du tableur, régler la configuration pour faire apparaitre ce graphe (Edi t - >Conf i gur at i on-
Donc ce cas on tape :

dans G0, =pl ot | i st (FO : F9) et

dans Gl, =dr oi t e(y=3/ 8) .

On peut aussi ne pas utiliser le tableur et faire cet exercice a ’aide de petits programmes. On tape :

trajet(): =
| ocal Kk, res;
res: =0;

for (k:=1;k<=4; k++){
if (rand(2)) res++;, else res--;

return res;

o

simul ati on(p): ={
| ocal k,n,res;
n: =0;
for (k:=1;k<=p;k++) {
if (trajet()==0) n++;
}
return n/p,eval f(n/p);

b
Puis, on tape si nul at i on(2000) . On obtient par exemple : 769/ 2000, 0. 3845



V- Sujet 013

Lobjet de ce travail est I’étude de flux de populations entre trois zones géogra-

phiques : une ville notee A, une zone périphérique notée B et une zone de cam-

pagne notée C.

Pour modé€liser les flux de population, on fait les hypothéses suivantes :

— La population totale des trois zones reste constante.

— Chaque année la zone A perd 10% de sa population, mais accueille 10% de la
population de la zone B et 1% de la population de la zone C.

— Chaque année la zone B perd 10% de sa population, mais accueille 10% de la
population de la zone A et 1% de la population de la zone C.

— Chaque année la zone C perd 2% de sa population.

Au premier janvier 2008, la zone A comptait 5 000 habitants, la zone B en comptait

2 000 et la zone C en comptait 4 000.

On désigne par a, , b, et ¢, les nombres d’habitants respectifs des zones A, B et
C au premier janvier de I'annee (2008 + n). On admettra, pour I'étude mathéma-
tique, que les nombres réels a,, , b, et ¢, peuvent ne pas étre entiers.

1. On souhaite décrire, avec le modele ci-dessus, I’évolution des trois populations.
(a) Représenter graphiquement, a ’aide du tableur, ou d’'une calculatrice, les suites (a,), (by,) et (c,).
(b) Conjecturer le sens de variation et la convergence des suites (a;), (by,) et (c,).
Appeler l'examinateur pour vérification des résultats obtenus et des conjectures.
Réponses
On met 5000 dans AO, on met 2000 dans BO et on met 4000 dans CO. Puis, on tape :
- dans A1, =A0*0. 9+B0*0. 1+C0*0. 01
- dans B1, =B0* 0. 9+A0* 0. 1+C0*0. 01
- dans C1,=C0*0. 98
On sélectionne A1, Bl, Cl et on recopie ces formules vers le bas. On tape
- dansEO,=pl ot l i st ((AQ) :(A32), affichage=1)
- dansEl,=plotlist((B0) :(B32), affichage=2)
- dansE2,=pl otlist((C0) :(C32),affichage=4)
On obtient :

10



Table Edit Maths

|reeval val | Save [<No filename>

|E3 |0
* Spreadsheet <> R33C10 auto down fill =
A B | c | D | E | Foo G | H | I
24 | 4273 4260 2465 24 0 0 0 0 0
25 | 4296 4286 2416 25 0 0 0 0 0
26 | 4319 4311 2368 26 0 0 0 0 0
27 | 4342 4335 2321 27 0 0 0 0 0
28 | 4365 4359 2275 28 0 0 0 0 0
29 | 4387 4382 2230 29 0 0 0 0 0
30 | 4409 4405 2185 30 0 0 0 0 0
31 | 4430 4427 2141 31 0 0 0 0 0
32 4451 4449 2098 32 0 0 0 0 0
0 1 |2 '3 4 |5 6 |7 -

10 15 20 25

30

2. Pour chaque année (2008 + n), soit d, la différence de population entre les zones A et B.
Conjecturer la nature de la suite (dj,).

Appeler U'examinateur pour une vérification et lui indiquer les méthodes envisagées pour les démonstrations qui

suivent.
Réponses

On conjecture que la suite (d;,) est décroissante et converge vers 0 (ce qui ne semble pas vrai lorsqu’on arrondit

avec round!).

3. On se propose de calculer les limites des suites (a;), (by,) et (¢y).

(a) Déterminer I'expression de ¢, et de d, en fonction de n.
(b) En déduire I'expression de a, et de b, en fonction de n.
(c) Déterminer les limites des suites (ay,), (by) et (c;,).

Réponses
98
On a ¢;41 = — ¢y, donc (cy,) est une suite géométrique de raison — etona:
100 100
98 \"
cn=|——=] 4000
100
Ona
a 9 a 1 —b,+ L C
el 10 107" 100
1 9 1
b —auy+—b,+—c
s 10" 10 " 100"
donc 8
ans1—bpy1 = E(an - by)

. . . 8
donc (d,) est une suite géométrique de raison To etona:

8 n
dy = (—) 3000
10
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La somme a, + b, + ¢, est constante en effet
98
api1+bp1+cp1=an+by+ mc,ﬁ mcn =anp+b,+cy
La somme a, + by, + ¢, est constante et égale a ay + by + ¢p = 11000 donc :
+b 11000 ( 98 )"4000
S, =0a = - | —

On a ainsi

98 \" 8\"
(sp+dy)/2=5500—|—| 2000+ (—| 1500

a, =

100 10

98 \" 8\"
b = —-dy)/2=5500—|—] 2000-|—| 1500
n (Sn n) (100) (10)

Quand 7 tend vers l'infini d,, tend vers 0 et s, tend vers 11000 donc a,, tend vers 5500 et b,, tend aussi vers 5500.

VI- Sujet 014

Dans le plan P rapporté a un repére orthonormal (0;7,7) la courbe C est la
courbe représentative de la fonction exponentielle et le point B a pour coordon-
nées (2; -1).

On admet que la distance BM admet un minimum quand M décrit C. Ce mini-

mum est appelé distance du point B a la courbe C.
Le but de I'exercice est de trouver la distance du point B a la courbe C.

1. Réaliser al'aide d'un logiciel une figure dynamique correspondant a cette situation.
Appeler l'examinateur pour une vérification de la figure réalisée.

(a) M est un point quelconque de la courbe C. Faire une conjecture sur la position du point M pour laquelle la
distance BM semble minimale.

On appelle ce point My.
(b) Tracer la droite d perpendiculaire en M a la droite (BMy).
Quelle semble étre la position particuliere de la droite d ?

Appeler l'examinateur pour lui présenter les conjectures émises et lui indiquer la ou les méthodes de contréle
prévues a la question (c).

(c) Utiliser le logiciel pour controdler les conjectures et, éventuellement, les rectifier.

Réponses

Avec Xcas on calcule lalongueur BM en fonction du paramatre a et on trace en représentation graphique G (en
rouge) de cette longueur qui est représentée par la longueur OAl. Pour cela, on ouvre un niveau de géométrie
(menu Edit->Ajouter->Graphe et geo 2d), on tape dans le premier niveau

C :=plotfunc(exp(x)) ;
puis on crée un curseur (menu de la figure Edit->Ajouter parametre) ce qui renvoie une commande du type
assume(a=[0.7,-5,5,0.1]) ;
On ajoute alors le point B
B :=point(-2,0)

Puis on fait varier M sur la courbe C en fonction du curseur a, on calcule la longueur BM

12



M : =el emrent (C, a)
| :=normal (1 ongueur (B, M)

On remarque que [ est calculé en fonction de a pour avoir sa valeur numérique, il faut demander une valeur
approchée
eval f (1)

On peut maintenant faire varier a et observer quand la valeur numérique de la longueur est minimale. On peut
aussi représenter la courbe représentative de G en fonction de a.
G :=plotfunc(l,a, affichage=1);
A :=element (G a) ;
Al :=projection(droite(0,i),A);
On obtient :

Fig Edit Graphe [inactive M(ﬂem Save |
ssume(a:[l.o,-5,5,0.1]) '

x:-5.0819

|[parameter(a,-5.0,5.0,1.0,0.1)
l4 [M:=element(C,a)
[point(a+(i)*exp(a))
|5_|I::normal(longueur(B,M))
[sart(exp(a)*2+a"2+2*exp(a)-4
(- ]
|6_|evalf(|)
|3.85040514178
7 |G:=plotfunc(l,a, affichage=1)
|plotparam(a+(i)*sqrt(exp(a)"2-

4 I _ » I : :
8 JA:=element(G,a) /

[point(a+(i)*sqrt(exp(a)"2+a”2-

J |
lo |AL:=projection(droite(0,i),A)

- -4 -2 0

On observe que

(a) MO semple étre le point d’affixe i.

(b) la droite d semble étre tangente a la courbe C en MO En effet, on tapet angent e( C, MD, affi chage=2)
on voit que cette droite a la méme équation que d, c’est la droite (y = (x + 1)).

. On se propose de déterminer la valeur exacte de la distance du point B a la courbe C.

Appeler 'examinateur pour lui présenter les controles faits et lui proposer une méthode permettant a la fois de
déterminer le point My et la distance du point B a la courbe C.

(a) Déterminer, par le calcul, la position du point M.

(b) Quelle est la valeur exacte de la distance du point B a la courbe C?

Réponses

On va montrer que le point B se projette en MO sur la tangente dt a C en M0. On va montrer que cette tangente
dt partage le plan en deux demi-plans : dans I'un il y a la courbe C, dans 'autre le point B. Soit B1 I'intersection
deBMetde d.

On aura donc BM0 < BB1 < BM.

. Vérifier, par le calcul, la conjecture formulée au 1.(b).

Réponses
Soit My le point de coordonnées (0, 1).

On calcule le carré de la longueur BM pour éviter des racines carrées. On a

BM? = (x —2)? + (exp(x) + 1)?
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Posons h(x) = (x—2)2 + (exp(x) + 1)2.On a

h'(x)
h/l(x)

2(x—2)+2exp(x)(exp(x) +1)
2+2exp(x)(exp(x)+1) + 2exp(x)2 = 4exp(x)2 +2exp(x)+2

Ou on tape

h(x) :=(x-2)"2+(exp(x)+1)"2;
normal (di ff(diff(h(x))))

On obtient 4* exp(x) *2+2*exp( x) +2. Donc ' est croissante. De plus h'(0) = 0, donc k admet un mini-
mum en x = 0. On a BM = [(x) = v h(x) donc [ admet aussi un minimum en x = 0. Finalement la distance de B a
la courbe C est vR(0) = 2v/2.

Autre méthode:

La tangente dt ala courbe C au point M0 a pour pente exp(0) = 1 donc a pour équation: y = x + 1.

La droite (BMy) a pour équation: y=—-x+1

La droite d perpendiculaire en My a la droite (BMy) est donc de pente 1 et a pour équation: y = x+ 1 donc dt et
d sont confondues.

Il reste 2 montrer que pour tout réel x ona: g(x) = exp(x)—x—12=0.0na g'(x) = exp(x) —1 = 0. On fait le tableau
de variations : g’(x) <0 pour x <0, g’(x) =0 pour x =0, g’(x) > 0 pour x > 0. Donc g(x) admet un minimum en
x=0et g(x)=g(0)=0.

On calcule alors BMO = /4 + 4 = 2V/2.

VIl - Sujet 020

—_— — Tt
On considere le carré direct ABCD du plan orienté tel que (AB,AD) = —. On ap-

pelle O le centre du carré. Un point M décrit le segment [DC]. La perpendiculaire
a la droite (AM) passant par A coupe (BC) en N. On appelle I le milieu de [MN]. On
se propose de déterminer le lieu des points I lorsque M décrit le segment [DC].

1. Réaliser la figure avec un logiciel de géométrie dynamique.
Appeler l'examinateur pour une vérification de la figure réalisée.

Réponses
On choisit par exemple : A : =poi nt (0) ; B : =poi nt (3) ;. On tape et on obtient :

carre(A B, C D ;

O=nilieu(A O;

assume(a: =[0.33,0,1,0.01]);

M =el ement (droite(D, O, a);

p: =per pendi cul aire(A droite(A M);

N: =i nter _uni que(p,droite(B,Q);
l:=mlieu(MN);
lieu(l,Maffichage=1+epai sseur_Iligne_2);
segrment (M N) ; segment (M A); ;

segnent (C,N); ;

On obtient la figure suivante :
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Fig Edit Graphe [inactive | Mode|lllIF3 _Save |
|7_|N::inter_unique(p,droite(B,C) =
[point(3+(-3*)*a)
|8_|I:=milieu(M,N)
[point(((1-a)*(3*)+a*(3+3*)+3+
|| ___ I D M c
9 [lieu(l,M,affichage=1)
// Warning: A B C declared a:
Equation 0 = -6*(-3+x+Yy)
droite(y=(-x+3))
MSegment(M,N);segment(M,A);

[[segment(point((1-a)*(3*)+a*( A B
segment(C,N);
|segment(point(3+3*i),point(3+

K o
1gsimilitude(A,1/sqrt(2),-pi/4,dro
C),affichage=1+epaisseur_lig

|droite(y=(-x+3)) 5

2. Mettre en évidence avec le logiciel la nature du triangle AMN.

Réponses
On tape:

nor mal (1 ongueur 2(A;, M) ; normal (1 ongueur2(A/ N)) ;

On obtient 9+9* a2, 9+9* a" 2.
Ontapeest _rectangl e(N, M A) ; eton obtient 3 ce qui signifie que le triangle MNA est rectangle en A.
3. Faire afficher le lieu des points I lorsque M décrit le segment [DC].
Appeler l'examinateur pour une vérification des conjectures et pour lui indiquer les méthodes prévues pour les
démonstrations qui suivent.
Réponses
Ontape:lieu(l, M affichage=1) et on obtient en rouge la droite (BD).

4. Partie démonstration
Démontrer que le triangle AMN est rectangle isoceéle (on pourra utiliser une rotation de centre A).
Réponses
la rotation de centre A et d’angle =" transforme D en B, la droite (AD) en la droite (AB) et la droite (AM) en la
droite p qui est la perpendiculaire a la droite (AM) passant par A.
Dong, la droite (DC) qui est perpendiculaire a la droite (AD), est transformée en la droite perpendiculaire a la
droite (AB) passant par B c’est a dire la droite (BC)
M qui est l'intersection de (DC) et de (AM) est donc transformé en N qui est I'intersection de (BC) et de p.
Donc le triangle direct ANM est rectangle isocéle en A.

5. En déduire la nature du triangle AIM ; établir que le point I est 'image de M par une similitude S de centre A
dont on précisera I'angle et le rapport.

Réponses

Le triangle ANM est isocele en A, donc la médiane Al est aussi une hauteur donc le triangle AIM est rectangle en
L

I est le milieu de 'hypoténuse du triangle ANM donc le triangle AIM est isocele en I. Donc le triangle direct AIM
est rectangle isocele en I.

Donc I se déduit de M par une simimitude de rapport @ et d’angle %
6. Déterminer S(D) et S(C) puis conclure sur le lieu de points cherché.

Réponses
Ona:S(D)=0etS(C)=B.
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Puisque M se déplace sur la droite DC et S(M) =1, le lieu de I est la droite S(D)S (C) transformée par S de la droite
(DC). Donc le lieu de I est la droite (OB). On tape

simlitude(A 1/sqgrt(2),-pi/4,droite(D, C), af fi chage=1+epai sseur_I|igne_3)

On obtient la figure du début.

VIl - Sujet 021

Dans le plan orienté, on considere un triangle rectangle isocele ABB' tel que :
i
(BB’,BA) = > Soit M un point variable de la droite (BB') et M’ I'image de A dans la

: , L
rotation de centre M et d’angle —5

On note I le milieu de [BB'] et ] le milieu de [MM].
On cherche a déteminer le lieu du point J lorsque M décrit la droite (BB).

1. (a) Réaliser une figure a 'aide d’'un logiciel de géométrie dynamique.
Appeler l'examinateur pour vérification de la figure.
(b) Visualiser le lieu du point ] quand M décrit la droite (BB'). Quelle conjecture peut-on émettre ?

(c) Que peut-on conjecturer a propos des triangles ABI et AM]J ?
Appeler l'examinateur pour vérification des conjectures.
Réponses

(@) Ontape:

Bl:=rotation(B,-pi/2,A);

triangl e(A B, Bl, af fi chage=epai sseur _|igne_2);
d:=droite(B,Bl):;d;
assune(a=[1.3,-5,5,1/10]);

M =el enent (d, a) ;

ML: =rotati on(M -pi/ 2, A);

l:=mlieu(B,Bl);

J:=mlieu(MM);

lieu(Jd,Maffichage=1);

On obtient :

16



Fig Edit Graphe [Pointeur  Mode I3 Save |

|5_|d::droite(B,Bl):;d
|['Done" droite(y=(-0.7198162"

q Y
|6_|assume(a:[1.3,-5,5,1/10])

|parameter(a,-5.0,5.0,1.3,0.1)
|7_|M::element(d,a)
[point((1-a)*(3.302+1.882%)+a’

J |
8 [M1:=rotation(M,-pi/2,A)

[point((1-a)*(3.302+1.882%)+a’

|

I:=milieu(B,B1)

[point(1.778+2.979%)
l1dY:=milieu(M,M1)

[point(((1-a)*(3.302+1.882%)+z

e » |
. lieu(J,M,affichage=1)

(b) On conjecture que le lieu de J est une droite qui passe par I

(c) On conjecture que les triangles ABI et AM]J sont semblables.
2. Soit S la similitude directe de centre A qui transforme B en I.
(a) Déterminer 'image du point M par la similitude S.
Appeler 'examinateur pour faire le point et lui indiquer la méthode prévue pour la résolution de la question
2.(b).
(b) En déduire le lieu du point J quand M décrit la droite (BB1).
Réponses

(a) Les triangles ABI et AMJ sont semblables car
— ils ont un angle droiten B eten M
AM — MJ Bl — MJ
La similitude S transforme donc M en]J.
(b) Donclelieu deJ est 'image de la droite (BB1) par la similitude S : c’est une droite qui passe par I et par I1
I'image de B1 par cette similitude.
La similitude S est de rapport v/5/2 et d’angle atan(1/2). On tape :
11 :=simlitude(A sqrt(5)/2,atan(1/2), B1, af fi chage=1)
simlitude(A sqrt(5)/2,atan(1/2),d, af fi chage=1+epai sseur _|i gne_3)

IX - Sujet 026

Dans le plan orienté, on définit le triangle direct OAB et on note M le milieu du
segment [AB]. On construit les triangles AOD et OBC directs, rectangles et iso-

celes en O.
Lobjet du probleme est d’étudier les longueurs et les positions relatives des seg-
ments [OM] et [DC].

1. Construire la figure décrite précédemment a I’aide d’un logiciel de géométrie dynamique.
Appeler l'examinateur pour valider la construction.

Réponses
On clique sur trois points A, B puis on tape :
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Q =poi nt (0);

M =nilieu(A B);

triangle(O A B);

triangl e_rectangl e(O A -1, D, af fi chage=1);
triangle rectangle(O B, 1, C, af fichage=1);
segnent (O M ;

segnent (D, O) ;

Fig Edit Graphe [Pointeur | mode |lllF3_save |

::point(O) =
[point(0)

l4 [M:=milieu(A,B)
[point(1.0505+1.6855%)

5 [triangle(O,A,B)

polygone(point(0),point(3.14+ A
Kl ||
[[polygone(point(0),point(3.14+
RTBE

triangle_rectangle(O,B,1,C,aﬁ
[[polygone(point(0),point(-1.03
RTIR D
|segment(point(0),point(1.050%
4 o

lo |[segment(D,C) -

2. En modifiant le triangle OAB, émettre une conjecture concernant les longueurs OM et DC et une autre au sujet
des positions relatives des droites (OM) et (DC).
Appeler l'examinateur pour valider les conjectures et exposer la démarche envisagée pour la preuve.
Réponses
Il semble que DC = 20M et que DC et OM sont perpendiculaires.
On tape 2*| ongueur (O, M et on obtient 3. 97213318004.
On tape | ongueur (D, C) eton obtient 3. 97213318004.
Ontapeest perpendicul aire(droite(O M, droite(D, C)) etonobtient 1.

3. Partie démonstration
Proposer une démonstration des conjectures faites.
Réponses
Démonstration avec les complexes :
On appelle a et b les modules des affixes za et zb de A et B et ta et tb leurs arguments :
za :=a*exp(i*ta)
zb :=b*exp(i*th)
Puis on calcule les affixes zm, zc, zd de M, A, B.
zm : =(za+tzh)/2
zc :=b*exp(i*(tb+pi/2)) quirenvoieb*(i)*exp((i)*tb)
zd :=a*exp(i*(ta-pi/2)) quirenvoiea*(-i)*exp((i)*ta)
Les vecteurs CD et OM ont pour affixe :
nor mal (zc-zd) quirenvoie (i ) *b*exp((i)*tb)+(i)*a*exp((i)*ta)
zm : =(za+zb)/ 2 quirenvoie (a*exp( (i) *ta)+b*exp((i)*th))/2
On prouve les deux conjectures en méme temps, en tapant :
nor mal (zc-zd-2*i *zm quirenvoie 0. On a donc DC = 20M et DC et OM sont perpendiculaires.
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Démonstration en géométrie pure :

Fig Edit Graphe Pointeur | Mdde Save
ig_Edi p I inteur ode 3 ve |
|9_|segment(D,C)
|segment(point(1.12-3.14%),po
T
1dparallelogramme(O,A,B,E,
affichage=4)

‘!

|[polygone(point(0),point(3.14+

|

segment(O,E)
|segment(point(0),point(2.101+
T

1dtriangle(O,C,D,affichage=
rempli+1)
[polygone(point(0),point(-2.251
Kl D

14triangle(O,E,B,affichage=
rempli+1)

[polygone(point(0),point(2.101
Xl [ I!

On trace le parallélogramme OAEB. (on tape par al | el ogranme( O, A, B, E, af fi chage=4))

M est le centre de ce parallélogramme : M est le point de concours des diagonales qui se coupent en leur milieu.
Les triangles BOE et OCD sont egaux en effet :

- BO=0C,

-BE=OA=OD,

— OBE=n—-AOB et COD =n—-AOB

On sait que OC et BO sont perpendiculaires, que OD et OA sont perpendiculaires donc

!

il existe une rotation qui transforme Ben O, Oen C et E en D.

Donc DC = OE = 20M et DC et OM sont perpendiculaires.

Sujet 028

Etude, selon les valeurs de m réel donné, du nombre de solutions, pour x € [-5;5],
de I'équation

(BE) —x>+2x—-1+me *=0

1.

On pose m = 2. Donner un encadrement d’amplitude 10~! de I'unique solution de (E), 4 'aide d’un grapheur.
Réponses
On trace le graphe de (E) pour x € [-5;5] , on tape :

pl ot func(-x"2+2x- 1+2*exp(-Xx), x=-5..5)
On voit que la solution de (E) pour x € [-5;5] se trouve entre 1 et 2 donc on tape :
pl ot func(-x"2+2x- 1+2*exp(-x), x=1..2)

On obtient :
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[plotfunc(-x"2+2x-1+2*exp(-x),x=1..2)

1 1.2 1.4 16 1.8 2

Dong, si a est 'unique solutionde (E) dans I'intervalle [-5;5] on a:
l6<a<l;65

ce qui donne un encadrement d’amplitude 5102

. Soit f la fonction définie pour x € [-5;5] par :
f(x) = (x*—2x+1)exp(x)

ATlaide d’un grapheur, tracer le graphe de f pour x € [—5;5] et émettre une conjecture sur le nombre de solutions
de f(x) = m pour x € [-5;5], en fonction des valeurs de m.

Réponses

On définit la fonction f :

f(x) :=(x"2-2x+1)*exp(Xx) ;
On trace le graphe de f(x) pour x € [-5;5] , on tape :
pl ot func(f(x),x=-5..5)
On voit bien le graphe de f(x) pour x € [2;5] mais il faut changer d’échelle pour -5 < x < 2, donc on tape :
pl ot func(f(x),x=-5..2)
On obtient :

|p|0tfunc(f(x),x=—5..2)

“““““““““““ AAAAA(AAAA ,0

Y

5 2 3 2 1 0 I 3

Il semble que f(—1) =4exp(—1) estle maximum de f sur [-4;1] et que f(1) =0 estle minimum de f sur [—4;1].
On tape:

f(-1),f(-1.)

On obtient 'image de -1 et sa valeur approchée :
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4*exp(-1), 1. 47151776469

On émet donc la conjecture suivante, en notant n le nombre de solutions de f(x) = m pour x € [-5;5] :

— sim<0alors n=0,

— sim=0alors n=1 (x =1 estla solution),

- si0<m<4exp(—1) = 1.47151776469 alors n =3,

— sim=4exp(—1) = 1.47151776469 alors n =2 (x = —1 est une solution ainsi que x = b avec 1.5 < b < 1.6),
— sidexp(—1) <malors n=1,

3. Démontrer que ’équation (E) et’équation f (x) = m ontle méme ensemble de solutions dans I'intervalle [-5; 5].
Réponses
On tape:

E :=-x"2+2x-1+ntexp(-x) ;sinplify(E*exp(x))
On obtient :
- XN 2+2*x- 1+t exp( - X), - exp(x) +2* x*exp(x) - x*2*exp( x) +m

On adonc pourtout xeR:
Exe*=—f(x)+m

On en déduit que E = 0 et f(x) = m ont le méme ensemble de solutions dans R donc aussi dans I'intervalle
[-5;5].

4. Répondre au probléme posé
Réponses
Ona f(x) = (x— 1)2 x e* donc f(x) =0 pour x € R. On va chercher les variations de f dans I'intervalle [-5;5]. On
tape :

F :=factor(derive(f(x)))
On obtient :
(1+x) * (- 1+x) *exp(x)
Donc f'(x) ale signe de (1 +x)(—1+ x). On tape :
sol ve(F>0, x)
On obtient :
[ x<-1, x>1]

Donc f est croissante dans l'intervalle [-5; —1], puis décroissante dans 'intervalle [-1; 1], puis croissante dans
I'intervalle [1;5]. La conjecture est donc démontrée.

XI- Sujet 029

—_ — —

Dans 'espace rapporté a un rep‘re orthonormal (O; i, j, k), on considere les
points A(0,6,0), B(0,0,8), C(10,0,8). M est un point appartenant au segment [OB].
Le plan (PP) passant par M et orthogonal a la droite (OB) coupe la droite (AC) en
P.

Partie expérimentale.

1. En utilisant un logiciel de géométrie, construire une figure traduisant I'énoncé.
Appeler l'examinateur pour la vérification de la construction.
Réponses
On ouvre un écran de géométrie 3d et on choisit comme configuration: x, y, z compris ente 0 et 11 et on décoche
Montrer | es axes.Ontape:
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O :=point(0,0,0);
A :=point(0,6,0);
B :=point(0,0,8);
C : =point (10,0, 8) ;

Pour pouvoir faire bouger le point M avec un curseur, on crée un parametre (menu Edit de la figure) que 'on
nomme ¢ avec comme valeurs extrémes 0 et 1, puis on tape

M : =el erent (segnment (O B), t) ;
On tape pour avoir le plan PP sans que son nom soit affiché :
PP : =orthogonal (M droite(Q B), | egende="")
Puis pour avoir le point P :
P :=inter_unique(PP,droite(A Q)
On obtient la figure :

Fig Edit Graphe Inactive
6 Jassume(t=[0.52,0,1,0.02) |
|[parameter(t,0.0,1.0,0.52,0.02
|7_|M::element(OB,t)
[pnt(pnt[point[0,0,8*t],[0,[pnt(p
.AC::droite(A,C,Iegende:"")
[pnt(pnt{line[point[0,6,0],point]
7 |

EPP::orthogonal(M,OB,
affichage=vert,legende="")

[pnt(pnt[hyperplan([point[0,0,8
] »
lLdP:=inter_unique(AC,PP affict
[pnt(pnt[point[(10*8*t*8)/64,6-(
Kl T
OC::droite(O,C,Iegende:"")
pnt(pnt[line[point[0,0,0],point[
q J

2. On note respectivement N et Q les points d’intersection du plan (PP) avec les droites (OC) et (AB) et ’'on admet
que le quadrilatere MNPQ est un rectangle. En déplacant le point M, émettre une conjecture quant a la position
de ce point rendant maximale I'aire du rectangle.

mode [lllE3_ save |

Appeler l'examinateur pour valider la conjecture.
Réponses
On tape pour avoir les points N et Q :

N : =i nter_uni que(PP,droite(Q Q) ;
Q :=inter_unique(PP,droite(A B)) ;

On tape pour avoir le polygone MNPQ rempli de rouge :
g : =pol ygone(M N, P, Q affichage=renpli+1) ;
En faisant bouger le point M, on conjecture que 'aire est maximum lorsque M est le milieu de OB (pour ¢ =1/2)

Partie démonstration avec Xcas
On note z = OM.

1. Exprimer en fonction de z les longueurs MN et MQ.
Pour savoir si le polygone MNPQ est un rectangle, on tape :
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est _perpendiculaire(droite(MN),droite(P, N))
On obtient :
1

est _perpendiculaire(droite(M Q,droite(P, Q)
On obtient :
1

donc MN L PN et donc MNPQ est un rectangle puisque c’est un quadrilatére plan qui a 3 angles droits (I'angle
M par hypothese et les angles N et Q démonstration faite par Xcas).
Onat=2z=0M.Ontape:

S:=simplifier(aire(q))
On obtient :
-60*t "2+60*t
2. Démontrer la conjecture émise en 2. On tape :
pl ot func(S, t=0..1)

On obtient :
i 14
112
110
8
6
4
2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
On tape:

sol ve(derive(S,t),t)
On obtient :
[1/2]
Puis on tape
subst (S, t=1/2)

pour obtenir le maximum de l'aire (15).

XII' - Sujet 030

Soit ©; un nombre réel fixe. On considére la suite récurrente u de premier terme

. u
u, et telle que pour tout entier naturel non nul n, u,,; = — + 1.
n
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1. En utilisant une calculatrice ou un tableur, calculer les premiers termes de cette suite et en réaliser une repré-
sentation graphique.
Le choix du nombre de termes et de la valeur de u; est laisse au candidat, qui en testera plusieurs, dont u; =
-100.
Appeler l'examinateur pour verifier les calculs faits.
Réponses
On met les entiers dans la colonne A (1 dans Al et =A1+1 dans A2 et on recopie cette formule vers le bas).
Puis on met la valeur de u;dans B1 par exemple 1 et =B1/ $A1+1 dans B2 et on recopie cette formule vers le
bas).
Pour pouvoir visualiser en méme temps plusieurs suites u, on peut remplir C1, D1. . . Gl avec différentes va-
leurs de u; (par exemple 10.0,-10.0. -100.0,100.0 et 3.0. Puis on recopie la formule contenue dans B2 vers la
droite, puis on recopie les formules contenues dans C2, D2. . . G2 vers le bas, on obtient

Table Edit Maths |reeval val | Save [<No filename>
|<31 |1o.o
* Spreadsheet <> R33C7 auto down fill =
A B | c | D | E | F | G |
01 o 0 0 0 0 0
1)1 1.0 -10.0 -100.0 100.0 3.0
L\ 2 20 11.0 -9.0 -99.0 101.0 4.0
i\ 3 20 6.5 -3.5 -48.5 51.5 3.0
i\ 4 1.6666666666 3.1666666666 -0.1666666666€ -15.166666666 18.166666666 2.0
i\ 5 1.4166666666 1.7916666666 0.95833333333:-2.79166666665.5416666666 1.5
i\ 6 1.2833333333:1.3583333333:1.19166666667 0.4416666666¢2.1083333333: 1.3
L\ 7 1.2138888888¢1.2263888888'1.19861111111 1.0736111111:1.3513888888 1.2166666666°
i\ 8 1.1734126984:1.1751984127 1.17123015873 1.153373015871.19305555551 1.1738095238:
i\ 9 1.1466765873 1.1468998015'1.14640376984 1.1441716269¢1.1491319444.1.1467261904:
170\ 10 1.1274085097 1.1274333112'1.12737819665 1.1271301807¢1.1276813271 1.1274140211(
171\ 11 1.1127408509 1.1127433311:1.11273781966 1.1127130180¢1.1127681327.1.1127414021;
172\ 12 1.1011582591¢1.1011584846!1.10115798361 1.1011557289:1.1011607393.1.1011583092!
173\ 13 1.0917631882¢1.0917632070!1.0917631653 1.0917629774:1.0917633949.1.0917631924.
174\ 14 1.0839817837:1.083981785111.08398178195 1.0839817674¢1.0839817996 1.0839817840:
175\ 15 1.0774272702 1.0774272703 1.07742727014 1.0774272691:1.0774272714 1.0774272702!
176\ 16 1.0718284846¢1.0718284846'1.07182848468 1.0718284846.1.0718284847 1.0718284846!'—
177\ 17 1.0669892802¢1.0669892802! 1.06698928029 1.0669892802¢1.0669892803 1.0669892802!
18} 18 ‘ 1.0627640753‘1 1.0627640753‘.‘ 1.06276407531‘ 1.0627640753‘1 1.0627640753‘ 1.0627640753‘.‘
0 |1 2 3 4 5 6 -

2. En fonction des différentes valeurs de u; :

(a) émettre une conjecture sur le sens de variation de la suite u;

(b) émettre une conjecture sur la limite de la suite u.

Appeler l'examinateur pour valider les deux conjectures et indiquer la méthode prévue pour les démonstrations

de la question (3).
Réponses

(a) La suite u semble étre positive et décroissante a partir d'un certain rang.

(b) La suite u semble étre bornée, si c’est le cas Un va tendre vers 0 quand 7 tend vers l'infini et la suite u serait
convergente vers 1. "

. Dans cette question on suppose que u; = -100.

(a) Demontrer qu’a partir d'un certain rang ny , a preciser, la suite u est décroissante.

(b) Démontrer que la suite u est convergente et préciser sa limite.

Réponses

D’apres le calcul des premiers termes pour 1 < n < 8, la suite u est croissante. Montrons qu’a partir de ny =8, la
suite u est décroissante.

Tout d’abord, on montre 17)92)& récurence que pour n=7ona u, >1

7
—pourn=7,o0nau;=——>1
p " 720
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- siup>1lalors yy =2 +1>1/n+1>1.

Onaupy — Uy = unl’T”+1etun= “"_’11 +1, donc
—Up—1 1—n —Up—1+1
Up+l — Up = + +1=
n n n

Orsin=8alorsn—1=7donc—u,_1+1<0et u,;1 < uy.
Remarques
On a démontré que la suite u définie par: u; = —100 et uy4] = iy pour n € N* converge vers 1.
On peut démontrer plus généralement que pour tout réel a la suite u définie par :

Un
U = aet uy+ = — + 1 pour n e N* converge vers 1.
n

1. Montrons que si u est bornée (c’est a dire si il existe M tel que pour n € N* on a |u,| < M), alors u converge vers

1.
Ona:
[tp-1l M
lup—1| = <
n-1 n-1
Or tend vers 0 quand 7 tend vers 'infini d’ot le résultat. Il suffit donc de montrer que u est bornée pour

n —
montrer sa convergence.

2. On va montrer que quelque soit u, il existe n; tel que u,, > 1 et alors a partir de n = n; + 1 la suite u est plus
grande que 1 et décroissante.
— On fait une démonstration par ’absurde : supposons que pour tout 7 on a u, <0.
On aurait alors pour u,(1 —n) = 0 donc

1-n
+1=1>0

Up+1 — Un = Un

La suite u serait donc croissante et majorée par 0 donc convergente vers une limite / < 0 ce qui est impossible
car une suite convergente est bornée et on a montré précédemment que si si u est bornée, elle converge vers

1.
u
- D’apres ce qui précede il existe un rang ng = 1 tel que u;,, > 0 alors il existe n; = ng+1 tel que uy,, = L 11>1
)

donc pour tout n = n; alors u, > 1 (évident par récurrence).
— Montrons que la suite u est décroissante pour n = n; + 1.

Pourn=mn (doncn+lz=zn=n+1),ona: U2 — Up+i = Up+1 1+1
+
s u
Par définition 1 = — + 1 donc
n
Up -n —Uy -n —u,+1
n n+1 n+l n+1 n+1

puisque pour tout 1= n; on a u, > 1.
La suite u est décroissante et minorée par 1, elle est donc convergente vers [ # 0 donc — tend vers 0 quand

n
n tend vers l'infini. Par passage a la limite dans la relation de récurrence on déduit que / =1+ 0 = 1. Donc
quelque soit 1 la suite u est décroissante a partir d'un certain rang et converge vers 1.

Xl - Sujet 033

Dans l'espace rapporté a un repere orthonormal (O; i, j, k), on définit les points
A(1,0,0), B(0,1,0) et C(0,0,1) etle point I milieu du segment [AB].

Partie expérimentale.
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1. (a) Al'aide d’'un logiciel de géométrie dans I'espace, représenter le tétraédre OABC et le point .

(b) Pour un point M du segment [AC], on définit le plan P passant par le point I et orthogonal a la doite (IM).
Tracer la section du tétraédre OABC par le plan P.

(c) Le plan P coupe la droite (OB) en un point N . Construire le point N et tracer le segment [MN].
Appeler l'examinateur pour lui présenter la figure construite.

Réponses

On tape:

A: =point(1,0,0);

B: =poi nt (0, 1, 0) ;

C. =point(0,0,1);

l:=mlieu(A B);

Q =point (0,0, 0);

tetraedre(O A B, O;

Pour avoir un point mobile M de AC dépendant d'un parametre formel ¢, on crée un curseur formel (menu
Edit->Ajouter parametre de la figure) de nomt avec comme valeurs extrémes 0 et 1 puis on tape :

M : =el ement (segnment (A, O, t)
On peut aussi calculer I'équation paramétrique de AC
par amreq( segnent (A, Q)
quirenvoie[ 1-t, 0, t] . Donc pour pouvoir faire bouger un point M de AC, on peut aussi taper :

assune(t=0. 2) ;
M :=point([1-t,0,t])

puis on tape et on obtient :

Fig Edit Graphe [Pointeur | Mode [JllF¥__save |

|6_|tetraedre(O,A,B,C) - x:3.0804
Ibﬁﬂpnt[polyedre[group[point[c 32'12232
;ssume(t:[o.17,—5.0,5.0,0.0:[] §| g,,
[parameter(t,-5.0,5.0,0.17,0.01 out| I

4@ | » cfg
Menu

A
Klow

8 [M:=point([1-t,0,t])
[pnt(pnt[point[1-t,0,t],0,"M"])

9 [P:=orthogonal(l,droite(l,M)):;F

['Done",pnt(pntfhyperplan([po
Kl ]

[idN:=inter_unique(P,droite(O,B]
[pnt(pnt[point[0,1-t-1/2/2-1/4/(-.

il |
MR::inter_unique(P,droite(C,B]

[pnt(pnt[point[0,1-t-1/2/2-1/4-t/|

<| _ >|
Htriangle(l,N,R,affichage=
g g
rempli+1) -

2. Etudier al'aide du logiciel, les variations de la longueur MN et conjecturer la position du point M, sur le segment
[AC], telle que cette longueur soit minimale. Quelle est, d’apres le logiciel, cette longueur minimale ?

Appeler l'examinateur pour lui présenter les observations faites et les résultats obtenus.

Réponses
Pour connaitre la longueur MN, on tape :

L :=normal (I ongueur (M N))
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On obtient :
sqrt(3*t"2-2*t +1)
Pour connaitre les variations de la longueur MN, on ouvre un écran de géométrie 2d et on tape :
G :=plotfunc(L,t=0..1)
X :=element(0 .. 1,0.33);
Q :=el enent (G x) ;
On obtient :
Fig Edit Graphe [Frame Mcﬂem <Save figure as text>
FIG:=plotfunc(L=0.1) y 6] Jx-0.29495
|plotparam(t+(i)*sqrt(3*t"2-2*t+1), '

< | 0|
Hx:zelement(o ..1,0.33)

|parameter(x,0,1,0.33,0.01)
HQ::eIement(G,x)
[point(0.33,0.816516993087)

4

0.9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Le point d’affixe 0.33+0.816516993087*i semble étre le point miminimum du graphe G : on a MN = 0.816516993087
quand M = (1 -0.33,0,0.33) et MN est proche du minimum de MN quand M varie sur AC.

Partie démonstration avec Xcas

On définit le réel ¢ = % et on admet que les coordonnées des points M et N sont respectivement M(1 — £,0, t) et
N(0, £,0) (cf.'équation paramétrique de AC).
1. Calculer la longueur MN en fonction de .
Appeler l'examinateur pour lui expliquer la méthode prévue pour déterminer le minimum de cette longueur.

Réponses
Ona

MN=vV(1-02+2+2==V312-2¢+1

2. Déterminer la valeur de ¢ pour laquelle cette longueur est minimale.
Réponses
On cherche le minimum de 3¢2 —2¢ + 1 qui est atteint pour ¢ = 1/3,

3. Donner la valeur minimale prise par la longueur MN.
Réponses

2
La valeur minimale prise par la longueur MN vaut donc v1-1/3 = \/; ~ 0.816496580928 lorsque M a pour

o2 1
coordonnées —,0, —
3 '3
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XIV - Sujet 039

On considere un triangle équilatéral direct O;0,03, le milieu O du segment [0;0,]
et le cercle C de centre O, passant par O. On note A un point du cercle C distinct
du point O.

Pour tout point M du cercle C, on note M, le point symétrique de M par rapport
a O puis M2 le point tel que le triangle MM; M, soit équilatéral direct.

Partie expérimentale

1. AT'aide d’'un logiciel de géométrie dynamique, construire le triangle O; 0,03, placer le point O et tracer le cercle
C.
Appeler l'examinateur pour vérifier la construction.

Réponses
OL: =point(-2);
Q2: =point(2);

triangl e _equilateral (01, @2, B);
Q=nilieu(0L, O2);
C. =cercl e(0OL, affixe(O 01))
2. Le point A étant construit sur le cercle C, construire le point A, associé au point A par le procédé indiqué dans
le préambule.
Appeler l'examinateur pour vérifier la construction.
Réponses
A: =el enent (O) ;
Al: =synetrie(O A);
triangl e_equil ateral (A Al, A2);

Fig Edit Graphe W Mcﬂem <Save figure as text> |
l1O1:=point(-2); &
[point(-2,0)
HOZ:zpoint(Z); 03
[point(2,0)
idtriangle_equilateral(01,02,03) W [ Menu
|[polygone(point(-2,0),point(2,0)
{ I 2]
|£||O:=milieu(01,02); 2
[point(0,0) 1 Q 02

HC::cercle(01,affixe(O-Ol))
[cercle(point(-2,0),2)
HA::eIement(C);
[point(-2+2*exp((i)/2))
|Z|A1:=symetrie(O,A);
|point(2-2*exp((i)/2))
HtriangIe_equilateraI(A,Al,AZ);
[Done -

3. Placer un autre point, noté M, sur le cercle C et construire le point M, associé a ce point.
Visualiser la courbe (ou lieu) que semble d’écrire le point M, lorsque le point M décrit le cercle C et émettre une
conjecture a ce propos.
Appeler l'examinateur pour exposer votre conjecture.
Réponses
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assune(t=[4.8,-5.0,5.0,0.0]);
M =el ement (C, t);

ML: =symetrie(QO M ;

M2: =rotation(M pi/3, M);
lieu(M, M af fi chage=1)

4. Lorsque les points M et A sont distincts, les droites (AM) et (A2M>) se coupent en un point P . Placer le point P
sur la figure. Emettre une conjecture concernant le lieu décrit par le point P lorsque le point M décrit le cercle C
privé du point A.

Appeler 'examinateur pour exposer votre conjecture et lui indiquer les méthodes prévues pour les démonstrations
qui suivent.

Réponses

d:=droite(AM:;d;

d2: =droite(A2, M) :; d2;

P: =i nter _uni que(d, d2);

cercl e(A A2, af fi chage=4)

On obtient le lieu de M, en rouge et le lieu de P en bleu :

Fig Edit Graphe [Pointeur | mode |lllFS__save
<I > |2
MIieu(MZ,M,aﬁichagezl)
// Warning: O declared as glc
Equation 0 = -999138371596:
|cercle(point(49351479726303
|
d:=droite(A,M):;d
d2:=droite(A2,M2):;d2;
["'Done" droite(y=(0.89348446
4
P::inter_unique(d,dZ)
point(1.26249520778+2.1750
o
lLdest_perpendiculaire(d,d2)
[1
|£|cercle(A,AZ,affichage:4)
|cercle(point(1.73397663488+i "

!

Démonstration

1. Montrer qu’il existe une similitude directe de centre O par laquelle le point M du cercle C a pour image le point
M,. Préciser I'angle et le rapport de cette similitude.

Réponses
On refait une figure ou1 les segments OM et OM2 sont dessinnés en rouge :
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Fig Edit Graphe [Pointeur | Mode |lllF3  Save |

|6_|assume(t:[4.8,-5.0,5.0,0.0]); 2
|[parameter(t,-5.0,5.0,4.8,0.0)

|7_|M::element(C,t); 2 03
[point(-2+2*exp((i)*t))

|8_|M1::symetrie(O,M); M1
Ipoint(2-2*§xp((i)*§)) A+ M

|9_|M2::rotat|on(M,p|/3,M1);
[point(-2+2*exp((i)*t)+(1/2+(i)* 1 02

4 I _ » |
:apolygone(M,Ml,MZ)
[polygone(point(-2+2*exp((i)*t)
|
.§ egment(O,M,affichage=rouge
[segment(point(0),point(-2+2*¢

J |
@egment(o,M2,affichage:roug -

X:-5.2392

OM?2 est la médiane donc aussi la hauteur d'un triangle équilatéral donc
OM2 = V30M, (OM,OM2) = —g

Donc M2 est le transformé de M dans la similitude S de centre O, de rapport v/3 et d’angle -3

. Déterminer le lieu du point M, lorsque le point M décrit le cercle C.

Réponses

Lorsque le point M décrit le cercle C de centre O1 et de rayon O10, le lieu du point M, est 'image de C par
cette similitude S, donc le cercle C1 de centre O3 et de rayon O30. En effet, O3 est le transformé de O1 dans la
similitude de centre O, de rapport v/3 et d’angle -7 etle point O est fixe. On vérife en tapant

simlitude(Q sqrt(3),-pi/2,0

. Préciser le lieu du point P lorsque le point M décrit le cercle C privé du point A.
Réponses

La droite (AM) est transformée en la droite (A2M2) par une similitude d’angle —3 donc I'angle (AM, A2M2) vaut
—7.Donc P se trouve sur le cercle C2 de diametre AA2 et C2 passe aussi par O.

Reste a voir si tous les points K de C2 sont-ils des points P.

30



Fig Edit Graphe [Pointeur | Mode -3 Save |

Msegment(K,BZ,affichage:4) 2
|segment(point(2.7819885166!
4 >
droite(A2,B2,affichage=4)
[droite(y=(-2.1623325809 1"+
0 »
\%Tz:zperpendicuIaire(A,droite(A

X:-4.2423

affichage=2)
|droite(y=(-6.78882782188*x-€
4 |

\%%:affichage((inter(c,T2))[1],

[0INt(-1.0-1.73205080757)
\A‘EZ::affichage(simiIitude(O,sq
2

[point(-3+1.73205080757*)
l21/segment(A E2,affichage=2)

Soit K un point de C2.
— siKest différent de A, la droite (AK) coupe le cercle C en A et en B. B est différent de A saufsi la droite (AK) est

tangente en A au cercle C. Soit Py l'intersection de la tangente T au cercle C en A. Puisque C et C, se coupent
en O et en A, les deux cercles ne sont pas tangents et donc Py est différent de A.

Donc si K est différent de Py, B est différent de A. On pose S(B) = By, BoA, L BA donc B2A; et BA se coupent
en P. K est sur BA et est sur le cercle de diameétre AA, donc il est confondu avec P.

siK esten A, la tangente T2 en A a C2 coupe le cercle C en A et en E. E est différent de A car les cercles C et Cy
ne sont pas tangents car ils se coupent en O et en A avec A différent de O. Donc si K = A, E est différent de A
on pose S(E) =Ejy, E2A» 1 EA donc si ExA; et EA se coupent en P. Puisque la droite (EA) est tangente a Cp, on

aaussi EA 1 AA; donc A, Ay, E, sont alignés et P = A.

Le lieu du point P est donc le cercle C2 de diameétre AA2 privé de Py.

XV - Sujet 044

On considere la suite (u,) definie pour tout n entier strictement positif par :

6 6
up=—1°+2°+..+n)==) Kk
n k=1

N.B.: on peut résoudre directement cet exercice avec la fonction sumde Xcas (f act or ( 6/ n*sum( k*2, k=1..n)))

mais nous suivons ici I’esprit de I’exercice.
Partie expérimentale

1. ATlaide d'un tableur ou d’une calculatrice, représenter graphiquement les 50 premiers termes de la suite (uy,).

Réponses

31



Table Edit Maths |reeval val | Save [<No filename>

|E1 |=(2*A1+3)*Al+1
* Spreadsheet <> R51C10 auto down fill L;
A |l B | ¢ | b | E | F | & | H |

0 |0 0 0 0 0 0 0 0
11 1 6 pygeae6  ]0 0 0 0
2 |2 5 15 0 15 0 0 0 0
3 |3 14 28 0 28 0 0 0 0
4 |4 30 45 0 45 0 0 0 0
5 |5 0 0 0 0 0
6 |6 0 0 0 0 0
7 |7 0 0 0 0 0
8 |8 0 0 0 0 0
0 3 5 6 7 8

y '5000(X:24.283

4000 " in |-
3000 »
L out --
2000 4« | » | cfg
r1000 " Menu

0 10 20 30 40 50

2. Emettre une conjecture sur le type de fonction f telle que, pour tout n entier entre 1 et 50, on ait : u,, = f(n).

La fonction f semble étre un polynéme du second degré.

Pour la déterminer, on va supposer que f (1) = an® + bn+ c et résoudre le systeme u; = f(1), uz = f(2), u3 = f(3)
Appeler l'examinateur pour exposer votre conjecture et proposer une méthode pour la préciser.

Réponses

3. Mettre en place la stratégie validée par 'examinateur et déterminer précisément la fonction f.

Appeler U'examinateur, lui indiquer la fonction f trouvée et lui proposer une méthode pour résoudre la question
4.

Réponses

On tape dans des niveaux de calcul formel

f(n):=a*n""2+b*n+c;

ul: =6; u2:=15; u3: =28,

sol ve([ul=f(1),u2=f(2),u3=f(3)],[a, b, c])

Onobtient[ 2, 3, 1] donca=2,b=3,c=1.
Démonstration

1. (a) Démontrer que pour tout n entier naturel non nul, on a u, = f(n) ou f est la fonction validée par I'’exami-
nateur.
(b) En déduire une formule simple donnant la somme des carrés des n premiers entiers strictement positifs.
Réponses
(a) On tape :
factor(2n”2+3n+1)
On obtient ( 1+n) * (1+2*n).
Montrons par récurence que
Up=2n*+3n+1=>1+n1+2n)
On abien u; =6 =2+3+ 1. Supposons que u, =2n°>+3n+1=(1+n)(1+2n).Ona

+1

n
Up+1 = Up +6(n+1)
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donc n
Up+1=10+n)(1 +2n)ﬁ +6(n+1)=n(1+2n)+6(n+1)
n
et uy,1 =2n% +7n+6. On tape
fact or (2n"2+7n+6)

On obtient ( 2+n) * ( 3+2* n) . Donc u;,+ vérifie 'hypothése de récurrence.
On a donc montré que pour n€ N* ona:

S|o

Y K¥=01+m1+2n
k=1

(b) On en déduit que :

" nn+1)2n+1)
pe=mt el
z 5

XVI - Sujet 045

On considere dans le plan (P) une droite D et un point F non situé sur cette droite.
Il s’agit de déterminer I'ensemble G, lieu géométrique des points du plan équidis-
tants de D et de F.

Partie expérimentale

1. Alaide d’'un logiciel de géométrie dynamique, construire la droite D et le point F.
Construire également un point H sur la droite D et la droite T perpendiculaire a D en H.
Appeler l'examinateur pour vérifier la figure et exposer la démarche envisagée pour la suite de la construction.

Réponses
On tape et on obtient :

Fig Edit Graphe [inacive | mode |llFS _save |

1 |A:=point(-3-i); Xx:-3.1754
point(-3-i) ir_1

2 |B:=point(1/2+2*(i)) Oﬁut »
[point((1+4%i)/2) : :4 cfq

3 D.—.dr0|t_e(A,B, couleur'=0) i e eﬂrﬂja
droite(y=((6*x)/7+11/7))

l4 |F:=point(4/3,1/2, couleur=0)
[point((8+3*i)/6)
|5_|assume(a:[0.7,-5,5,0.1])
|[parameter(a,-5.0,5.0,0.7,0.1)
I |H:=element(D,a)
[point((1-a)*(-3-i)+(a*(1+4%i))/2
7 [T:=perpendiculaire(H,D)

2. Construire un point M de T équidistant de F et de H .
Construire le lieu géométrique du point M lorsque le point H décrit la droite D.
Quelle conjecture peut-on faire sur la nature de G ?
Appeler l'examinateur pour lui montrer la figure et lui indiquer votre conjecture.

Réponses
On tape
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A :=point(-3-i);
B :=point(1/2+2*(i)) ;
D :=droite(A B, coul eur’=0) ;
F :=point(4/3,1/2,’ coul eur’ =0) ;

assunme(a=[0.7,-5,5,0.1]) ;
H : =el ement (D, a)

T : =perpendicul ai re(H, D)

M :=inter_unique(nediatrice(H F),T);
Pour obtenir le lieu on tape

lieu(MH) ;
ou bien
trace(M
et on fait varier le curseur a pour observer 'ensemble décrit par la trace du point M.

. On considere un repere orthonormal direct O; 7, 7 tel que D est la droite (O; 7) et le point F est sur la droite
(O; 7). Pour un point M(x, y) quelconque du plan, on considére le point H, projeté orthogonal de M sur la droite
D.

(a) Calculer MF? et MH? en fonction de x et y et en déduire une condition liant x et y pour que le point M soit
équidistant de F et de D.

(b) Donner alors une équation de G et conclure.

Réponses

On tape et on obtient :

Fig Edit Graphe [inactive | mode |lllIF3 _ Save

\!‘D::droite(o,l,aﬁichage: = Yy

1l+epaisseur_ligne_3):;D;

F:=point(2*));

["'Done" droite(y=0),point(2*i)]
[4assume(x=[1,-5,5,0.1])

[parameter(x,-5.0,5.0,1.0,0.1) M | Menu
igassume(y=[2,-5,5,0.1]) {20 MMx
[parameter(y,-5.0,5.0,2.0,0.1) o 0 (] 20 Wy

|£||M:=point(x+i*y);H:=point(x) X
|[point(x+(i)*y),point(x)]
HlongueurZ(M,F);IongueurZ(l\/l,I-
[x"2+(y-2)"2,y"2
\%solve(longueurZ(M,F):

longueur2(M,H),y)
[FL/4*(-4-x"2)] ‘ ' I ' ' 4
|z|segment(M ,F);segment(M,H)

- -4 -2 0 2 4

Ona:
MF? = x* + (y-2)?, MH? = y?

On résoud I'équation MF = MH ou encore MF? = MH?, soit
P+ (y-2>%=y

On obtient
x> —4y+4=0
c’est a dire
12 +1
=—x
J 4

qui est ’équation d’'une parabole.
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XVII - Sujet 062

Dans I'espace rapporté a un rep re orthonormé d’origine O, on construit le tétra-
edre OABC avec: A(2,0,0), B(0,2,0) et C(0,0,2).

Ce tétraedre est dit « trirectangle » car trois de ses faces sont des triangles rec-
tangles. Pour tout point M du segment [AB], on construit le projeté orthogonal H
du point O sur la droite (MC).

Partie expérimentale

1. Proposer, a 'aide d’un logiciel de géométrie dynamique, une figure traduisant la situation et construire le lieu
des points H lorsque le point M décrit le segment [AB].
Quel semble étre le lieu du point H?
Appeler l'examinateur pour vérifier le tracé du lieu et la conjecture.
Réponses
On tape et on obtient :

Fig Edit Graphe [Pointeur Mcﬁem Save |
|1_|A:=point(2, 0, 0);B :=point(0, 14
[[pnt(pnt[point[2,0,0],0,"A"]),pn

J |
2 |C:=point (0, 0, 2);0:=point(0,C

|[pnt(pnt[point[0,0,2],0,"C"]),pn

| [
3 [triangle(A,B,C)

pnt(pnt[group[point[2,0,0],poir
Kl |

4 |lassume(a=[0.5,-5,5,0.1])
|[parameter(a,-5.0,5.0,0.5,0.1)

5 [M:=element(segment(A,B),a)
[pnt(pnt[point[2*(1-a),2*a,0],[0,
d )
|Done

7 [segment(O,H,affichage=ligne|
|Done

I8 [affichage(lieu(H,M),1+epaisse

Le lieu du point H semble étre un arc de cercle du plan (A, B, C).
2. Conjecturer les positions du point M sur le segment [AB] pour lesquelles la longueur CH semble maximale,
minimale.
Appeler l'examinateur pour vérifier ces conjectures.
Réponses
On fait bouger le curseur a et on fait afficher CH? (formellement ainsi que sa valeur numérique), pour cela on
ajoute la ligne :
L :=normal (|1 ongueur2(C,H)) ;eval f(L)

On obtient lorsque a=0.5:2/ (1- a+a™2), 2. 66666666667
- Lalongueur CH semble maximale lorsque M est au milieu de AB et alors CH? =2 +2/3 = 8/3
- Lalongueur CH semble minimale lorsque M est en A ou en B et CH? = 2
3. On se propose de démontrer les conjectures émises.
(a) Démontrer la double égalité :
CM.CO = CH.CM = CO?
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Appeler l'examinateur pour lui indiquer les stratégies retenues pour répondre aux questions (b) et (c) suivantes.
(b) Valider ou invalider alors les conjectures faites a la question 2. Calculer les extremums de CH.
(c) Le lieu de H est-il un arc de cercle ?
Réponses
(a) On tape : par aneq( segnent (A, B)).
Onobtient:[ 2- 2*t, 2*t, 0] . Doncle point M a pour coordonnées [2-2*a,2*a,0] (il est sur la droite y=-x+2,2=0).
On peut démontrer la double égalité
CM.CO = CH.CM = C0O?
de plusieurs facons :
— avec les coordonnées,

C_M(Y)) = 2x%2
CHCM = [A-a/(0-a+add),al(l-a+a?),1/(-1+a-ad)]*[2*(1-a),2*a,—2]
= 1-a?+2a*+2)/(1-a+ad
= 4
CO? = 4

- avec les vecteurs,
On sait que le produit scalaire de 2 vecteurs orthogonaux est nul. Ona CO L OM et CM L OH. Comme

CM=C0+0M, CH =C0+OH,

ona
CM.CO =CO*+0, CH.CM=C0.CM+0

— en géomeétrie pure,

Le triangle OCM est rectangle en O et H est le pied de la hauteur issue de O. On a donc (relation dans un

triangle rectangle)

CO*=CH.CM, CM.CO =CO0?

(b) et (c)
11y a plusieurs stratégies :
— en géomeétrie pure,

Le triangle OCH est rectangle en H donc H se trouve sur la sphére de diamétre OC. Par construction H est

dans le plan ABC donc H se trouve sur le cercle intersection de la sphere de diametre OC et du plan ABC. Si G
est la projection de O sur le plan ABC, ce cercle est de diametre OG et donc GH L HO.

Fig Edit Graphe [inactive | Mode(llllFS Save |
: |G::projection(plan(A,B,C),O) =
[pnt(pnt[point[2/3,2/3,2/3],0,"G
5 [inter(sphere(C,0),plan(A,B,C)
FBIEMEH08 (GFOBGAA[[1/3+
| e |
Al:=milieu(B,C);Bl:=milieu(A
C1l:=milieu(B,A);l:=milieu(C,G
|[[pnt(pnt[point[0,1,1],0,"A1"]),p
M:=element(segment(A,B),0.:
|pnt(pnt[point[1.5,0.5,0.0],[0,[p!
|
8 [H:=projection(droite(M,C),0)
[pnt(pnt[point[0.923076923077
4| _ PI

i|segment(C,M,aﬁichage:3) -
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Les triangles (rectangles en G) OGA, OGB, OGC sont égaux, donc GA = GB = GC. Le point G est donc le centre
de gravité et aussil’orthocentre du triangle équilatéral ABC. On est donc ramené a un probléme de géométrie
plane.

Fig Edit Graphe |Pointeur M&Jem Save |

l6 [AL:=milieu(B,C);B1:=milieu(A & :-;1.9734
|[point(2-2+4*(sqrt(3)*(i)+1)/2/z Y |

< —|
(7 |cercle(C,G,-pil3,pi3,affichage [ ]
[cercle(point((4*i)*sqrt(3)/3),2* » [cfg
| B Al Menu

X

i

x|e]

<
|8_|M::element(segment(m
|point(-1.0)
|9_|s::segment(C,M):;s
[["Done",segment(point(-2+4*(
o j— |
MH::projection(drm
|point(-0.615384615385+1.332
< |
[Lsegment(C,G affichage=1+lig
[[segment(point(-2+4*(sqrt(3)*(
|

I ol

v

Soient A1,B1,C1 les milieux de BC, CA, AB. Le cercle de diamétre CG passe par Al et BI, puisque AIG et B1G

sont aussi les hauteurs de ABC qui est équilatéral. Lorsque M décrit le segment AB, H décrit I'arc de cercle

Al,B1 d’angle au centre 27/3.

— CH est donc minimum quand HG est maximum donc quand H est en Al ou en B1 et vaut dans ce cas v/(2)
(on a bien CH? =2,

— CH est donc maximum quand H est en G dans ce cas CH = CG = CAV3/3 =2v2/3/3 =2/6/3 (on a bien
CH? =8/3).

— en géométrie analytique,

— CH *CM = 4 donc CH est minimum quand CM est maximum danc quand M est en A ou B. On a CA =2v2
donc CH=4/2v2) = V2.

- CH# CM = 4 donc CH est maximum quand CM est minimum danc quand M est en C1. On a CC1 =
(2v2)V/3/2 = v/6 donc

CH=4/(v6)=2V6/3, CH.CM=4

donc H se déduit de M par I'inversion de centre C et de rapport 4.
Ona CH = k * CM et CH.CM =4 donc k = 4/CM? et
OH = OC + CH = OC + 4CM/CM?

SiOM = (x,—x+2,0),0onaCM = (x,—x+2,-2) et CM? = x* + (=x+2)%> + 4 = 2x% — 4x + 8 et donc

—

OH [0,0,2] +

—_—[x,—x+2,-2
2x2—4x+8[ !

2% 4-2x A—4x+2x?
4-2x+x2"4-2x+x%" 4-2x+x?

Gestdansle plan x+ y+z = 2 et sur la normale au plan passant par O d’équation x = y = z, donc les coordon-
nées de G sont [2/3,2/3,2/3] et le milieu I de CG a pour coordonnées I =[1/3,1/3,4/3] donc

—448x—x% 8-4x—x*> —4-4x+2x%
12-6x+3x2" 12—6x+3x2" 12 -6x+3x?

w:m:[

Onadoncnormal (normw))=(sqrt(6))/3
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XVIII -

Sujet 063

Le but de cet exercice est d’étudier les restes modulo p (p entier strictement su-
perieur a 1) des suites (u,) ,cn definies par: u,, = an+ b, a et b étant deux entiers
naturels donnés. On note r, = u, mod p

1. Construire une feuille de calcul donnant les restes modulo 20 des 20 premiers termes de la suite (i) ,en definie

par u, =12n+5.
Appeler l'examinateur
Réponses

On met dans A1 =A0+1 et on recopie vers le bas, puis dans B0 la formule =i r en( 12* A0+5, 20) et on recopie
vers le bas.

. Adapter la feuille de calcul de facon a obtenir les restes modulo p des 20 premiers termes de la suite definie par
u, = an+b, n € N, de telle maniére qu'on puisse modifier les valeurs de a, b et p. Notez sur votre feuille les
restes obtenus dans les cas particuliers suivants :

(@p=20etu,=5n-3;

(b) p=7etu,=5n-3.

Quelle conjecture peut-on formuler quant aux suites formées par ces restes euclidiens ?

Appeler l'examinateur pour verifier la conjecture émise

Réponses

Pour les deux cas particuliers, on met dans CO la formule =i r em( 5* AO- 3, 20) et on recopie vers le bas, dans
DO la formule =i r en( 5* AO- 3, 7) et on recopie vers le bas. Pour pouvoir changer la valeur de a, b, p on met
par exemple dans une ligne de commande

a,b,p :=5,3,10

puis dans EQ la formule =i r en{ a* AO+b, p) et on recopie vers le bas. On peut aussi mettre dans la colonne F
les définitions de a, b, p, par exemple dans FO la formule =(a : =3), etc. On obtient :

Table Edit Maths [reeval val | Save [<No filename>
|FO |=nop(a)
* Spreadsheet <> R21C10 auto down fill =
A | c | D | E | Foo G | H | [
0 |0 5 17 4 3 5 0 0 0
1 \1 17 2 2 8 3 0 0 0
2 |2 9 7 0 3 10 0 0 0
33 1 12 5 8 0 0 0 0
4 |4 13 17 3 3 0 0 0 0
5 |5 5 2 1 8 0 0 0 0
6 |6 17 7 6 3 0 0 0 0
7|7 9 12 4 8 0 0 0 0
8 |8 1 17 2 3 0 0 0 0
9 |9 13 2 0 8 0 0 0 0
o 10 |10 5 7 5 3 0 0 0 0
11 11 |11 17 12 3 8 0 0 0 0
12 |12 9 17 1 3 0 0 0 0
7\13 1 2 6 8 0 0 0 0
14 |14 13 7 4 3 0 0 0 0
15 |15 5 12 2 8 0 0 0 0 =
16 |16 17 17 0 3 0 0 0 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8
] ]

Si a est un multiple de p, les suites r,, sont constantes, sinon si p est premier, ces suites sont périodiques de
période p et sinon ces suites sont périodiques de période un diviseur de p.
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3. Démonstration de la conjecture :
(a) Montrer que, parmi les nombres ug, 1, ..., Uy, il existe deux nombres ayant le méme reste dans la division
euclidienne par p, pour p entier naturel non nul.
(b) Soient ng et ny + T les rangs de ces deux nombres (T # 0). Montrer que aT est un multiple de p.
(c) En déduire que pour tout entier naturel k, ur, k et u; ont le méme reste dans la division euclidienne par p.
(d) Démontrer alors la conjecture.
Réponses
(a) Pour tout p entier naturel non nul, il y a p restes différents donc, parmi les p + 1 nombres ug, uy, ..., Up, il
existe deux nombres ayant le méme reste dans la division euclidienne par p, c’est a dire parmi les p+1 nombres
I, I1,..., T, il existe deux nombres égaux.
(b) On suppose que uy, = any + b et ur4y,, = al + any + b ont le méme reste dans la division euclidienne par p,
c’est adire ry, = rrypn,- Onadonc:

amg+b=qip+r,al+any+b=qgp+1, avecO<r<p,qeN,geN

Doncal+q p+r=qgp+rcestadire al =(q—q1)p.
(c) pour tout entier naturel k, on a
urir=al+ak+b=aT+ uy
Comme aT est un multiple de p, ur.x et u ont le méme reste dans la division euclidienne par p donc rr i = 1%

(d) Soit g le pgcd de a et p et A= al/g,P = p/g. Léquation aT = kp est équivalente a AT = kP. Comme P est
premier avec A, P divise T. Réciproquement P est bien une période (k = A) donc la période de la suite est P =

p/pgcd(a, p).

XIX - Sujet 066

On considere une suite (S ;) definie par le lancer d’'une piece équilibrée de la facon

suivante :
S,+1 =S, +1sionobtient PILE

So=0et _ _
0 © {Snﬂ =S, — 1 si on obtient FACE

On note A,, I'’évenement « obtenir S,, =0 ».
On s’'interesse a la probabilité de réaliser 'évenement A,, pour un entier 7 non nul
donné.

Partie expérimentale
1. En utilisant un tableur, effectuer une simulation donnant les 11 premiers termes de 1 000 suites définies de la
méme facon que (S;).
Existe-t-il des valeurs de n pour lesquelles I'évenement A, est impossible ? Justifier votre reponse.
Appeler 'examinateur pour présenter votre simulation et votre justification.

Réponses

Pour faire cette simulation on ouvre un tableur ayant 1001 lignes et 11 colonnes. On remplit :

— Al avecOetBl avec=i ft e(rand(2), Al+1, Al- 1) puis on remplit cette formule vers la droite,

- on remplit ensuite toutes ces formules vers le bas

Si n est impair, on ne peut pas avoir S, = 0. En effet, montrons par récurrence que S, ala méme parité que n:
— S estégalal ou-1 donc est impair

— si S, ala méme parité que n alors S;+1 =S, +10uS;;+1 =S, —1donc S, ala méme parité que n+ 1

2. (a) Donner les fréquences d’apparition de I'événement A, pour n variant de 1 a 10.
(b) Faire d’autres simulations de méme taille pour compléter le tableau suivant
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| Fréquences d’apparition de A,

n 1(2(3(4|5|6|7|8]9
Simulation 1
Simulation 2
Simulation 3
Simulation 4
Simulation 5

10

Appeler l'examinateur pour une verification.

Réponses
(a) Pour avoir les fréquences d’apparition de 'évéenement A, pour n variant de 1 a 10, on tape dans BO

=count _eq(0, B1 : B1000)/1000.

puis on recopie cette formule vers la droite. On obtient :

Table Edit Maths [reeval val | Save[<No filename>

|BO |=(count_eq(0,(B1):(B1000)))/1000.0
* Spreadsheet <> R1001C11 auto down fill
A | B c | o | E | F|l G| H | 1 | 3 | K

0 |0 0.0 0.488 0.0 0.367 0.0 0.299 0.0 0.257 0.0 0.251
1 /0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 0
2 |0 1 2 3 2 1 0 1 0 1 0
3 |0 -1 0 -1 0 1 0 -1 -2 -3 -2
4]0 -1 0 1 0 -1 0 -1 -2 -3 -4
5 |0 1 0 -1 -2 10 1 0 1 2
6 |0 1 2 1 0 1 2 1 2 1 0
7 )0 1 0 1 0 14 2 -3 -4 -5 -6
8 |0 1 2 1 0 -1 0 1 2 3 4
9 |0 1 2 1 2 3 4 5 4 5 4
10 |0 1 0 -1 0 -1 0 -1 -2 -3 -2
110 -1 0 1 0 -1 -2 -1 0 -1 -2
12 |0 -1 0 -1 -2 4 2 4 -2 -1 0
13 |0 1 0 1 0 -1 -2 -1 0 -1 -2
14 |0 1 0 -1 -2 10 1 0 1 2

15 |0 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1 |2 '3 4 5 |6 |7 '8 9 |10

Kl

(b) On appuie sur le bouton r eeval pour avoir une autre simulation et on recopie la premiére ligne du tableur
dans le tableau. On obtient :

| Fréquences d’apparition de A, |

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Simulation 1 || 0.0 | 0.488 | 0.0 | 0.367 | 0.0 | 0.299 | 0.0 | 0.257 | 0.0 | 0.251
Simulation2 || 0.0 | 0.516 | 0.0 | 0.372 | 0.0 | 0.308 | 0.0 0.28 | 0.0 0.25
Simulation 3 || 0.0 | 0.484 | 0.0 | 0.386 | 0.0 | 0.317 | 0.0 0.26 | 0.0 | 0.253
Simulation 4 || 0.0 | 0.503 | 0.0 0.37 | 0.0 | 0.293 | 0.0 | 0.271 | 0.0 0.25
Simulation 5 || 0.0 | 0.499 | 0.0 | 0.389 | 0.0 | 0.317 | 0.0 0.26 | 0.0 | 0.242

Démonstration

1. Déterminer les probabilités de réaliser les événements A,, A4 et Ag.

Appeler l'examinateur pour une verification.

Réponses

— Pour avoir I'événement Ay, il faut avoir pour les deux premiers tirages(pile,face) ou (face,pile) donc

1
pAn) =255 =05
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— Pour avoir I'événement Ay, il faut avoir eu autant de piles que de faces pour les quatre premiers tirages i.e. 2
piles et 2 faces donc :

(A =C2x ~ =3 20375
PR=tar 5 =g~
— Pour avoir I'événement Ag, il faut avoir eu 3 piles et 3 faces lors des six premiers tirages donc :
(Ag)=Cd %~ = > 03125
e e A T
2. Donner une expression de p(A;) en fonction de la parité de n.
Réponses

On sait d’apres la question 1/ que p(Azx4+1) =0
Pour avoir I'événement Ay, il faut avoir eu k piles et k faces lors des 2k premiers tirages donc:

k 1
p(Azi) = Czk * ﬁ

Par exemple, on tape conb( 8, 4) / 28 et on obtient 35/ 128~ 0.2734375
Ou on tape conb( 8, 4) / 2”8 et on obtient 63/ 256~ 0.24609375

XX - Sujet 071

1
On considere l'intégrale 1 = f f(x)dx, ou la fonction f est définie, pour tout
0

nombre réel x, par f(x) = e
X
I est une intégrale dont on ne sait pas, en terminale S, calculer la valeur exacte.

Le but de 'exercice consiste donc a en déterminer un encadrement d’amplitude
1072,
Pour cela on convient d’appliquer une méthode dite des « rectangles » et de parta-

ger l'intervalle [0, 1] en n intervalles de méme amplitude, n étant un entier naturel
non nul.

1. Dans cette question on donne a r la valeur 4. Quel encadrement de
I'integrale I le dessin ci-dessous suggere-t-il? Quelle est 'amplitude
de cet encadrement? Faire calculer cet encadrement par la calcula-
trice ou le tableur.

Appeler l'examinateur pour une vérification de l'encadrement trouvé.

Réponses
On définit la fonction f, on tape

f(x) :=1/(1+x"2
Puis, on trace son graphe sur [0;1], on tape :
pl ot func(f(x), x=0..1)

On obtient le graphe d'une fonction décroissante :
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[plotfunc(f(x),x=0..1)
- 1 [x:0.46965
0.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

On remplit la colonne A avec les entiers, pour cela on tape O dans A0 et =A0+1 dans Al, puis on recopie cette
formule vers le bas.

On met 'assignation 7 := 4 dans BO, pour cela on tape =(n : =4)

On met O dans CO et dans C1 on tape

=(f((A0)/($B%$0)))/ ($B%$0) +CO
formule que I'on recopie vers le bas. Ainsi dans :
- Clilya: fIm +0

n
Qilya: _f(l/n) + _f(O/n) +0

simrdim sl
feim  faim  foim

Tt rdim o
:f( n)+f( n)+f( n)+f( n)+

Clilya

- Hilya 0

n n n
Donc C4 donnera la valeur supérieur de I'encadrement cherché.
On met O dans DO et dans D1 on tape:

=(f((ALl)/($B$0)))/ ($B$0) +DO
formule que I'on recopie vers le bas. Ainsi dans :
- Dlilya: farm +0

n
e fam

- D2ilya P P
JfGIm feln  faim

:f( n)+f( n)+f( n)+f( n)+

D3ilya

- Ddilya 0
n . P n ) n 2
Donc D4 donnera la valeur inférieure de I’encadrement cherché.

Lencadrement est d’amplitude (f(0.0) — f(1.0))/ n. On met cette valeur dans B1, pour cela on tape :
=(f(0.0)-f(1.0))/(B0O)

Pour n =4. on obtient pour C4 : D4 :[[0.845294117647,0.720294117647]],donc :
0.720294117647 <1< 0.845294117647

Lintervalle est d’'amplitude 0.125.

. On souhaite pouvoir généraliser, a n entier naturel non nul quelconque, 'encadrement obtenu dans le cas ou
n=4.

(a) Modifier I'organisation du calcul pour obtenir ’encadrement de I et son amplitude dans le cas ou1 n = 10 puis
ol n = 20.

Appeler l'examinateur pour une vérification de l'automatisation effectuée.
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(b) Conjecturer une valeur de n a partir de laquelle 'encadrement de I obtenu a une amplitude inférieure ou
égale 21072,
Appeler l'examinateur pour lui indiquer la conjecture émise et lui indiquer les méthodes envisagées pour la ques-
tion suivante.
Réponses
Pour n = 10. on obtient pour C10 : D10 :[[0.809981497227,0.759981497227]]
donc:
0.759981497227 <1< 0.809981497227

Lintervalle est d’amplitude 0,05

Table Edit Maths |[reeval val | Save [<No filename>
|BO |=(n:=(10.0))
* Spreadsheet <> R101C10 auto down fill =
A | B | C | D E F |
"0 |0 10.0 0 0 0 0 0
i‘ 1 0.05 0.1 0.09900990099C 0 0 0
L‘ 2 0 0.19900990099 0.1951637471440 0 0
i‘ 3 0 0.295163747144 0.28690686641 0 0 0
i‘ 4 0 0.38690686641 0.3731137629620 0 0
L‘ 5 0 0.473113762962 0.453113762962 0 0 0
L‘ 6 0 0.553113762962 0.52664317472€0 0 0
i‘ 7 0 0.626643174726 0.59375726868€ 0 0 0
L‘ 8 0 0.693757268686 0.6547328784420 0 0 —
L‘ 9 0 0.754732878442 0.7099814972270 0 0
170‘ 10 0 0.809981497227 0.7599814972270 0 0
L‘ 11 0 0.859981497227 0.805230366005 0 0 0
172‘ 12 0 0.905230366005 0.8462139725620 0 0
ﬁ 13 0 0.946213972562 0.883388693752 0 0 0
i‘ 14 0 0.983388693752 0.91717247753€0 0 0
15 |15 0 1.01717247754 0.947941708305 0 0 0
1R 114 n 1 NA704170R31 N A7AN21505046 N n n
0 1 | 3 4 5 6 5
o ol

pour n =20. on obtient pour C20 : D20 [[0.797793996739,0.772793996739]] donc :
0.772793996739 <1< 0.797793996739

Lintervalle est d’amplitude 0.025.
Pour n = 40. on obtient pour C40 : D40 :[[0.791622121731,0.779122121731]] donc:

0.779122121731 <1< 0.791622121731

Lintervalle est d’amplitude 0.0125.

. Proposer des éléments permettant de justifier que, pour la valeur trouvée en 2.(b), I'amplitude de 'encadrement
est bien inférieure ou égale a 1072,
Réponses

. fO—f() . .
Ona f(0)=1et f(1) =1/2 et on veut avoir ————— = 10", il faut donc choisir n = 50.

n
Pour n =50. on obtient pour C50 : D50 :[0.790381496731[,0.780381496731]] donc :
0.780381496731 <1< 0.790381496731

Lintervalle est d’amplitude 0.01.

Remarque

Un prolongement possible est d'utiliser pour I'approximation, les trapezes et les rectangles du point milieu (colonne
E et colonne F qui donnent de meilleurs approximations.

Avec Xcas on peut calculer de fagon approchée cette intégrale et la représenter avec les fonctions pl ot ar ea (calcul
approché et représentation), i nt (calcul exact), r onber g (calcul approché). Par exempler onber g(f (x), x, 0, 1)
renvoie 0. 785398163397.
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XXI - Sujet 072

On considere un tétraedre ABCD et un point I
quelconque du segment [AB].

Le plan parallele au plan (BCD) passant par I
coupe la droite (AC) en ] et la droite (AD) en K.
On désigne par LI'isobarycentre des trois points
I,J et K. On considere le point H projeté ortho-
gonal du point C sur la droite (BL). Le but de
'exercice est de déterminer le lieu géométrique
du point L ainsi que celui du point H, lorsque le
point I décrit le segment [AB].

Partie expérimentale
1. Réaliser a I'aide d’un logiciel une figure géométrique correspondant a cette situation.
On tape:

A: =point(3,0,4);

B: =poi nt (2,5, 1);

C:. =poi nt (4,0, 0);

D: =poi nt (0, 0, 0);

tetraedre(A B, C D);
assune(a=[0.63,0,1,0.01]);

| : =el ement (segnent (A, B), a, af fi chage=1);

P: =paral lele(l,plan(B,C/D)):;P;
J:=inter(droite(A O, P, affichage=1)[0];

K: =i nter _uni que(P,droite(A D), affichage=1);
pol ygone(l, J, K, af fi chage=3+renpli);

L: =i sobarycentre(l, J, K af fi chage=2);

H: =projection(droite(B, L), C, affi chage=4));

2. Visualiser quelques positions du point L pour des positions différentes du point I sur le segment [AB].
On aura interét a utiliser le mode « trace » si cette fonction est disponible dans le logiciel utilisé.
Quel semble étre le lieu géométrique du point L?

Appeler l'examinateur pour une vérification de la conjecture faite.
Réponses

On tape:

LL:=lieu(L, I, affichage=2);

nor mal (parameq(LL));

segnent (A, G af fi chage=2+epai sseur _| i gne_4)

Le lieu de L est le segment AG.

3. Visualiser quelques positions du point H pour des positions différentes du point I sur le segment [AB].
Quel semble étre le lieu géométrique du point H?

Appeler l'examinateur pour une vérification de la conjecture faite.
Réponses

LH :=lieu(H I, affichage=4)

egh :=normal ( paranmeq(LH))

pl ot par an(eqh, t =0. . 1, af fi chage=4+epai sseur _| i gne_4)
Le lieu de H un arc de cercle.
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4. Partie démonstration
Démontrer une des deux conjectures émises.

Réponses Les calculs ci-dessus sont une démonstration analytique par Xcas. On donne ci-dessous une preuve
géométrique.

Fig Edit Graphe [Pointeur | Mode|BFS  Save |
@IOl::projection(plan(A,B,G),E 3

[pnt(pnt[point[439/213,1045/4:

<
@O::projection(plan(A,B,G),C,a
[pnt(pnt[point[452/213,-20/213

<

‘!

24cercle(O,B,A)
A

BU6/E[EaAARGESIMIBN point|
»

segment(B,H1)

[pnt(pnt[group[point[2,5,1], poir
J e
4

plotparam(eqgh,t=0..1,affichag
l2daffichage(segment(A,G),2+ef

=4+epaisseur_ligne_4)

Soit G l'isobarycentre de B, C,D. Puisque P est paralléle au plan BCD, IJ est paralléle a BC. Le milieu K1 de IJ et
le milieu D1 de BC sont alignés avec A. Donc L et G se trouve dans le plan ADD1. On montre de méme que L
et G se trouvent dans le plan ABB1 (si B1 est le milieu de DC). On en déduit que A, L, G sont alignés puisqu’ils
appartiennent a I'intersection de 2 plans.

Donc L se trouve sur la droite (AG). Lorsque I décrit AB, L décrit le segment AG.

Le lieu de H est alors facile puisque CH L HB, H se trouve sur la sphere de diameétre BC.

De plus la droite BLH se trouve dans le plan ABG puisque L décrit le segment AG.

Donc le lieu de H se trouve sur le cercle intersection de la sphére de diametre BC et du plan ABG.

Ce cercle est de diametre BO si O est la projection de C sur le plan ABG (son centre est O1 projection de D1 sur
le plan ABG). Lorsque L décrit le segment AG, le point H décrit 'arc HOH1 avec :

HO : =projection(droite(B, A, C

H1 :=projection(droite(B, G, C

XXII' - Sujet 073

Pour tout entier naturel non nul 7z on considere les deux nombres entiers N =
3n-n+letD=2n-1.

Le but de 'exercice consiste a déterminer, suivant les valeurs de 7, le reste de la
division euclidienne de N par D.

Partie expérimentale

1. Déterminer, a I'aide d’'un logiciel, les valeurs du reste de la division euclidienne de N par D, pour toutes les
valeurs de n comprises entre 1 et 50.

Réponses
On définit les fonctions N( n) et D( n), on tape dans une ligne de commande :

N(n) :=3n"2-n+l; D(n) :=2n-1
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On remplit la colonne A avec les entiers n (1 dans Al et =Al+1 dans A2 recopié vers le bas), la colonne B
avec N(n) (=N( Al) dans B1 recopié vers la bas), et de méme la colonne C avec D( n) et la colonne D avec
irem(N(n), D(n))

. Représenter graphiquement ce reste en fonction de n.

Réponses

On sélectionne pl ot | i st dansle meny Mat hs->1-d st at s puis onremplit pl age de cel | ul es avec
DO : D50 eton met E1 danscel | ul e ci bl e. On obtient:

Table Edit Maths [reeval val | Save [<No filename>
[E2 [0
* Spreadsheet <> R51C10 auto down fill =
A | B | ¢ | b | E | F | 6 | H | |
1 1 3 1 0 ptilygome(4 0 0 0 0
2 |2 11 3 2 0O  Jo 0 0 0
33 25 5 0 0 0 0 0 0
4 |4 45 7 3 0 0 0 0 0
5 |5 71 9 8 0 0 0 0 0
6 |6 103 11 4 0 0 0 0 0
7 |7 141 13 11 0 0 0 0 0
8 |8 185 15 5 0 0 0 0 0
9 |9 235 17 14 0 0 0 0 0
0 1 2 '3 4 |5 6 |7 -

-« »
30 out
20 « » | cfg
10 _M | Menu

0 10 20 30 40 50

On peut aussi mettre en E1 la formule =poi nt ( A1, D1) et recopier vers la bas pour avoir un nuage de points.
Appeler l'examinateur pour une vérification de la représentation obtenue.

. Conjecturer, suivant les valeurs de 7, 'expression du reste R de la division euclidienne de N par D.

Appeler l'examinateur pour une vérification de la conjecture trouvée.

Réponses
Si n > 3 les points 27, Ry, sont sur une droite et les points 2n + 1,R,,+ sont sur une autre droite.

On sauve DO : D50 dans L (par exemple en tapant =(L : =DO : D50) dans FO) et on tape dans une ligne de
commande :

dl :=droite(point(49,74),point(5,8)); d2 :=droite(point(50,26), point(6,4));
plotlist(L);

On obtient :
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d1:=droite(point(49,74) ,point(5,8));d2:=droite(point(50,26) ,point(6,4));plotlist(L);
Y

X:23.332

70
160
50

40 ) | Menu
130
20
10

0 10 20 30 40 50

On aurait aussi pu remplir la cellule F1 avec =(d1 : =dr oi t e( poi nt (A5, D5), poi nt (A7, D7))) etla
cellule F2 avec=(d2 : =droite(point (A4, D4), point (A6,D6))).

On voit que n =1 et n =3 ne sont pas sur d1. On tape
equation(dl) ; equation(d2) ;
On obtient: y=( (3*x) / 2+1/ 2), y=(x/ 2+1) . On conjecture donc pour tout p >0 :

3n+1

R(p) = g +1,p>0pair, R(n)= ,n>3impair, R(1)=0,R3)=0
4. Partie démonstration La conjecture formulée est-elle vraie ? Justifier.

Réponses
Pour p > 0 pair, p/2 + 1 est un entier positifet p/2+1 <2p— 1. De plus

3p-p+1-(p/2+1) 3p
2p—1 2

est entier donc le reste de N(p) par D(p) est bien p/2+1.
Pour n > 3 impair, (374 1)/2 est un entier positifet (3n+1)/2 <2n—1 (égalité en n = 3). De plus

3n*-n+1-(Bn+1)/2 3n-1
2n-1 2

est entier donc le reste de N(n) par D(n) est bien (3n+1)/2. Il reste les cas n = 1 et n = 3 dont le résultat est
donné par le tableur. La conjecture formulée est donc vraie.

XXIIl - Sujet 090

Dans le plan muni d'un repere orthonormal direct (0; 4, V) on considere les
points A(1;0) et B(0; 1). A tout point M du segment [AB], on associe les points P et
Q, projetés orthogonaux respectifs de M sur les droites (OA) et (OB), et les points
R et S, sommets du carré PRQS de diagonale [PQ)] tels que (P_I){,P_S)) = g On note

aussi I le milieu du segment [PQ].
Le but de I'exercice est d’étudier les lieux des points R et S lorsque M décrit le
segment [AB].

Partie expérimentale
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1. (a) Réaliser une figure a I'aide d'un logiciel de géométrie dynamique.
Appeler l'examinateur pour vérification de la figure.
Réponses

Fig Edit Graphe [Pointeur | Mode IS save |
|4_|assume(a:[0.7,0,1,0.1 ) =
|[parameter(a,0.0,1.0,0.7,0.1)
|5_|M::element(segment(A,B),a)

[point(1-a+a*(i))
|6_|P:=projection(droite(O,A),M)
[point(1-a)
|7_|Q::projection(droite(0,B),M)
[point(a*(i))
|8_|R::simiIitude(P,sqrt(Z)/Z,-pi/4
[point(1-a+sqrt(2)*(sart(2)l2+@, 4 . . . . . | S
4 JI | -0
o [S=similtude(P,sart@)r2 pi/4l [
[point(1-at+sqrt(2)*(sqrt(2)/2+@ 0y - - - - b
g | [ A
lgpolygone(P R.Q.5) A 1 05 0 05 1 15

(b) Visualiser les lieux des points R et S quand M décrit le segment [AB], puis émettre une conjecture sur la
nature de ces lieux.
Appeler l'examinateur pour vérification de la conjecture.
Réponses
Le point R est fixe confondu avec le milieu O1 de AB. Le point S décrit le translaté du segment AB dans la
translation de vecteur O10.
(c) Déterminer de maniere expérimentale une équation du lieu du point S.
Appeler l'examinateur pour vérifier la réponse et expliquer les manipulations effectuées.
Réponses
Le point S décrit le translaté du segment AB dans la translation de vecteur 61_6, donc son équation est y = —x
avec —0.5=x=<0.5.
Ontape:LS :=lieu(S, M ;equation(LS)
On obtient : y=( - X)
2. Dans cette question, on se propose d’étudier ces conjectures en se placant dans le plan complexe. On appelle x
I'abscisse du point M, avec x € [0; 1].
(a) Montrer que I'affixe de M est : x + (1 — x).
(b) Determiner 'affixe de R ou celle de S. Justifier 'une des conjectures émises a la question 1.
Réponses
(a) M est sur la droite (AB) d’équation y = —x+1 donc M a pour affixe x+i(—x+1). On définit le nombre complexe

k1= \gexp(—ig)
Ontape:k1l :=nornal (sqrt(2)/2*exp(-i*pi/4)) quirenvoie(1l-i)/2
On a z(R) — z(P) = k1 * (2(Q) — z(P)), donc z(R) = z(P) + k1 * (z(Q) — z(P)) avec z(P) = x et z2(Q) =i * (1 — x)
Ontape zR : =nor mal (x+k1*(i*(1- X)-Xx)) quirenvoie(1+i)/2
Le point R est donc le milieu de AB.

Ontapek2 : =normal (sqrt(2)/2*exp(i*pi/4)) quirenvoie(1-i)/2

Ona: z(S)— z(P) = k2 * (z(Q) — z(P)), donc z(S) = z(P) + k2 * (z(Q) — z(P)) avec z(P) = x et z(Q) = i * (1 — x)
Ontape:zS : =normal (x+k2* (i *(1- X)-X)) quirenvoie (-1+i)/2+(1-i)*x
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Ontape:re(zS),im zS) etonobtient: 1/ - 2+x, 1/ 2- X
Donc S est situé sur la droite Y = —X avec X = x — 1/2, donc X varie entre -1/2 et 1/2.

3. Partie démonstration géométrique

Réponses
Fig Edit Graphe [Pointeur M(ﬂem Save |

l:=milieu(P,Q)
[point(1-a+a*(i)/2)

[143:=milieu(P,O,affichage=quad
[point(1-a/2)

14T:=triangle(l,P,J):;affichage(T
rempli+1)

[["'Done”,polygone(point(1-a+a
IRTI L

T1:=rotation(l,pi/2,T):;affichag
rempli+1)
[["'Done”,polygone(point(1-a+a
RTINS -0
: asegment(llz,iIZ)
[segment(point(1/2),point(i/2))

17affichage(homothetie(R,2,
segment(Al,B1)),2+epaisseu = 05 0 05 1 15

On remarque que I milieu de PQ est aussi le milieu de OM puisque OPMQ est un rectangle. Donc le lieu de I est
le segment joignant les milieux Al et B1 de OA et OB.
La projection J de I sur OA est le milieu de OP eton a:

OJ+JI=JP+]JI=1/2

Dans la rotation de centre I et d’angle n/2, le point P est transformé en le point R. La rotation du triangle IP]J,
montre que le point P est transformé en le point d’abscisse xI+ yI = 1/2 et d’ordonnée yI+ xI =1/2 donc en O1
milieu de AB. Donc le point R est le milieu de AB.

Le lieu de S se déduit alors du lieu de I dans '’homothétie de centre R et de rapport 2.

XXIV - Sujet 093

Le plan est rapporté a un repéere orthonormal (O; 7, 7). On appelle ¢ la courbe
d’équation y = <.

On désigne par a, b, c trois réels non nuls, deux a deux distincts, puis par A, B, C les
points de ¢ d’abscisses respectives a, b, c. Le point H est I'orthocentre du triangle
ABC. On appelle ¥ le cercle circonscrit au triangle ABC, son centre est le point E.

Le point D est le symétrique du point H par rapport a O.
Le but de I'exercice est d’observer la position de certains points de la figure et
d’étudier celle du point H.

Partie expérimentale
1. (a) Construire la figure a I'aide d'un logiciel de géométrie.
Appeler l'examinateur pour lui montrer la figure construite.
Réponses
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Fig Edit Graphe [Pointeur | Mode |lllF3  Save
|1 |G:=plotfunc(1/x)
|[plotparam(x+i/x,x=-5.0..3.823

X:-5.1695

> Jassume(a=[0.4,-5,5,0.1])
|[parameter(a,-5.0,5.0,0.4,0.1)

|3_|assume(b:[—2,—5,5,0.l])
|parameter(b,-5.0,5.0,-2.0,0.1)

|4_|assume(c:[4,-5,5,0.1])
|[parameter(c,-5.0,5.0,4.0,0.1)

5 [A:=point(a+i/a) -1
[point(a+i/a) o
|6_|B::point(b+i/b)
[point(b+i/b) -3
|7_|C::point(c+i/c) ”

point(c+i/c)
g |H:=orthocentre(A,B,C)

(b) Faire varier a, b, c et émettre une ou deux conjectures concernant :
la position du point H,
la position du point D.

Appeler l'examinateur pour vérifier les conjectures.

Réponses
H et D semble sur ¢ le graphe de y = 1/x. De plus D semble étre sur le cercle circonscrit.

(c) AT'aide de manipulations appropriées, émettre une conjecture sur les ordonnées des points D et H en fonc-
tion de a, b, ¢, puis sur I'abscisse de H.
Appeler l'examinateur pour vérifier la conjecture.
Réponses
Ontape:sinplifier(coordonnees(H)) etonobtient:
[-(1/(c*b*a)), -a*b*c]
Donc, 'ordonnée de H vaut —abc, I'ordonnée de D vaut abc et ’abscisse de H vaut —1/(abc). H et D sont sur
4.
. Démontrer la conjecture émise sur les coordonnées du point H.
Réponses
Xcas donne déja une preuve, on peut tout de méme vérifier en calculant les coordonnées de I'intersection de
deux hauteurs. On a . .
AH.BC=0, BH.AC=0

Donc les coordonnées (h1, h2) de H vérifient le systeme :

(hl1—a)(b-c)+(h2-1/a)(1/b-1/c) =0
(h1-b)(a—c)+(h2-1/b)(1/a—-1/c) =0

On peut vérifier en remplacant k1 et h2 par les valeurs conjecturées. On peut aussi résoudre le systeme en
tapant :

l'insolve([(hl-a)*(b-c)+(h2-1/a)*(1/b-1/c), (hl-b)*(a-c)+(h2-1/b)*(1/a-1/c)],[h1, h2])
On obtientbien[ - (1/ (c*b*a)), - a*b*c].

. Proposer une démarche permettant de démontrer la (ou les) conjecture(s) faite(s) pour le point D (on ne de-
mande pas les calculs mais uniquement le plan proposé).
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Réponses

On pourrait calculer le centre du cercle circonscrit, son rayon et vérifier que D est a la bonne distance du centre.
On peut aussi tester que le birapport des affixes de A, B, C, D est réel, ou directement demander a Xcas de vérifier
la propriété formellement

est _cocylique(A B, C D

(Xcas utilise le birapport).

XXV - Sujet 097

Le but du probleme est de déterminer tous les entiers naturels n vérifiant la pro-
priete 2 : « n* + 11 est divisible par n+11 ».

Partie expérimentale

1. En utilisant un tableur ou une calculatrice déterminer tous les entiers naturels n inférieurs ou egaux a 121 = 112
verifiant la propriété 2.
Appeler l'examinateur, lui donner le résultat trouvé et expliquer la méthode utilisée.
Réponses
On remplit le tableur :
— Dans la colonne A on met les entiers 7,
— Dans la colonne B on met les entiers n2 + 11,
— Dans la colonne Con met les entiers n+11,
- Dansla colonne Don meti rem( n*2+11, n+11)
- Dans la cellule E on stocke la colonne Dsous la forme d’une liste, on tape =( D : =D0 : D121).
et on cherche les valeurs de n pour lesquelles D, = 0 en parcourant laliste D, on trouve : 0, 1, 11, 22, 33, 55, 121

Table Edit Maths [reeval val | Save [<No filename>
|EO |:(D::(DO):(D121))
* Spreadsheet <> R122C10 auto down fill L:
A B | c | D | E F oo G | H | |
"0 |o 11 11 0 Done 0 0 0 0
11 12 12 0 0 0 0 0 0
2 |2 15 13 2 0 0 0 0 0
3 |3 20 14 6 0 0 0 0 0
4 |4 27 15 12 0 0 0 0 0
5 |5 36 16 4 0 0 0 0 0
"6 |6 47 17 13 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
4 5 6 7 8

Plutdt que de parcourir la liste D, il est préférable d’écrire un petit programme qui renvoie les indices des
éléments nuls d’'une liste L de longueur n. On tape dans un éditeur de programmes (menu Edit->Ajouter-
>Programme) :
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sol (L): ={
| ocal j,sol,n;
n: =si ze(L);
sol : =NULL;
for (j:=0;j<n;j++){
if (L[j]==0) {sol:=sol,j;}
}

return sol
o
Puis, on valide le programme avec OK et on tape dans une ligne de commandes :
sol (D)
Onobtient O, 1, 11, 22, 33, 55, 121
. On se propose, dans cette partie 2., de démontrer que tout entier naturel n vérifiant la propriété & est inférieur
ouégalal2l.
(a) Pour tout n entier naturel, calculer a= n2 +11— (n+11)(n—-11).
Appeler l'examinateur, lui donner la valeur trouvée pour a et lui indiquer la méthode prévue pour résoudre la
question 2.(b)
(b) Démontrer que tout n vérifiant la propriété &2 est inférieur ou égal a 121.
Réponses
(a) On utilise I'identité remarquable ou on tape :
a :=nornmal (n*2+11-(n+11)*(n-11))

On obtient 132.
(b) Donc 7+ 11 divise n? + 11 si et seulement si 7 + 11 divise 132. En particulier n+ 11 < 132 donc n < 121.
. Conclure en donnant ’ensemble des entiers naturels vérifiant la propriété &2.

Réponses
On prend la liste des diviseurs de 132 dont on retire 11, on enléve les valeurs négatives. On tape i di vi s(132)
quirenvoie[ 1, 2, 4, 3,6, 12, 11, 22, 44, 33, 66, 132] . D’oulaliste des n qui conviennent 1,0,11,33,22,55,121.
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