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Les 4 premières parties sont largement indépendantes

1 Partie I

Soit G un groupe multiplicatif de cardinal fini N∈ N
∗.

1. Justifier le fait que aN−1 est l’inverse de a dans G.
Si a = 1 c’est évident.
Soita 6= 1.
LesN+1 éléments 1,a,a2...aN−1,aN sont dansG, donc il existep etq vérifiant 0≤ p< q≤ N
tel queap = aq c’est à dire, il existe 0< h = q− p≤ N tel queah = 1.
Le sous groupe engendré para est donc d’ordreh. On sait que l’ordre d’un sous groupe divise
l’ordre d’un groupe donch diviseN c’est à direN = k∗h aveck∈ N

∗ doncaN = (ah)k = 1. On
montre ainsi queaN−1 est l’inverse dea dansG.

2. On écrit la décomposition de N−1 en base 2 sous la forme :

N−1 =
k

∑
i=0

xi2
i , k∈ N,xi ∈ {0,1} pour i∈ [0,k],xk 6= 0.

On considère les suites finies(ai)0≤i≤k+1 et (bi)0≤i≤k+1 définies par :

a0 = 1, b0 = a, pour i∈ [0,k], ai+1 = aib
xi
i , bi+1 = b2

i .

(a) Démontrer que ak+1 est l’inverse de a dans G.
On a :

ak+1 = akbk
xk

ak = ak−1bk−1
xk−1

....

a2 = a1bx1
1

a1 = a0bx0
0

Donc puisquea0 = 1, b0 = a et bi+1 = b2
i on a :

a1 = ax0 etb1 = a2, a2 = ax0bx1
1 = ax0(a2)x1 = ax0+2x1 etb2 = a4 = a(22)
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Supposonsap = ax0+2x1+...2p−1xp−1 etbp = a(2p), alors :

ap+1 = apbp
xp = ax0+2x1+...2p−1xp−1a(2p)xp

= ax0+2x1+...2pxp

On a donc montré par récurrence que :

ak+1 = ax0+2x1+...2kxk = aN−1

(b) En déduire un algorithme de calcul de a−1 et préciser son coût dans le pire des cas.
On écrit tout d’abordinversG une fonctionXcas qui traduit l’algorithme :

//calcul l’inverse de a dans un groupe mult de cardinal N
inversG(a,N):={
local b,x,N1;
N1:=N-1;
b:=a;
a:=1;
while (N1!=0) {
x:=irem(N1,2);
N1:=iquo(N1,2);
a:=a*b^x;
b:=b^2;

}
return a;
}

Dans ce programme, le problème est que l’on utilise une fonction puissance lorsque l’ex-
posant est 0,1 ou 2. Il est donc préférable de ne faire que des multiplications et d’écrire
inverseG :

//calcul l’inverse de a dans un groupe mult de cardinal N
inverseG(a,N):={
local b,N1;
N1:=N-1;
b:=a;
a:=1;
while (N1!=0) {
if (irem(N1,2)) a:=a*b;
b:=b*b;
N1:=iquo(N1,2);

}
return a;
}

inverseG(a,n) est en fait le calcul dans un groupeG multiplicatif dean−1. On peut
écrire plus généralement, lorsqueG est le groupe des éléments inversibles deZ/pZ ayant
n = euler(p) éléments, la fonctionpuissmod(a,k,p) qui calculeak mod p (c’est la
fonction internepowmod deXcas) :

puissmod(a,k,p):={
local b;
b:=a;
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a:=1;
k:=irem(k,euler(p));
while (k!=0) {
if (irem(k,2)) a:=irem(a*b,p);
b:=irem(b*b,p);
k:=iquo(k,2);

}
return a;
}

Si on ne tient pas compte du calcul deirem(N,2) et deiquo(N,2) et, si on faitk fois
la boucle, on fait 2∗ k multiplications dans le pire des cas lorsqueN−1 = 2k+1−1 i.e.
lorsquek = log2(N)−1, donc

On fait 2∗ log2(N)−2 multiplications.

Pour ne pas avoir dans la suite du problème à réécrire une fonctionpuissance pour
chaque groupeG, on va écrire une fonctionpuissrapide qui calculeak avec comme
paramètres un élémenta du groupeG, k un entier,mult le nom de la loi multiplicative
utilisée dansG, unit l’unité deG, etordre le cardinal deG s’il est connu ou 0 s’il ne
l’est pas (en effet dansXcas, irem(n,0)=n).

puissrapide(a,k,mult,unit,ordre):={
local b;
b:=a;
a:=unit;
k:=irem(k,ordre);
while (k!=0) {
if (irem(k,2)) a:=mult(a,b);
b:=mult(b,b);
k:=iquo(k,2);

}
return a;
}

Ainsi, pour chaque valeur dep, par exemplep = 71, on définit la loi de multiplication
dansZ/pZ :

multmod71(a,b) :=irem(a*b,71);

On tape pour calculer, par exemple, 47750 dansZ/71
mathbbZ:

puissrapide(47,750,multmod71,1,0)

Ou on tape puisque l’ordre du groupe multiplicatif deZ/71
mathbbZest 70 :

puissrapide(47,750,multmod71,1,70)

Ou on tape :

puismod(47,750,71)

ou encore avec la fonction interne deXcas :

powmod(47,760,71)

On obtient :
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32

On tape pour calculer, par exemple, 571 dansZ/148Z :

multmod148(a,b) :=irem(a*b,148);
puissrapide(5,71,multmod148,1,0)

Ou on tape :

puismod(5,71,148)

On obtient :

89

3. Exemple avec G le groupe des éléments inversibles deZ/148Z

(a) Déterminer le cardinal N de G.
a∈ G est inversible sia est premier avec 148= 4∗37.
Gest donc l’ensemble des éléments impairs de 1 à 147 auxquels on enleve 37 et3*37=111.
N vaut donc 74-2=72.
On vérifie avec la commandeeuler de Xcas (euler(148) renvoie 72).

(b) Démontrer que 5 est un élément de G et déterminer son inverse par la méthode de la
question I.2.
5 est premier avec 148 donc 5 est inversible.
On tape pour calculer 572−1 :

puissmod(5,71,148)

Ou on tape :

puissrapide(5,71,multmod148,1,72)

On obtient :

89

On vérifie :

89*5=445=4*148+1

(c) Donner une autre méthode pour calculer cet inverse.
Puisque 5 et 148 sont premiers entre eux, on sait, d’après l’identité de Bézout, qu’il existe
des entiers relatifsu etv tels que 5∗u+148∗v = 1.
On tape :

iegcd(5,148)

On obtient :

[-59,2,1]

On a donc−59∗5+2∗148= 1 et comme−59+148= 89 on a :

89∗5−3∗148= 1

ainsi l’inverse de 5 est 89 dansZ/148Z.
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2 Partie II

Soientπ un élément d’un groupe multiplicatif G, e un entier relatif etα = πe. On considère
l’application fα deZ×G dans G2 définie par fα(k,τ) = (πk,ταk).

1. (a) Exhiber une fonctionφe de G2 dans G, ne dépendant que de e et vérifiant :

∀(k,τ) ∈ Z×G τ = φeo fα(k,τ)

On a :
(πk,ταk) = (πk,τ(πe)k) = (πk,τ(πk)e)

Pour(a,b) ∈ G2, on pose :
φe(a,b) = b∗ (ae)−1

où (ae)−1 désigne l’inverse deae dansG. On a ainsi :

φeo fα(k,τ) = φe(πk,τ(πk)e) = τ

(b) On suppose G etπ connu de tous. La personneA garde secret e et rend publicα = πe et
fα .
On cherche une procédure permettant à chacun d’envoyer àA un message crypté sous
la forme d’élémentsτ de G telle que la connaissance de e suffise à retrouver le message
initial.
Justifier le fait que siA recoit la suite(λn,µn) = fα(kn,τn) avec(kn,τn) ∈ (Z,G) alors A
peut décrypter cette suite grâce àφe.

Pour coder le messageτ il suffit de connaitreα et π : on calcule et on envoiefα(k,τ)
pour unk que l’on choisit arbitrairement. La personne qui reçoit le message connait e
donc connaitφe. Elle est donc capable de calculerφeo fα(k,τ) = τ donc de connaitre le
messageτ.

2. Dans cette question G est le groupeF
∗
29 du corps à 29 éléments et les nombresπ = 2 etα = 18

sont supposés public.
Chaque associé sait que les entiers (1,2...26,27,28) modulo 29 représentent les caractères
(A,B..Z, ’ ’,’.’) (27 représente l’espace et 28 représente le point defin de phrase.)

(a) Sachant queA décrypte son message en calculant a17 mod 29lorsque a∈ (1,2...26,27,28),
conjecturer la valeur de e et la contrôler grâce àα .

Pour décrypter le message, il faut savoir calculer l’inverse deae dansF∗
29 lorsquea appar-

tient à (1,2...26,27,28).
G a 28 élements donca28 = 1 mod 29 donc puisquea28 = a17+11 = a17∗a11 = 1 mod 29
on peut penser quee= 11
On vérifie, pour cela on calculeπe = 211 mod 29 et on tape :

puissmod(2,11,29)

On obtient :

18

ce qui donne bien la valeur deα .

(b) Décrypter le message suivant (on donne la suite des couples(λu,µi)) :
(16,17),(18,24),(28,22),(17,21),(23,23),(24,8).

Pour décrypter un message on écrit les fonctions servant au décodage:
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– decod28(p) qui a un nombrep entre 1 et 28 retourne le caractère correspondant.
– decode(a,b) qui est la fonctionφe ou encoreb∗a17 dansF∗

29.
– decodel(L) qui décode une liste de couples, représentés par une liste de 2 éléments,

autrement dit une matrice à 2 colonnes.

decod28(p):={
local r;
r:=irem(p,29);
if (r==0) return "erreur";
if (r<27) return char(p+64);
if (r==27) return char(32);
return char(46);
}:;

decode(a,b):={
return irem(b*powmod(a,17,29),29);
}:;

decodel(L):={
local s,M;
s:=size(L);
M:=NULL;
for (k:=0;k<s;k++) {
M:= M,decod28(decode(op(L[k])));

}
return M;
}:;

Puis on tape :

L :=[[16,17],[18,24],[28,22],[17,21],[23,23],[24,8]]
decodel(L)

On obtient :

["C","O","G","I","T","O"]

3 Partie III

Dans cette partie le corps de base est le corps finiF16 à 16 éléments, unique à un isomorphisme
près.

1. (a) Comment peut-on construireF16 ?

Pour construireF16, on considère les polynômes à coefficients dansZ/2Z modulo un
polynôme irreductible à coefficients dansZ/2Z de degré 4.F16 est donc composé de qua-
druplets de nombres valant 0 ou 1 et représentant un polynôme de degré3 à coefficients
dansZ/2Z.

On choisit donc un polynômeP[X] de degré 4 et irréductible dansZ/2Z et on identifie
F16 à (Z/2Z)[X]/P[X]

AvecXcas, on tape :

F16 :=GF(2,4,[’t’,’F16’])
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ce qui définit le corpsF16, la variablet sert à représenter les polynômes à coefficients
dansZ/2Z. On obtient :

GF(2,t^4+t^3+1,[t,F16],undef)

ce qui signifie que Xcas utilise comme polynôme irréductiblet4 + t3 + 1 (c’est le même
que celui du sujet, sinon il aurait fallu spécifier le polynôme irréductible choisi lors de la
construction du corps par l’instructionGF). Ainsi F16(t^4) renvoieF16(t^3+1), et
F16(t^5) renvoieF16(t^3+t+1) obtenus par division euclidienne dansZ/2Z det4

ou t5 part4 + t3 +1

(b) Démontrer que le groupe multiplicatifF∗
16 est formé des puissances successives d’un élé-

mentω vérifiantω4 +ω3 +1 = 0.

On cherche l’ordre du groupe engendré parω = F16(t) c’est-à-dire des restes detk par
t4 + t3 +1. Comme on sait que l’ordre du groupe multiplicatifF

∗
16 est 15, cet ordre est un

diviseur de 15, donc 5 ou 15 (visiblement ce n’est pas 1 ni 3 !). On calcule donc le reste
det5 part4 + t3 +1, ce n’est pas 1 doncω est bien d’ordre maximal 15.

Remarques :
– l’instructionGF de Xcas renvoie toujours un polynôme irréductible primitif, c’est-à-

dire que l’ordre du groupe engendré part est l’ordre du groupe multiplicatif.
– Pour formerF16, on rajoute à ces 15 èléments, l’élémentF16(0) qui est le zéro de

F16.

(c) Démontrer queω ,ω2,ω4,ω8 sont les racines du polynôme X4 +X3 +1 dansF16.

En caractéristique 2, l’applicationφ(x) = x2 vérifie φ(x+y) = φ(x)+φ(y), donc :

φ(P(X)) = φ(X4 +X3 +1) = φ(X4)+φ(X3)+1 = φ(X)4 +φ(X)3 +1 = P(φ(X))

Donc, commeω est racine deP= X4+X3+1, il en est de même deφ(ω) = ω2,φ(ω2) =
ω4,φ(ω4) = ω8.

AvecXcas on tape :

w :=F16(t)
P(x) :=x^4+x^3+1

seq(P(w^(2^k)),k,0,3)

On obtient :

[F16(0),F16(0),F16(0),F16(0)]

(d) Démontrer que la famille(ω ,ω2,ω4,ω8) est une base deF16 surF2.

On aω4 = ω3 + 1 et comme la somme des racines deX4 + X3 + 1 vaut 1, on en déduit
queω8 = 1+ ω + ω2 + ω4 = ω + ω2 + ω3. On écrit en ligne les coordonnées de cette
famille dans la base canonique 1,ω ,ω2,ω3, on trouve









0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 1









On échange la ligne 3 et la ligne 1, puis on ajoute à la ligne 4 les lignes 2 et 3 à la ligne 4
pour obtenir une matrice triangulaire.

Avec Xcas, on peut utiliser l’instructionrref(M%2) oùM désigne la matrice ci-dessus.
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On peut aussi faire un raisonnement un peu plus général : la famille a le bon nombre
d’éléments, il suffit de montrer que c’est une famille libre. Soit

aω +bω2 +cω4 +dω8 = 0

une relation linéaire oùa,b,c,d ∈ Z/2 est non identiquement nul. On applique à cette
relation φ qui est linéaire sur leZ/2-espace vectorielF16, puis à nouveauφ et φ . On
obtient un système linéaire de 4 équations oùa,b,c,d subissent une rotation, en faisant
la somme des 4 équations, on montre quea+b+c+d est nul. Donc le nombre de 1 est
pair. Il ne peut valoir 4 (la somme des racines est 1), ni 2 (les racines sont distinctes 2 à
2), donc vaut 0.

2. (a) Soit a∈ F16. Résoudre dansF16 l’équation x5 = a, en discutant selon les valeurs de a.

On sait que pour toutx∈ F
∗
16, on ax15 = 1 donc six5 = a admet une solution, alorsa3 = 1

dont les solutions sont lesω5k pour k = 0,1,2. Les racines de l’équationx5 = ω5k sont
ωk+3l pour l = 0,1,2,3,4.

(b) Démontrer qu’il existe quatre élémentsγ ∈ F16 tels queγ,γ2,γ4,γ8 est une base deF16

surF2 telle que le produit de 2 de ses éléments appartient à la base ou est égal à 1.
Expliquer rapidement pourquoi les calculs dansF16 sont plus faciles dans une telle base.

On choisit l’une des 4 solutions différentes de 1 dex5 = 1 comme valeur deγ, en effet si
γ5 = 1 avecγ 6= 1 on aγ4 + γ3 + γ2 + γ +1 = 0. On a alors :

γγ2 = γ3 = γ8

γγ4 = γ5 = 1

γγ8 = γ9 = γ4

γ2γ4 = γ6 = γ
γ2γ8 = γ10 = 1

γ4γ8 = γ12 = γ2

Si γ 6= 1 est solution dex5 = 1, γ2,γ4,γ8 sont les 3 autres solutions dex5 = 1 différentes
de 1 puisque(γn)5 = 1 quelque soitn. On peut démontrer comme ci-dessus qu’ils forment
une famille libre. On peut aussi faire le calcul, par exemple siγ = ω3 on a :

γ = t3, γ2 = t3 + t2 + t +1, γ4 = t +1, γ8 = t2 +1

sont les solutions dex5 = 1 différentes de 1. On montre facilement que[t3, t3 + t2 + t +
1, t2 +1, t +1] forment une base deF16 puisque ils sont indépendants et au nombre de 4.

La multiplication est plus rapide dans la baseγ,γ2,γ3 = γ8,γ4 car

1 = γ4 + γ3 + γ2 + γ

on peut donc faire la multiplication avec un algorithme semblable à celui utilisé avecles
entiers écrits en base 10.
On écrit le programmemulti(a,b) qui renvoie les coefficients du produita∗b dans la
baseγ,γ2,γ3,γ4 lorsquea etb sont des éléments deF16 donnés par tous leurs coefficients
dans cette base :

multi(a,b):={
local c,ci,k,j,p,u;
c:=[];
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for (j:=3;j>=0;j--){
ci:=[0];
for (k:=3;k>=0;k--){
ci:=prepend(ci,(a[k] and b[j]));
}
for (p:=0;p<=3-j;p++){
ci:=append(tail(ci),head(ci));
}
u:=ci[4];
for (p:=0;p<4;p++){
ci[p]:=ci[p] xor u;

}
ci[4]:=0;
c:=append(c,mid(ci,0,4));

}
for (j:=3;j>0;j--){
for (k:=3;k>=0;k--){
c[j-1,k]:=c[j,k] xor c[j-1,k];
}

}
return c[0];
}

On tape par exemple :

multi([1,0,1,1],[0,1,1,1])

On obtient :

[0,0,0,1]

ce qui veut dire que :
(γ4 + γ2 + γ)∗ (γ3 + γ2 + γ) = γ

On vérifie en tapant (c :=w^3 représenteγ) :

c :=w^3;
(c^4+c^2+c)*(c^3+c^2+c)

On obtient :

F16(t^3)

Remarque : le plus efficace (pour des corps de cardinal petit), c’est de coder les éléments
du corps par l’exposant deω ou par 15 pour 0F16 (représentation dite multiplicative). La
multiplication est alors triviale : si l’un des arguments vaut 15, on renvoie 15, sinon on
renvoie la somme des exposants modulo 15. Pour l’addition, il faut d’abordpasser en
représentation additive, où l’élément du corps est codé sur un entier de4 bits, chaque
bit représentant une coordonnée dans la baseω3,ω2,ω ,1. En effet, en représentation
additive, l’addition se code par un ou exclusif. Le passage entre les deux représentations
se fait par l’intermédiaire d’une table calculée une fois pour toutes (la table se calcule
uniquement avec des opérations de décalage et de ou exclusif avec un entier sur 5 bits
représentant le polynôme minimal deω , dans notre cas0b11001).

Par exemple, en représentation multiplicative,ω5 et ω4 sont représentés respectivement
par 5 et 4. Leur produit estω9 représenté par 9= 5+ 4 (mod 1)5. Pour trouver leur
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somme, il faut passer en représentation additive, dans la baseω3,ω2,ω ,1, l’élémentω5

est(1,0,1,1), soit0b1011 en base 2, l’élémentω4 est(1,0,0,1), soit0b1001 en base 2,
donc la somme deω5 et ω4 estbitxor(0b1011,0b1001) = 0b0010, c’est donc
ω , repŕsenté par 1 en représentation multiplicative.

Ceci se généralise en caractéristique 2, on utilise d’ailleurs souventF256 car l’élément du
corps est alors représenté par un octet.

4 Partie IV

Une cubique sur un corpsK est l’ensemble des points M= (x,y) ∈ K
2 annulant un polynôme P

non nul du 3ième degré en X et Y à coefficients dansK.
Cette partie étudie quelques cubiques particulières surR.

1. Dans cette question, on prend la cubiqueΓ définie par le polynôme :

P = X3−Y ∈ R[X,Y]

(a) La tracer à main levée.
AvecXcas, on tape :

plot(x^3)

On obtient le graphe deΓ qui est l’ensemble des pointsM = (x,y) ∈ R
2 tel quey = x3.

x

y

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

-800
-600
-400
-200
0
200
400
600
800

On démontre facilement quex−> x3 est une bijection deR dansR et queΓ admet le point
(0,0) comme centre de symétrie.

(b) Démontrer que toute droite coupeΓ en exactement 1 ou 3 points en comptant leur multipli-
cité éventuelle et que lorsqu’il y a 3 points d’intersection notés A= (xA,yA), B= (xB,yB),
C = (xC,yC) on a : xA +xB +xC = 0.

Les points d’intersection deΓ avec la droite d’équation :ux+vy+w= 0 ont des abscisses
qui vérifient :

ux+vx3 +w = 0

L’équation enx, vx3+ux+w = 0 est une équation du troisième degré à coefficients réels.
Cette équation admet donc soit 1 racine réelle et 2 racines complexes conjuguées, soit 3
racines réelles en comptant leur multiplicité éventuelle.
On remarque que le terme enx2 a un coefficient nul donc la somme des racines vaut
0 et donc lorsqu’il y a 3 racines, il y 3 points d’intersectionA = (xA,yA), B = (xB,yB),
C = (xC,yC) et on a :xA +xB +xC = 0.

10



(c) On noteΩ le point (0,0) deΓ. Pour tout couple de points(A,B) deΓ, on note d la droite
passant par A et B (ou la tangente en A si A= B) et on considère le point C= Γ∩ d.
On définit A∗B comme étant le point d’intersection deΓ avec la droiteΩC (ou avec la
tangente enΩ si Ω = C).
Démontrer que(Γ,∗) est un groupe isomorphe à(R,+).

La droited passe parA et parB donc recoupeΓ en un troisième pointC dont l’abscisse
xC vaut :

xC = −(xA +xB)

PuisqueΩ est un centre de symétrie pourΓ, la droiteΩC coupeΓ au pointD = A∗B
d’abscisse :

xA∗B = xD = −xC = (xA +xB)

Soit f la projection des points deΓ sur l’axe desx c’est à dire l’application de(Γ,∗) dans
(R,+) définie par :f (M) = xM pour toutM ∈ Γ.

On vérifie quef est bijective, en effet soita ∈ R alors il existe un seul pointA de Γ tel
que f (A) = a : c’est le point de coordonnéesa,a3. De plus :

f (A∗B) = f (D) = xD = xA +xB = f (A)+ f (B)

Donc f est un isomorphisme du groupe(Γ,∗) sur(R,+) puisquef est bijective et vérifie
f (A∗B) = f (A)+ f (B).

2. Reprendre la question 1/ pour P= X3−3XY−1∈ R[X,Y] et Ω = (0,1) en précisant à quel
groupe usuel est isomorphe(Γ,∗) dans cet exemple.

Le graphe deΓ dex3−3xy−1 = 0 admet l’axe desy comme asymptote et admet une branche
parabolique de direction l’axe desy.
En effet, six 6= 0 on a

y =
x3−1

3x
=

x2

3
−

1
3x

donc, lorsque x tend vers 0 alorsy tend vers l’infini et lorsque x tend vers l’infini alorsy tend
vers l’infini ety/x tend vers l’infini.

AvecXcas, on tape :

G :=plot((x^3-1)/(3x),x=-3..3);
affichage(point(1,0),point_width_3+rouge);

d :=tangente(G,1);

Le point (1,0) appartient àΓ et la tangente en ce point au graphe deΓ est la droitey = x−1.
Toutes les droites sauf l’asymptotex = 0 coupent le graphe deΓ en 1 ou 3 points, les verticales
x = a coupentΓ en 1 seul point et les droitesy = ax+ b coupentΓ en un ou trois points
M = (x,y) d’abscisse vérifiant :

x3−3ax2−3bx−1 = 0

On remarque que le produit des racines de ce polynôme est indépendantde a et b. Donc,
lorsqu’une droite coupe le graphe deΓ en trois pointsA = (xA,yA), B = (xB,yB) etC = (xC,yC)
on a :

xA×xB×xC = 1

Si C est confondu avecΩ, la droiteΩC est la tangente enΩ d’équationy = x− 1 et D est
confondu avecΩ.
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Cherchons l’intersection de la droiteΩC avecΓ lorsqueC 6= Ω i.e. lorsquexC 6= 1. La droite
ΩC coupeΓ enΩ,C etD = A∗B. Les abscisses de ces points d’intersection vérifient :

1×xC×xD = 1

et on sait quexA×xB×xC = 1, donc

xA∗B = xD = 1/xC = xA×xB

On note toujoursf la projection des points deΓ sur l’axe desx, c’est une bijection deΓ sur
R
∗ car pour touta ∈ R

∗ il existe un seul pointA de Γ vérifiant f (A) = a : c’est le point de
coordonnées(a,(a3−1)/(3a)). De plus

f (A∗B) = xA×xB = f (A)× f (B)

Donc f est un isomorphisme du groupe(Γ,∗) sur (R∗,×) puisque f est bijective et vérifie
f (A∗B) = f (A) f (B). Donc(Γ,∗) est un groupe isomorphe à(R∗,×).

3. On étudie dans la suite des cubiques du plan projectif. Au polynôme P de degré 3, on associe
le polynôme homogéne :

P(X,Y,Z) = Z3P(X/Z,Y/Z)

Γ est alors l’ensemble des points du plan projectif dont les coordonnées homogénes(X,Y,Z)
vérifientP(X,Y,Z) = 0.

Démontrer que que l’intersection deΓ avec toute droite du plan projectif est constituée d’exac-
tement 1 ou 3 points en comptant les multiplicités éventuelles.

Une droited du plan projectif a pour équationuX+vY+wZ= 0 avecu,v,w non tous nuls donc
l’une des coordonnées s’exprime en fonction des deux autres dite variables principales, donc
les variables principales des points d’intersection ded et de la cubique vérifient une équation
homogène de degré 3 donc cela donne 1 ou 3 couples de variables principales solutions donc 1
ou 3 points d’intersection.

4. Soit P= y3−y2−x2 etP = Y3−Y2Z−X2Z.

(a) Soit γ la courbe d’équation y3 − y2 − x2 = 0 privée du point (0,0). En choisissant un
paramétrage deγ (par exemple en coordonnées polaires) étudier cette courbe et la tracer,
en précisant l’allure des branches infinies si il en existe. On ne demande pas les points
d’inflexion.

Puisque(0,0) est exclu,y2+x2 6= 0 ety 6= 0, en effet siy= 0 et siy3− (y2+x2) = 0 alors
x = 0.

De plus on voit queγ est situé dans le demi-plany≥1 (puisquey3≥ y2) etγ est symétrique
par rapport à l’axe desy.

On a en coordonnées polairesx = r cos(θ),y = r sin(θ) pourθ ∈]0,π[, donc

y3− (y2 +x2) = r3sin(θ)3− r2 = 0

Puisquer 6= 0, on en déduit un paramétrage deγ en coordonnées polaires :

r = 1/sin(θ)3, pourθ ∈]0,π[

On peut aussi trouver un un paramétrage deγ en coordonnées paramétriques en posant
pourt ∈ R, x = ty. On a alors puisquey 6= 0 :

y3− (y2 +x2) = y2(y− (1+ t2)) = 0 ⇒ y = (1+ t2)

12



Donc un paramétrage deγ en coordonnées paramétriques est :

x = t(1+ t2),y = (1+ t2) pourt ∈ R

Pour l’étude de la courbe en coordonnées polaires, il suffit de prendre θ ∈]0,π/2] et de
compléter par la symétrie d’axe l’axe desy.

Pour étudier les branches infinies, en coordonnées polaires,x et y tendent vers l’infini
quandθ vers 0. On a alorsy/x = tan(θ) qui tend vers 0 quandθ vers 0. Doncγ admet
donc une branche parabolique de direction l’axe desx.

On a donc deux branches paraboliques de direction l’axe desx. Ces deux branches para-
boliques sont symétriques par rapport à l’axe desy et correspondent au tracé de la courbe
quandθ tend vers 0 pour l’une et au tracé de la courbe quandθ tend versπ pour l’autre.

Pour l’étude de la courbe en coordonnées paramétriques, il suffit de prendret > 0 carx est
une fonction impaire ent et y est une fonction paire ent. La courbe est donc symétrique
par rapport à l’axe desy. Pour étudier les branches infinies, en coordonnées paramétriques,
on fait tendret vers plus l’infini alorsx ety tendent vers plus l’infini ety/x= 1/t tend vers
0. Doncγ admet donc deux branches paraboliques symétriques de direction l’axe desx.

AvecXcas, on tape en coordonnées polaires :

plotpolar(1/sin(t)^3,t,0,pi)

Ou en en coordonnées paramétriques :

plotparam((1+t^2)*(t+i),t)

(b) Dans la suite de la question 4, on considère dans le plan projectif la cubiqueΓ d’équation
Y3−Y2Z−X2Z = 0, privée du point (0,0,1).
On choisitΩ = (1,0,0) le point à l’infini du plan dans la direction de la droite des x, et on
définit le composé A∗B de deux points deΓ comme en IV.1. Montrer queΓ admet comme
paramétrage :

X = cos(θ),Y = sin(θ),Z = sin(θ)3 pour θ ∈ R

Si A et B sont deux points deΓ caractériser le point C d’intersection de la droite AB avec
Γ, puis le point D= A∗B. Démontrer que(Γ,∗) est isomorphe à un groupe usuel que l’on
précisera.
Quels sont les points d’ordre 6 ?
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On prend les points du plan projectif correspondant aux points deγ paramétrés en co-
ordonnées polaires(r cos(θ), r sin(θ),1), donc ce sont les points(cos(θ),sin(θ),1/r) =
(cos(θ),sin(θ),sin(θ)3) Les branches infinies deγ correspondent àθ = 0 (mod π).
Cherchons l’intersection d’une droiteaX+ bY+ cZ = 0 avecΓ, cela revient à chercher
lesθ tels que

acos(θ)+bsin(θ)+csin(θ)3 = 0

Si a = 0, alorsθ = 0 est solution et réciproquement, si de plusc 6= 0 est de signe opposé
àb, les 2 autres solutions dans[−π/2,π/2] sont de sinus opposés, donc sont opposées.
Après division par sin(θ) pourθ 6= 0 (mod π), et en notantt = 1/ tan(θ) = cot(θ) on a
(puisque 1+cot(θ)2 = 1/sin(θ)2) :

at+b+c
1

1+ t2 = 0

soit :
at3 +bt2 +at+b+c = 0

Poura 6= 0, cette équation admet 3 solutions (dont 1 ou 3 réelles), qui vérifient

t1t2 + t1t3 + t2t3 = 1

donc :

t3 =
1− t1t2
t1 + t2

Puisque cot(θ1 +θ2) =
cot(θ1)cot(θ2)−1
cot(θ1)+cot(θ2)

, s’il y a 3 solutions réelles, l’angleθ3 corres-

pondant àt3 vérifie alors cot(θ3) = −cot(θ1 +θ2) donc :

θ3 = −(θ1 +θ2) (mod π)
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Donc le 3ème point d’intersectionC d’une droite coupant la cubique en 2 pointsA etB de
paramètresθ1 et θ2 vérifie dans tous les cas

θ3 = −(θ1 +θ2) (mod π)

De plus si on trace la droite passant par les points de paramètreθ3 et 0, elle coupe à nou-
veau la cubique au pointD de paramètre−θ3 = θ1+θ2. Finalement la loi de composition
de 2 points sur la cubique revient à additionner les paramètres moduloπ, elle munit donc
la cubique d’une structure de groupe isomorphe àR/πZ,+.

Les points d’ordre 6 correspondent aux anglesθ tels que 6θ = 0 (mod π), ce sont donc
les 6 points d’angles respectifs 0,±π/6,±π/3,π/2.

5 Partie V

Dans cette partie, on étudieΓ′ définie dans le planF2
16 par :

P(x,y) = −y2−y+(x3 +x) = 0

1. Montrer que la courbeΓ′ contient au plus 32 points deF2
16.

À chaquea∈ F16 il correspond deux valeurs au plus deb∈ F16 vérifiantb2 +b = d = a3 +a
puisqu’il s’agit d’une équation de degré 2 sur un corps.
CommeF16 a 16 éléments, la courbeΓ′ contient au plus 2*16=32 points.

2. On introduit le polynôme homogène :

P(X,Y,Z) = X3 +XZ2−Y2−YZ2

Définir un point à l’infiniΩ et une multiplication interne dansΓ = Γ′∪Ω.

Le pointΩ correspond àZ = 0 et doit vérifierP(X,Y,0) = X3 = 0 donc on prendΩ correspon-
dant au point de coordonnées homogènes (0,1,0), le point à l’infini dans la direction de l’axe
desy.

Par analogie avec la partie IV,Ω sera l’élément neutre de la loi.

On remarque que sib est une solution dey2+y = d alorsb+1 est aussi solution dey2+y = d.
Donc la droitex= a∈F16 coupe la courbeΓ en 1 ou 3 points qui sontΩ et éventuellement(a,b)
et (a,b+1) lorsque l’équationy2 +y = a3 +a admet une solutiony = b dansF16. L’inverse de
(a,b) ∈ Γ′ sera donc(a,b+1) (qui est aussi dansΓ′).

L’intersection d’une droitey = mx+ p avecΓ′ est donnée par une équation du 3ème degré sur
F16 donc si elle admet 2 solutions, elle en admet forcément une 3ème. On définit lecomposé
des 2 solutions comme le symétrique de la 3ème.

Finalement la loi * est définie par :
– Ω∗Ω = Ω
– (a,b)∗Ω = (a,b) si (a,b) ∈ Γ′

– Si la droiteAB recoupeΓ enC = (c1,c2), on pose :

A∗B = D = (c1,c2 +1)

– Le casA = B est traité plus bas.

3. Cette loi est évidemment commutative, admetΩ comme neutre et on a(a,b)−1 = (a,b+ 1)
pour tout(a,b) ∈ Γ′.
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4. On se propose de calculer A2 = A∗A pour A= (a,b) ∈ Γ′. On cherche la droite D dont l’inter-
section avecΓ′ admet un point double en A.

(a) Montrer que D a pour équation :

P′
x(a,b)(x−a)+P′

y(a,b)(y−b) = 0

PourA = (a,b) ∈ Γ′ on aP(a,b) = 0, donc :

P(x,y) = P(x,y)−P(a,b)

= P(x,y)−P(x,b)+P(x,b)−P(a,b)

= (y−b)Q(x,y)+(x−a)R(x,y)

en factorisanty−b dansP(x,y)−P(x,b) et x−a dansP(x,b)−P(a,b) (par exemple par
la méthode de Horner). On faisantx= a et en dérivant par rapport ày puis en faisanty= b,
on aQ(a,b) = P′

y(a,b), de mêmeR(a,b) = P′
x(a,b). Finalement :

P(x,y) = (x−a)P′
x(a,b)+(y−b)P′

y(a,b)+P2(x−a,y−b)

où P2 ne contient que des monomes de degré total≥ 2. Donc la droiteD d’équation
(x−a)P′

x(a,b)+(y−b)P′
y(a,b) = 0 et la courbeΓ′ admettent un point double en commun.

On aP′
x(a,b) = a2 +1 etP′

y(a,b) = 1 donc la tangente àΓ′ enA a pour équation :

(a2 +1)(x−a)+(y−b) = 0

ou encore(a2 +1)x+a3 +a+b = y or a3 +a = b2 +b, donc

y = (a2 +1)x+b2

(b) Déterminer les coordonnées de A∗A.

La tangente àΓ′ enA recoupeΓ′ en un point(x,y) qui vérifie :

x3 +x = y2 +y = (a2 +1)2x2 +b4 +(a2 +1)x+b2

On calcule le terme enx2 de cette équation enx, on trouvea4 +1, or c’est la somme des
3 racines, et commex = a est racine double, la troisième racine estx = a4 +1. Il reste à
calculer :

y = (a2 +1)(a4 +1)+b2 = a6 +a4 +a2 +1+b2 = a4 +b4 +1

cara6 + a2 = b4 + b2. La tangente au pointA = (a,b) aveca3 + a = b2 + b coupeΓ′ en
C = (x = a4 +1,y = a4 +b4 +1) donc le pointD intersection deΩC avecΓ′ est le point :

D = A∗A = (a4 +1,a4 +b4)

Donc siA = (a,b) alorsA∗A = (a4 +1,a4 +b4).

(c) En déduire que, pour tout point A deΓ′ on a :

A4 = A−1

On calculeA4 :

A4 = (A∗A)∗ (A∗A) = (a4 +1,a4 +b4)∗ (a4 +1,a4 +b4)
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donc puisque pour touta∈ F16 on aa15 = 1,

A4 = ((a4 +1)4 +1,(a4 +1)4 +(a4 +b4)4)

= (a+1+1,a+1+a+b)

= (a,b+1)

= A−1

(d) En déduire le cardinal deΓ et sa décomposition en produit direct de groupes cycliques.

Γ contientn points avecn≤ 32 etn est une puissance de 5 puisque tous les éléments sont
d’ordre 5, doncn = 1, n = 5 oun = 25.

Posons pourω ∈ F16 :
A = (1,0), B = (ω3,ω9)

On aA∈ Γ car 02 +0 = 13 +1 etB∈ Γ carω18+ω9 = ω9 +ω3 puisqueω15 = 1.

On a :
A = (1,0), A∗A = (0,1), A∗A∗A = (1,0)∗ (0,1) = (0,0)

A∗A∗A∗A = (0,1)∗ (0,1) = (1,1), A∗A∗A∗A∗A = Ω

DoncB n’est pas une puissance deA. Doncn = 25 et les 25 èléments sont :

Ω,A,A2..A4,B,B∗A..B∗A4, ....B4,B4∗A.B4∗A4.

AvecXcas, on définit l’ensembleK des éléments du corpsF16 :

F16 :=GF(2,4,[’t’,’F16’]);
w :=F16(t);

K :=append(seq(w^k,k,1,15),F16(0)) :;

On tape pour avoir les valeurs dea3 +a poura∈ F16 :

La :=seq(K[k]^3+K[k],k,0,15)

On obtient :

[F16(t^3+t),F16(t^3+t+1),F16(t^3+t^2+1),F16(t^3+t),
F16(t^3+t),F16(t^2+t+1),F16(t^3),F16(t^3+t+1),F16(t^2+t),

F16(t^3+t+1),F16(t^2+1),F16(t^3+t^2),F16(t+1),
F16(t^3+t^2+t+1),F16(0),F16(0)]

On tape pour avoir les valeurs différentes dea3 +a poura∈ F
∗
16 :

A :=set[op(La)];
size(A);

On obtient 11 valeurs différentes :

set[F16(t^3+t),F16(t^3+t+1),F16(t^3+t^2+1),F16(t^2+t+1),
F16(t^3),F16(t^2+t),F16(t^2+1),F16(t^3+t^2),

F16(t+1),F16(t^3+t^2+t+1),F16(0)]

Pour chacune de ces valeursa l’équationy2 +y = a a-t-elle des solutions ?

On tape pour avoir les valeurs deb2 +b pourb∈ F16 :

Lb :=seq(K[k]^2+K[k],k,0,15)

On obtient :
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[F16(t^2+t),F16(t^3+t^2+1),F16(t^2+t+1),F16(t^2+t+1),F16(1),
F16(t^3+t^2),F16(t^3+t+1),F16(t^3+t^2),F16(t^3+t^2+1),F16(1),
F16(t^3+t),F16(t^2+t),F16(t^3+t+1),F16(t^3+t),F16(0),F16(0)]

On tape pour avoir les valeurs différentes deb2 +b pourb∈ F16 :

B :=set[op(Lb)];
size(B);

On obtient 8 valeurs différentes :

set[F16(t^2+t),F16(t^3+t^2+1),F16(t^2+t+1),F16(1),
F16(t^3+t^2),F16(t^3+t+1),F16(t^3+t),F16(0)]

Comme 2*8=16 cela prouve que dansF16 l’équation eny, y2 +y = d n’a pas de solutions
doubles (on peut aussi le voir en faisant la somme des racines).

On tape pour avoir les valeurs communes dea3 +a et deb2 +b poura∈ F
∗
16 etb∈ F16 :

C := A intersect B;
size(C);

On obtient 7 valeurs différentes :

set[F16(t^3+t),F16(t^3+t+1),F16(t^3+t^2+1),F16(t^2+t+1),
F16(t^2+t),F16(t^3+t^2),F16(0)]

On compte le nombre de solutions dansF16 de l’équation enx, x3+x = d lorsqued ∈La.
On tape :

seq(count_eq(C[p],La),p,0,6)

On obtient[3,3,1,1,1,1,2]. Les 7 valeurs différentes dea3 + a sont donc obte-
nues pour 3+3+1+1+1+2=12 valeurs dea lorsquea∈ F16, à chaquea correspond alors 2
valeurs deb, ce qui nous donne bien 24 éléments dansΓ′ et Γ contient 25 points.

Remarques
– 3 indique que l’équation enx, x3 +x = d lorsqued ∈La a 3 racines distinctes,
– 2 indique que l’équation enx, x3 + x = d lorsqued ∈La a 3 racines dont une racine

double,
– 1 indique que l’équation enx, x3 +x = d lorsqued ∈La a 1 racine simple ou 1 racine

triple.
On peut écrire le programme qui va calculerA∗B pour 2 éléments différentsA = (xa,ya)
etB = (xb,yb) deΓ.

Équation de la droiteAB :

(ya+yb)∗x+(xa+xb)∗y+xa∗yb+xb∗ya= 0

sixa 6= xbalorsxa+xbest inversible. Son inverse est :(xa+xb)14 puisque(xa+xb)15= 1.
Donc

y = (xa+xb)14∗ ((ya+yb)∗x+xa∗yb+xb∗ya)

Donc le coefficient dex2 lorsque l’on a remplacéy en fonction dex dansx3 + x+ y2 + y
est :

(xa+xb)28∗ (ya+yb)2 = (xa+xb)13∗ (ya2 +yb2)

On axa,xb,xcvérifient :

x3 +(xa+xb)13∗ (ya2 +yb2)∗x2 + .... = 0
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La somme des racinesSvérifie :

S= (xa+xb)13∗ (ya2 +yb2)

donc
S= xa+xb+xc= (xa+xb)13∗ (ya2 +yb2)

donc

xc = (xa+xb)13∗ (ya2 +yb2)+xa+xb

yc = (xa+xb)14∗ ((ya+yb)∗xc+xa∗yb+xb∗ya)

xd = xc

yd = yc+1

si xa== xbavecya 6= ybalorsetoile(xa,ya,xb,yb) = Ω
On tape pour définir la loietoile de 2 éléments deΓ en notantΩ infinity :

// F16:=GF(2,4,[’t’,’F16’])
// xa et ya sont dans F16 par ex xa:=F16(w^3) ...
estdansgamma(xa,ya):=(xa^3+xa+ya^2+ya==0);

// a:=[xa,ya] b:=[xb,yb] ou xa,ya,xb,yb sont dans F16
etoile(a,b):={
local xa,xb,ya,yb,xc,yc;
if (a==infinity and b==infinity) return infinity;
if (a==infinity) {
if (estdansgamma(op(b))==0) return "b pas dans gamma";
return b;

}
if (b==infinity) {
if (estdansgamma(op(a))==0) return "a pas dans gamma";
return a;

}
xa:=a[0]; xb:=b[0]; ya:=a[1]; yb:=b[1];
if (estdansgamma(xa,ya)==0) return "a pas dans gamma";
if (estdansgamma(xb,yb)==0) return "b pas dans gamma";
if (xa!=xb) {
xc:=(xa+xb)^13*(ya^2+yb^2)+xa+xb;
yc:=(xa+xb)^14*((ya+yb)*xc+xa*yb+xb*ya)+F16(1);
return [xc,yc];

}
if ((xa==xb) and (ya==yb)) {
xc:=xa^4+F16(1);
yc:=xa^4+ya^4;
return [xc,yc];

}
return infinity;
}:;

On tape :
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u :=[F16(1),F16(0)]
v :=[w^3,w^9]

On sait que :u est dansΓ et que :v est dansΓ.

On tape pour avoir les 25 éléments deΓ :

G:=seq(seq(etoile(
puissrapide(u,k,etoile,infinity,0),
puissrapide(v,j,etoile,infinity,0)

),k=1..5),j=1..5):;
G:=[G];

On obtient :

[[F16(t+1),F16(t^3+t^2+t)],[F16(t^3+t^2+t),F16(t^2+t+1)],
[F16(t^3+t+1),F16(t^3+t^2)],[F16(t^2),F16(t^2+t+1)],

[F16(t^3),F16(t^2+1)],[F16(t^3+t),F16(t^2+t)],[F16(t^3+1),
F16(t^3+t^2)],[F16(t^3+t^2+t+1),F16(t^3)],[F16(t^2+1),
F16(t)],[F16(t),F16(t^3+t^2)],[F16(t^2+1),F16(t+1)],

[F16(t^3+t^2+t+1),F16(t^3+1)],[F16(t^3+1),
F16(t^3+t^2+1)],[F16(t^3+t),F16(t^2+t+1)],[F16(t),
F16(t^3+t^2+1)],[F16(t^2),F16(t^2+t)],[F16(t^3+t+1),

F16(t^3+t^2+1)],[F16(t^3+t^2+t),F16(t^2+t)],
[F16(t+1),F16(t^3+t^2+t+1)],[F16(t^3),F16(t^2)],
[F16(1),F16(0)],[F16(0),F16(1)],[F16(0),F16(0)],

[F16(1),F16(1)],infinity]

On tape :

size(set[op(G)])

On obtient :

25

5. Indiquer brièvement comment implanter un système de cryptographie du type de celui de la
partie II à l’aide deΓ.

Comme on n’a que 25 éléments pour coder les 26 lettres de l’alphabet, on peutconvenir de dire
que :A sera codée par 0,B sera par 1, ..., les lettresV etW seront codées par 21,X sera codée
par 22, les lettresI etY seront codées par 7,Z par 23, l’espace sera codé par 24.
Les éléments deG seront indicés par 0..24. On écrit la fonction de codagelettre2n qui
convertit une lettre majuscule en un entier entre 0 et 24 et de décodagen2lettre qui convertit
un entier entre 0 et 24 en une lettre majuscule :

lettre2n(a):={
local c;
c:=op(asc(a));
if (c==32) return 24;
if (c<87) return c-65;
if (c==87) return 21;
if (c==88) return 22;
if (c==89) return 7;
if (c==90) return 23;

}:;
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n2lettre(n):={
if (n<22) return char(n+65);
if (n==24) return " ";
if (n==22) return "X";
if (n==23) return "Z";

}:;

Puis on écrit la fonction qui code une lettre par un élément deG :

//a est un caractere majuscule
lettre2G(a,G):={
local c;
c:=lettre2n(a);
return G[c];

};

On suppose le groupeG ainsi que les élémentsπ et α de G connus de tous. On garde secret
l’entier e et α = πe. AvecXcas π sera notépii, e sera notéex et α sera notéalpha, par
exemple :

pii :=G[10]
ex :=3

alpha :=puissrapide(pii,ex,etoile,infinity,0)

La fonction fα , notéefalpha sera définie par :

// tau est un element de G par exemple tau:=lettre2G("A",G)
// falpha(k,tau) renvoie une matrice 2*2 d’elements de F16
falpha(k,tau):={
local a;
return [puissrapide(pii,k,etoile,infinity,0),

etoile(puissrapide(alpha,k,etoile,infinity,0),tau)];
}:;

La fonctionφe sera alorsphie :

// a et b sont des elements de G
//inva:=a^(5-ex) est l’inverse de a^ex car a^5=1
phie(a,b,ex):={
local inva;
ex:=irem(ex,5);
inva:=puissrapide(a,5-ex,etoile,infinity,0);
return etoile(inva,b);

}:;

Voici enfin la fonction de codage d’une chaine de caractères :

//s est une chaine de caracteres majuscules
//on choisit k de facon aleatoire
codage(s,G):={
local L,n,j,k,f;
L:=[];
n:=size(s);
for (j:=0;j<n;j++){
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k:=rand(25);
f:=falpha(k,lettre2G(s[j],G));
L:=append(L,f);
}
return L;

};

et la fonction de décodage :

//indice d’un element tau de G
indice(tau,G):={
local n,k;
n:=size(G);
k:=0;
while (tau!=G[k]){
k:=k+1;
}
return k;

}:;

//decodage d’une liste L envoyee par la fonction codage
//ex et l’element tenu secret
decodage(L,ex,G):={
local n,j,M,tau,k,a,b;
M:="";
n:=size(L);
for (j:=0;j<n;j++){
a:=L[j,0];
b:=L[j,1];
tau:=phie(a,b,ex);
k:=indice(tau,G);
M:=M+n2lettre(k);
}
return M;

}:;

On reprend l’exemple de la partie I, on tape

message :=codage("COGITO",G)

on obtient une "matrice" de couples deF16 que l’on peut décoder en tapant :

decodage(message,ex,G)
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