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Les 4 premiéres parties sont largement indépendantes

1 Partiel

Soit G un groupe multiplicatif de cardinal fini N N*.

1. Justifier le fait que 8~ est I'inverse de a dans G.
Sia=1c’est évident.
Soita # 1.
LesN+1 éléments Ja,a%...aV 1, aN sont danss, donc il existep etq vérifiant 0< p< g <N
tel queaP = ad c’est a dire, il existe & h=qg— p < N tel quea" = 1.
Le sous groupe engendré @aest donc d’ordrdr. On sait que I'ordre d’un sous groupe divise
I'ordre d’un groupe donb diviseN c’est & direN = kx h aveck € N* doncal = (a")k = 1. On
montre ainsi qua™N~! est I'inverse de dansG.

2. On écrit la décomposition de N1 en base 2 sous la forme :
ko
N-1= Z)xiz', ke N,x € {0,1} pour i€ [0,k],x # O.
i=

On considére les suites finiés ) o<i<k+1 €t (bi)o<i<k+1 définies par :
ap=1bp=a, pouric[0k, a1=ab b =b’

(a) Démontrer que g, 1 est I'inverse de a dans G.
Ona:

a1 = ad
a = a1bg1?

dp = alb’f
a = aghy
Donc puisqueag =1, bp=aet b,; =b’ona:
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-1
Supposongy, = a0 +21+-2 %1 gth, = a®), alors :

ap;1 = aphy® = o2+ 2P Xp 1 5(2P) %P _ X0+ 2xa+..2P%p
On a donc montré par récurrence que :

k _
A1 = axo+2x1+“.2 X a.N 1

(b) En déduire un algorithme de calcul de’aet préciser son codt dans le pire des cas.
On écrit tout d’abord nver sGune fonctionXcas qui traduit I'algorithme :

/lcalcul |I"inverse de a dans un groupe nult de cardinal N
invers@a, N :={

| ocal b, x, N1;

N1: =N-1;

b: =a;

a: =1,

whil e (N1!'=0) {
x:=irem(NL, 2);
N1: =i quo( N1, 2);

a: =a*b”x;
b: =b"2;

}

return a;

}

Dans ce programme, le probléme est que I'on utilise une fonction puissasqadd’ex-
posant est 0,1 ou 2. Il est donc préférable de ne faire que des muttipieat d'écrire
i nverseG:

[lcalcul |I"inverse de a dans un groupe nult de cardinal N
nverse a, N) : ={
| ocal b, N1,
N1: =N-1;
b: =a;
a: =1;
while (N1!=0) {
if (irenm(NL, 2)) a:=a*b;
b: =b*b;
N1: =i quo( N1, 2);
}
return a;

}

i nver se a, n) est en fait le calcul dans un grou@emultiplicatif dea™ 1. On peut
écrire plus généralement, lorsqBeest le groupe des éléments inversibleZdeZ ayant
n = eulerp) éléments, la fonctiopui ssmod( a, k, p) qui calculeak mod p (c’est la
fonction interngpowrod de Xcas) :

pui ssnod(a, k, p): ={
| ocal b;
b: =a;



a: =1;

k:=irem(k,euler(p));

while (k!=0) {

if (iremk,?2)) a:=irema*b,p);
b: =i rem(b*b, p);

k: =i quo(k, 2);

}

return a;

}

Sion ne tient pas compte du calculideen( N, 2) etdei quo(N, 2) et, si on faitk fois
la boucle, on fait 2 k multiplications dans le pire des cas lorsque-1 =21 —1 j.e.
lorsquek = log,(N) — 1, donc

On fait 2xlog,(N) — 2 multiplications.
Pour ne pas avoir dans la suite du probléme a réécrire une forpiioesance pour
chaque group®&, on va écrire une fonctiopui ssr api de qui calculeak avec comme
parameétres un élémeatdu groupeG, k un entier,mul t le nom de la loi multiplicative

utilisée danss, uni t l'unité de G, etor dr e le cardinal deG s'il est connu ou 0 s'il ne
I'est pas (en effet danscas, i r en( n, 0) =n).

pui ssrapide(a, k, mult,unit,ordre): ={

| ocal b;
b: =a;
a:=unit;

k:=irem(k, ordre);
while (k!=0) {
if (iremk,2)) a:=nult(a,b);

b: =mul t (b, b);
k: =i quo(Kk, 2);
}
return a;

}

Ainsi, pour chaque valeur dp, par exemplep = 71, on définit la loi de multiplication
dansZ/pZ :

mul t rod71(a, b) :=irema*h, 71) ;

On tape pour calculer, par exemple/#dansZ /71
mathbbz:

pui ssrapi de(47, 750, mul t nod71, 1, 0)

Ou on tape puisque 'ordre du groupe multiplicatif g7 1
mathbbZest 70 :

pui ssrapi de(47, 750, nul t nod71, 1, 70)
Ou on tape :
pui snmod(47, 750, 71)
ou encore avec la fonction interne ®eas :
powrod( 47, 760, 71)
On obtient :



32
On tape pour calculer, par exemplé! 8ansZ/1487

mul t rod148(a, b) :=irema*b, 148) ;
pui ssrapi de(5, 71, nul t rnd148, 1, 0)

Ou on tape :
pui smod( 5, 71, 148)
On obtient :
89

3. Exemple avec G le groupe des éléments inversibl&s/ 487

(a) Déterminer le cardinal N de G.

(b)

(©)

a < G estinversible sa est premier avec 148 4« 37.

G estdonc I'ensemble des éléments impairs de 1 & 147 auxquels on enle@37-di11.
N vaut donc 74-2=72.

On vérifie avec la commandrul er de Xcas éul er (148) renvoie 72).

Démontrer que 5 est un élément de G et déterminer son inverse parttieaeéde la
question 1.2.

5 est premier avec 148 donc 5 est inversible.

On tape pour calculer’d 1 :

pui ssnod(5, 71, 148)

Ou on tape :
pui ssrapi de(5, 71, nmul t nrnd148, 1, 72)
On obtient :
89
On vérifie :
89*5=445=4*148+1
Donner une autre méthode pour calculer cet inverse.

Puisque 5 et 148 sont premiers entre eux, on sait, d’apres l'identitézbeiBu’il existe
des entiers relatifa etv tels que 5 u+ 148«xv = 1.
On tape :

i egcd(5, 148)
On obtient :
[-59, 2, 1]
On adonc-59%5+2x148=1 et comme-59+148=89on a:

89x5—-3x148=1

ainsi I'inverse de 5 est 89 dafis'1487.



2 Partiell

SoientrT un élément d’'un groupe multiplicatif G, e un entier relatifeet= ®. On considere
I'application f, deZ x G dans G définie par §(k, 1) = (1, Ta).

1. (a) Exhiber une fonctiom de & dans G, ne dépendant que de e et vérifiant :
V(k,T)eZxG 1=@0fy(k 1)

Ona:

(m,1a) = (1, 1(1®)¥) = (", 7(11)°)

Pour(a,b) € G2, on pose :
@(a,b) = bx (a®) 1

ou (a®)~! désigne l'inverse de® dansG. On a ainsi :

@0 fa(k, T) = %(nk7 T(nk)e) =T

(b) On suppose G gt connu de tous. La personiegarde secret e et rend public = r° et
fq.
On cherche une procédure permettant a chacun d’envoy®rua message crypté sous
la forme d’éléments de G telle que la connaissance de e suffise a retrouver le message
initial.
Justifier le fait que sA recoit la suite(An, tn) = fq (Kn, Tn) avec(kn, Tn) € (Z,G) alors A
peut décrypter cette suite graceg
Pour coder le messageil suffit de connaitrear et 71 : on calcule et on envoié, (k, 1)
pour unk que I'on choisit arbitrairement. La personne qui recoit le message itomna
donc connaitg. Elle est donc capable de calculgwo fy (k, T) = T donc de connaitre le
message.

2. Dans cette question G est le groupg, du corps a 29 eléments et les nombres 2 eta = 18
sont supposés public.
Chaque associé sait que les entiers (1,2...26,27,28) modulo 29 représkrsecaractéres
(AB..Z," ")) (27 représente I'espace et 28 représente le poinfinlele phrase.)

(@) Sachant qué décrypte son message en calculattmod 29orsque ac (1,2...26,27,28),
conjecturer la valeur de e et la contréler gracena

Pour décrypter le message, il faut savoir calculer I'inversa®dansF;q lorsquea appar-
tienta (1,2...26,27,28).
G a 28 élements dore?® = 1 mod 29 donc puisqua?® = a1 = al’xa'l = 1 mod 29
on peut penser que= 11
On vérifie, pour cela on calcule® = 2! mod 29 et on tape :

pui ssnod(2, 11, 29)
On obtient :

18

ce qui donne bien la valeur de

(b) Décrypter le message suivant (on donne la suite des co(plesi)) :
(16,17),(18,24),(28,22),(17,21),(23,23),(24,8).
Pour décrypter un message on écrit les fonctions servant au décodage
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— decod28( p) quiaunnombre entre 1 et 28 retourne le caractére correspondant.

— decode( a, b) qui est la fonctiong ou encoreb xal’ dansFs,,

— decodel (L) quidécode une liste de couples, représentés par une liste de 2 éléments,
autrement dit une matrice a 2 colonnes.

decod28(p): ={

| ocal r;

r:=iremp, 29);

if (r==0) return "erreur";

if (r<27) return char(p+64);
if (r==27) return char(32);
return char(46);

Yoo

decode(a, b): ={
return iremb*powrod(a, 17, 29), 29);
Ho

decodel (L): ={
local s, M
s:=size(L);
M =NULL,;
for (k:=0;k<s; k++) {
M = M decod28(decode(op(L[K])));

}

return M
i
Puis on tape :

L :=[[16,17],[18,24],[28,22],[17,21],[23,23],[24,8]]
decodel (L)
On obtient :
["c,"o,"G, ", T, "0
3 Partielll

Dans cette partie le corps de base est le corpsHigia 16 éléments, unique a un isomorphisme
pres.

1. (a) Comment peut-on construifgg?
Pour construiréf,5, on considére les polyndmes a coefficients dadp2Z modulo un
polynéme irreductible a coefficients dafg2Z de degré 4F;5 est donc composeé de qua-
druplets de nombres valant 0 ou 1 et représentant un polyndome deJdage@efficients
dansz/27.
On choisit donc un polyndmB[X] de degré 4 et irréductible daiy/'27Z et on identifie
Fia(Z/2Z)[X]/P[X]
Avec Xcas, on tape :

F16 :=GF(2,4,['t’,  F16'])
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(b)

(©)

(d)

ce qui définit le corp$16, la variablet sert a représenter les polyndmes a coefficients
dansZ/27. On obtient :

GF(2,t M+t 7341, [t, F16], undef)

ce qui signifie que Xcas utilise comme polynéme irréductible t3 + 1 (c’est le méme

gue celui du sujet, sinon il aurait fallu spécifier le polynédme irréductiblésthars de la

construction du corps par l'instructideF). Ainsi F16(t ~4) renvoieF16(t *3+1), et

F16(t~5) renvoieF16(t A3+t +1) obtenus par division euclidienne deAg27 det*

out® part*+t3+1

Démontrer que le groupe multiplicatif;; est formé des puissances successives d'un élé-

mentew vérifiantw* 4+ w* +1=0.

On cherche 'ordre du groupe engendré pee Fig(t) c’est-a-dire des restes depar

t*+13+ 1. Comme on sait que I'ordre du groupe multiplicatif; est 15, cet ordre est un

diviseur de 15, donc 5 ou 15 (visiblement ce n’est pas 1 ni 3!). Onulmttonc le reste

det® part*+t3+1, ce nest pas 1 dorw est bien d’ordre maximal 15.

Remarques :

— linstruction GF de Xcas renvoie toujours un polynéme irréductible primitif, c’est-a-
dire que I'ordre du groupe engendré past I'ordre du groupe multiplicatif.

— Pour former=16, on rajoute a ces 15 eléments, I'élémEa6( 0) qui est le zéro de
Fie.

Démontrer quew, w?, w*, w® sont les racines du polyndmé % X2+ 1 danslFe.
En caractéristique 2, I'applicatiap(x) = x? vérifie (x+y) = @(X) + @(y), donc :

P(P(X)) = o(X*+ X%+ 1) = (X*) + 9(X*) + 1= @(X)* + 9(X)* + 1 = P(¢(X))

Donc, commaew est racine d® = X*+ X3+ 1, il en est de méme dg(w) = w?, (w?) =
o, o(w?) = Wb,
Avec Xcas on tape :
w : =F16(t)
P(x) :=x"4+x"3+1
seq(P(w*(2”k)), k, 0, 3)
On obtient :
[ F16(0), F16(0), F16(0), F16(0)]
Démontrer que la familléw, w?, w*, w?) est une base d&;g surF».

On aw* = w3+ 1 et comme la somme des racinesxfe+ X3 + 1 vaut 1, on en déduit
quew® = 1+ w+ w?+ w* = w+ w? + wd. On écrit en ligne les coordonnées de cette
famille dans la base canoniquedd, w?, w?, on trouve

0

o O
= O O
O PFr O
= OO

On échange la ligne 3 et la ligne 1, puis on ajoute a la ligne 4 les lignes 2 et 3 adatlign
pour obtenir une matrice triangulaire.

Avec Xcas, on peut utiliser I'instructionr ef ( M2) ouMdésigne la matrice ci-dessus.



On peut aussi faire un raisonnement un peu plus général : la famille anledonbre
d’éléments, il suffit de montrer que c’est une famille libre. Soit

aw+bw?+cw* +dw? =0

une relation linéaire oa,b,c.d € Z/2 est non identiquement nul. On applique a cette
relation ¢ qui est linéaire sur |&/2-espace vectoridfig, puis a nouveaw et @. On
obtient un systéme linéaire de 4 équationsagiic,d subissent une rotation, en faisant
la somme des 4 équations, on montre gueb+ c+d est nul. Donc le nombre de 1 est
pair. Il ne peut valoir 4 (la somme des racines est 1), ni 2 (les racimeglstinctes 2 a
2), donc vaut 0.

2. (a) Soit ac F16. Résoudre danB¢ I'équation ¥ = a, en discutant selon les valeurs de a.

(b)

On sait que pour tow € F}, on ax'® = 1 donc six® = aadmet une solution, aloes = 1
dont les solutions sont les®™ pourk = 0,1,2. Les racines de I'équatia? = w® sont
w3 pourl =0,1,2,3,4.

Démontrer qu'il existe quatre élémentss F1g tels quey, y2, y*, V2 est une base dBig
surF; telle que le produit de 2 de ses éléments appartient a la base ou est égal a 1
Expliquer rapidement pourquoi les calculs ddhg sont plus faciles dans une telle base.
On choisit 'une des 4 solutions différentes de 1xéle- 1 comme valeur de, en effet si
y’=1avecy#1lonay*+y3+y2+y+1=0.0Onaalors:

W=y =
w=y =1
W=y =
VV=y =y
Vye=y? = 1
VE=y2 =

Siy +# 1 est solution de® = 1, y2, y*, 2 sont les 3 autres solutions se= 1 différentes
de 1 puisquéy")® = 1 quelque soib. On peut démontrer comme ci-dessus qu'ils forment
une famille libre. On peut aussi faire le calcul, par exemple=siw® on a:

y=t3, V=t24+t24+t+1, y=t+1, yP=t>+1

sont les solutions de® = 1 différentes de 1. On montre facilement qtiet® 4 t2 4t 4
1,t2 4+ 1,t + 1] forment une base dee puisque ils sont indépendants et au nombre de 4.

La multiplication est plus rapide dans la basg?, y°® = y2, y* car

1=y 4y +V+y

on peut donc faire la multiplication avec un algorithme semblable a celui utilisélesec
entiers écrits en base 10.
On écrit le programmeul ti (a, b) quirenvoie les coefficients du prodait b dans la
basey, y?, v, y* lorsquea etb sont des éléments d& g donnés par tous leurs coefficients
dans cette base :
mul ti(a, b):={

local c,ci,k,j,p,u;

c:=[1;



for (j:=3;]>=0;j--){
ci:=[0];
for (k:=3;k>=0;k--){
ci : =prepend(ci, (a[k] and b[j]));
}
for (p:=0;p<=3-j;p++){
ci:=append(tail (ci), head(ci));
}
u: =ci[4];
for (p:=0;p<4; p++){
ci[p]:=ci[p] xor u;

}

ci[4]:=0;

c: =append(c,nm d(ci,0,4));
}

for (j:=3;j>0;j--){

for (k:=3;k>=0;k--){
c[j-1,k]:=c[]j,k] xor c[j-1,K];
}

}

return c[O0];

}

On tape par exemple :
multi([1,0,1,1],[0,1,1,1])

On obtient :

[0,0,0,1]
ce qui veut dire que :

VP +9 (VP +V¥+y)=v

On vérifie en tapantc( : =w" 3 représent®) :

c :=wW'3;

(cn4+cnh2+c) *(cN3+ch2+C)

On obtient :

F16(t"3)
Remarque: le plus efficace (pour des corps de cardinal petit), c'est de cosléidenents
du corps par I'exposant d® ou par 15 pour §,, (représentation dite multiplicative). La
multiplication est alors triviale : si 'un des arguments vaut 15, on renvojesihbn on
renvoie la somme des exposants modulo 15. Pour I'addition, il faut d’gbasder en
représentation additive, ou I'élément du corps est codé sur un entiéibite, chaque
bit représentant une coordonnée dans la kasev?, w,1. En effet, en représentation
additive, I'addition se code par un ou exclusif. Le passage entre lesrdprésentations
se fait par I'intermédiaire d’'une table calculée une fois pour toutes (la tebbalsule
uniguement avec des opérations de décalage et de ou exclusif avatarser 5 bits
représentant le polyndme minimal dg dans notre ca@b11001).
Par exemple, en représentation multiplicatisg, et w* sont représentés respectivement
par 5 et 4. Leur produit est® représenté par & 544 (mod 1)5. Pour trouver leur



somme, il faut passer en représentation additive, dans lacvase?, w, 1, I'élémentcw®
est(1,0,1,1), soit0b1011 en base 2, I'élémemb* est(1,0,0,1), soitOb1001 en base 2,
donc la somme de® et w* estbi t xor (0b1011, 0b1001) = 0b0010, c’est donc
w, repisenté par 1 en représentation multiplicative.

Ceci se généralise en caractéristique 2, on utilise d’ailleurs soliygntar I'élément du
corps est alors représenté par un octet.

4 PartielV

Une cubique sur un corpgk est 'ensemble des points M (x,y) € K2 annulant un polynéme P
non nul du 3ieme degré en X etY a coefficients dans
Cette partie étudie quelques cubiques particulieresiur

1. Dans cette question, on prend la cubigueéfinie par le polynéme :

P=X3-Y eR[X,Y]

(a) Latracer a main levée.

(b)

Avec Xcas, on tape :

pl ot (x"3)
On obtient le graphe dé qui est 'ensemble des poinié = (x,y) € R? tel quey = x°.
e is00
xO

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
On démontre facilement que- > x3 est une bijection d& dansR et quel” admet le point
(0,0) comme centre de symétrie.

Démontrer que toute droite coupeen exactement 1 ou 3 points en comptant leur multipli-
cité éventuelle et que lorsqu’il y a 3 points d’intersection notés (ka,ya), B= (Xs,Ys),
C=(xc,yc)ona:xa+xg+x =0.
Les points d’intersection deavec la droite d’équationux-+ vy-+w = 0 ont des abscisses
qui vérifient :

ux+we+w=0
L’équation erx, vx2 4 ux-+w = 0 est une équation du troisiéme degré a coefficients réels.
Cette équation admet donc soit 1 racine réelle et 2 racines complexesweggugoit 3
racines réelles en comptant leur multiplicité éventuelle.
On remarque que le terme ef a un coefficient nul donc la somme des racines vaut
0 et donc lorsqu’il y a 3 racines, il y 3 points d'intersecti@n= (xa,ya), B = (xg,Y¥s),
C=(xc,Yc) etonaxa+xg+x =0.
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(c) On noteQ le point (0,0) dd". Pour tout couple de pointdA, B) del", on note d la droite
passant par A et B (ou la tangente en A si=M) et on considére le point € ' Nd.
On définit A B comme étant le point d’intersection Beavec la droiteQC (ou avec la
tangente ef2 siQ =C).

Démontrer quél, x) est un groupe isomorphe(®&,+).
La droited passe paA et parB donc recoupé en un troisieme point dont I'abscisse

Xc vaut :

Xc = —(Xa+Xs)
PuisqueQ est un centre de symétrie poluy la droite QC coupel’ au pointD = Ax B
d’abscisse :

XaB =Xp = —Xc = (Xa+Xg)

Soit f la projection des points desur I'axe dex c’est a dire I'application dél", ) dans
(R,+) définie par :f (M) = xu pour toutM € T.

On vérifie quef est bijective, en effet sod € R alors il existe un seul poira deT tel
quef(A) =a: c’est le point de coordonnéasa®. De plus :

f(AxB) = f(D) = xp = X+ xg = f(A) + f(B)

Donc f est un isomorphisme du groufie, ) sur(R,+) puisquef est bijective et vérifie
f(AxB) = f(A)+ f(B).
2. Reprendre la question 1/ pour X3 —3XY — 1 € R[X,Y] etQ = (0,1) en précisant & quel
groupe usuel est isomorpHE, «) dans cet exemple.
Le graphe dé dex® — 3xy— 1 =0 admet 'axe deg comme asymptote et admet une branche
parabolique de direction I'axe dgs

En effet, six£0 on a
ox3-1 ¥ 1
YT T3 &
donc, lorsque x tend vers 0 aloygend vers l'infini et lorsque x tend vers l'infini aloystend
vers l'infini ety/x tend vers l'infini.

Avec Xcas, on tape :

G :=plot((x"3-1)/(3x),x=-3..3);
af fi chage(poi nt(1,0), poi nt_w dt h_3+rouge) ;
d :=tangente(G 1) ;

Le point (1,0) appartient B et la tangente en ce point au graphedest la droitey = x — 1.
Toutes les droites sauf 'asymptote- 0 coupent le graphe deen 1 ou 3 points, les verticales
x = a coupentl” en 1 seul point et les droitegs= ax+ b coupentl" en un ou trois points
M = (x,y) d'abscisse vérifiant :

x2—3ax¢ —3bx—1=0

On remarque que le produit des racines de ce polyndme est indépetedargt b. Donc,
lorsgu’une droite coupe le graphe @e&n trois pointsA = (Xa,Ya), B= (Xg,ys) €tC = (X, Yc)
ona:

XaXXg XX =1

Si C est confondu aveg, la droite QC est la tangente ef d’'équationy = x— 1 etD est
confondu ave®.
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Cherchons l'intersection de la droi€@C avecl lorsqueC # Q i.e. lorsquexc # 1. La droite
QC coupel enQ,C etD = AxB. Les abscisses de ces points d'intersection vérifient :

IxXexxp=1
et on sait quexa x Xg X Xc = 1, donc
XasB = Xp = 1/Xc = Xa X X8

On note toujourd la projection des points de sur I'axe des, c’est une bijection d€ sur
R* car pour touta € R* il existe un seul poinA de " vérifiant f(A) = a: c’est le point de
coordonnéesa, (a® —1)/(3a)). De plus

f(A%B) = xa x Xg = f(A) x (B)

Donc f est un isomorphisme du grougE, =) sur (R*, x) puisquef est bijective et vérifie
f(AxB) = f(A)f(B). Donc(I',*) est un groupe isomorphe(R*, x).

3. On étudie dans la suite des cubiques du plan projectif. Au polyndme P d& 3legn associe
le polynéme homogéne :

P(X,Y,2)=Z3P(X/Z2,Y/Z)

I" est alors I'ensemble des points du plan projectif dont les coordonrgresdenesX,Y,Z)
vérifientP(X,Y,Z) = 0.
Démontrer que que l'intersection dieavec toute droite du plan projectif est constituée d’exac-
tement 1 ou 3 points en comptant les multiplicités éventuelles.
Une droited du plan projectif a pour équatiarX + vY +wZ = 0 avecu, v,w non tous nuls donc
'une des coordonnées s’exprime en fonction des deux autres ditdleariarincipales, donc
les variables principales des points d'intersectiordg de la cubique vérifient une équation
homogéne de degré 3 donc cela donne 1 ou 3 couples de variablesglaaaplutions donc 1
ou 3 points d’'intersection.

4. Soit P=y* —y?>—x2 etP=Y3-Y%Z - X?Z.

(a) Soit y la courbe d’équation Y—y? — x? = 0 privée du point (0,0). En choisissant un
paramétrage dg (par exemple en coordonnées polaires) étudier cette courbe et la,trace
en précisant I'allure des branches infinies si il en existe. On ne deepad les points
d’inflexion.

Puisque(0,0) est excluy? + x? # 0 ety # 0, en effet sy = 0 et siy® — (y>+x%) = 0 alors
x=0.

De plus on voit que est situé dans le demi-plgr> 1 (puisquey® > y?) ety est symétrique
par rapport a I'axe deg

On a en coordonnées polaires- r cog0),y = rsin(@) pour 6 €]0, i, donc

Y — (P +x2) =r3sin(8)2-r2 =0
Puisque # 0, on en déduit un paramétrage yden coordonnées polaires :
r=1/sin(8)%, pourd €]o,

On peut aussi trouver un un paramétrageyda coordonnées parameétriques en posant
pourt € R, x=ty. On a alors puisqug+# 0 :

Y- (Y +x) =y (y— (1+19)) =0 = y=(1+t7)
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Donc un paramétrage desn coordonnées paramétriques est :
x=t(1+1%),y= (1+1t?) pourt € R

Pour I'étude de la courbe en coordonnées polaires, il suffit de preéhd]0, 11/2] et de
compléter par la symétrie d’axe I'axe dgs
Pour étudier les branches infinies, en coordonnées polairtsy tendent vers l'infini
quand® vers 0. On a alorg/x = tan(8) qui tend vers 0 quan@ vers 0. Doncy admet
donc une branche parabolique de direction I'axexdes
On a donc deux branches paraboliques de direction I'axe.déss deux branches para-
boliques sont symétriques par rapport a I'axe ylescorrespondent au tracé de la courbe
guand® tend vers 0 pour l'une et au tracé de la courbe guatehd verst pour l'autre.
Pour I'étude de la courbe en coordonnées paramétriques, il suffieddnat > 0 carx est
une fonction impaire ehety est une fonction paire emLa courbe est donc symétrique
par rapport a I'axe deg Pour étudier les branches infinies, en coordonnées paramétriques,
on fait tendre vers plus I'infini alorsx ety tendent vers plus I'infini eg/x = 1/t tend vers
0. Doncy admet donc deux branches paraboliques symétriques de directiondsxe d
Avec Xcas, on tape en coordonnées polaires :
pl ot polar(1/sin(t)”3,t,0,pi)
Ou en en coordonnées paramétriques :
pl ot paran( (1+t"2)*(t+i),t)

(b) Dans la suite de la question 4, on considere dans le plan projectif la cubigiquation
Y3 —Y?2Z —X?Z =0, privée du point (0,0,1).
On choisitQ = (1,0,0) le point a I'infini du plan dans la direction de la droite des x, et on
définit le composé AB de deux points de comme en IV.1. Montrer queadmet comme

paramétrage :
X =cog6),Y =sin(6),Z = sin(8)3 pour 6 € R

Si A et B sont deux points dlecaractériser le point C d’intersection de la droite AB avec
I, puis le point D= AxB. Démontrer quél, ) estisomorphe & un groupe usuel que I'on
précisera.

Quels sont les points d’ordre 6 ?
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- X

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5
On prend les points du plan projectif correspondant aux pointg jpleramétrés en co-
ordonnées polaireg coq0),rsin(6),1), donc ce sont les pointgog 0),sin(8),1/r) =
(cog8),sin(0),sin(0)3) Les branches infinies decorrespondent &8 = 0 (mod 7).
Cherchons l'intersection d’'une droig + bY + cZ = 0 avecrl, cela revient a chercher
les @ tels que

acog ) + bsin(0) +csin(8)3 =0

Sia=0, alorsf = 0 est solution et réciproquement, si de ptug 0 est de signe opposé
ab, les 2 autres solutions dafistt/2, 11/2] sont de sinus opposés, donc sont opposées.
Aprés division par si(@) pour6 # 0 (mod 1), et en notant = 1/tan(8) = cot(8) on a
(puisque H-cot(8)? = 1/sin(8)?) :

at+b+c =0

14-t2
soit ;
at? +bt?+at+b+c=0

Poura # 0, cette équation admet 3 solutions (dont 1 ou 3 réelles), qui vérifient

it +titz +totz =1

donc:
B 1-t4ty
Tt
) cot(By)cot(6) —1 . . ,
P = ‘il lut lles, I'angl -
uisque catb; + 67) cot(61) + cot(B5) s'il'y a 3 solutions réelles, I'anglé; corres
pondant &3 vérifie alors coff;) = — cot(6;, + 6) donc :
63=—(61+6) (modn)
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Donc le 3éme point d’intersectidhd’une droite coupant la cubique en 2 poiAtst B de
parameétre$; et 6, vérifie dans tous les cas

03 =—(6,+62) (modm)

De plus si on trace la droite passant par les points de parafhgtted, elle coupe a nou-
veau la cubique au poilt de parametre-6; = 61 + 6,. Finalement la loi de composition
de 2 points sur la cubique revient a additionner les paramétres madeli@ munit donc
la cubique d’une structure de groupe isomorplie/ &z, +.

Les points d’ordre 6 correspondent aux and@ldsls que ® = 0 (mod 1), ce sont donc
les 6 points d’angles respectifsBr1/6,+1/3, 11/2.

5 PartieV

Dans cette partie, on étudi€ définie dans le plaii? par :

P(x,y) = =y —y+(C+x) =0

1. Montrer que la courbé”’ contient au plus 32 points d@}&

A chaquea € Fy4 il correspond deux valeurs au plus ble Fig vérifiantb? +b=d = a +a
puisqu’il s’agit d’'une équation de degré 2 sur un corps.
CommelF1s a 16 éléments, la courlié contient au plus 2*16=32 points.

2. On introduit le polynbme homogéne :
P(X,Y,2) =X3+XZ2-Y2-YZ

Définir un point a I'infiniQ et une multiplication interne darfis=T"uU Q.

Le pointQ correspond & = 0 et doit vérifieP(X,Y,0) = X3 = 0 donc on prend correspon-
dant au point de coordonnées homogeénes (0,1,0), le point a l'infisi ldagirection de I'axe
desy.

Par analogie avec la partie 18 sera I'élément neutre de la loi.

On remarque que siest une solution dg? +y = d alorsb+- 1 est aussi solution d¢ +y = d.
Donc la droitex= a € [F1 coupe la courb€ en 1 ou 3 points qui soif2 et éventuellemerii, b)
et (a,b+ 1) lorsque I'équatiory? + y = a° + a admet une solutiog = b dansF1e. L'inverse de
(a,b) e I'" sera donda,b+ 1) (qui est aussi daris)).

Lintersection d’une droitgy = mx+ p avecl’ est donnée par une équation du 3eme degré sur

F16 donc si elle admet 2 solutions, elle en admet forcément une 3éme. On défioimfpmosé
des 2 solutions comme le symétrique de la 3éme.

Finalement la loi * est définie par :

- QxQ=0Q

- (a,b)xQ = (a,b) si(a,b) e’

— Sila droiteABrecoupd” enC = (cy,Cp), On pose :

AxB=D=(c1,c2+1)

— Le casA = B est traité plus bas.

3. Cette loi est évidemment commutative, adifletomme neutre et on @&, b)~1 = (a,b+ 1)
pour tout(a,b) € I".
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4. On se propose de calculePA- Ax A pour A= (a,b) € I'’. On cherche la droite D dont l'inter-
section ave¢’ admet un point double en A.

(a) Montrer que D a pour équation :

(b)

(€)

P(a,b)(x—a) +Rj(a,b)(y—b) =0
PourA= (a,b) e " on aP(a,b) =0, donc :
P(Xa y) =P 7y) - P(a’ b)
= P ’y) - P(Xv b) + P(X> b) - P(av b)
= (yi b)Q(Xv y) + (Xi a) R(Xa y)
en factorisany — b dansP(x,y) — P(x, b) etx —a dansP(x,b) — P(a,b) (par exemple par

la méthode de Horner). On faisant a et en dérivant par rapportyguis en faisany = b,
on aQ(a,b) = R(a,b), de mémeRr(a,b) = P(a,b). Finalement :

(x
(x

P(x,y) = (x—a)R(a,b) + (y—b)Rj(a,b) + Po(x—a,y—b)

ou P, ne contient que des monomes de degré totdl. Donc la droiteD d’équation
(x—a)P(a,b)+(y—Db)Rj(a,b) = 0 et la courbé "’ admettent un point double en commun.

OnaPi(a,b) =a?+1 etR)(a,b) = 1 donc la tangente @ enA a pour équation :
(&®+1)(x—a)+(y—b)=0
ou encorga’ 4 1)x+a+a+b=yora®+a=Db?+b, donc
y= (a2 +1)x+b?

Déterminer les coordonnées de:A.
La tangente & enArecoupd’ en un point(x,y) qui vérifie :

X+ x=y +y= (a2 +1)2C +b*+ (a® + 1)x+ b?

On calcule le terme ex? de cette équation e on trouvea® + 1, or c’est la somme des
3 racines, et comme= a est racine double, la troisiéme racine st a* + 1. Il reste a
calculer :

y=(@+1)(@+1)+b*=ab+a*+a’+1+b>=a*+b*+1

cara® +a’ = b* + b?. La tangente au poirk = (a,b) aveca®+ a = b?+ b coupel” en
C=(x=a*+1y=a*+b*+1) doncle poinD intersection d&C avecl’ est le point :

D=AxA=(a*+1,a*+b%

Donc siA= (a,b) alorsAx A= (a*+1,a* 4 b*).
En déduire que, pour tout point A déon a :

A=At
On calculeA* :

At = (AxA) % (AxA) = (a*+ 1, a* +b*) « (a* + 1,a* + b*)
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(d)

donc puisque pour toa e Figon aa® =1,

At = ((@*+1)%*+1, (@ +1)*+ (@ +bH%
= (a+1+1la+1+a+b)
= (ab+1)
= A?

En déduire le cardinal d€ et sa décomposition en produit direct de groupes cycliques.
I" contientn points avea < 32 etn est une puissance de 5 puisque tous les éléments sont
d'ordre 5, donm=1,n=5oun=25.
Posons pouw € Fig:
A=(1,0), B=(w’ )
OnaAcTlcarF+0=13+1etBerl carw®+ w’ = w’+ w? puisquew?® = 1.
Ona:
A=(1,0), AxA=(0,1), AxAxA=(1,0)%(0,1)=(0,0)
AxAxAxA=(0,1)%(0,1) = (1,1), AxAxAxAxA=Q

DoncB n’est pas une puissance AeDoncn = 25 et les 25 éléments sont :
Q,A A% A" B,BxA.BxA* ...B* B*xAB*x A%

Avec Xcas, on définit 'ensembl& des éléments du corfi5e :
F16 :=G~(2,4,['t’, F16’]) ;
w : =F16(t) ;
K : =append(seq(wk, k, 1, 15), F16(0)) : ;

On tape pour avoir les valeurs d&+ a poura € Fig':

La :=seq( K[ k] *3+K[ K], k, 0, 15)
On obtient :

[F16(t"3+t), F16(t "3+t +1), F16(t "3+t *2+1), F16(t"3+t),
F16(t"~3+t), F16(t "2+t +1), F16(t"3), F16(t "3+t +1), F16(t"2+t),
F16(t "3+t +1), F16(t~2+1), F16(t A3+t ~2), F16(t +1),
F16(t "3+t "2+t +1), F16(0), F16(0)]
On tape pour avoir les valeurs différentesade- a poura € Fj4 :
A :=set[op(La)];
size(A) ;
On obtient 11 valeurs différentes :
set[ F16(t"3+t), F16(t "3+t +1), F16(t "3+t "2+1), F16(t "2+t +1),
F16(t~3), F16(t"2+t), F16(t"2+1), F16(t"3+t"2),
F16(t+1), F16(t "3+t "2+t +1), F16(0)]

Pour chacune de ces valearBéquationy? +y = a a-t-elle des solutions ?
On tape pour avoir les valeurs &+ b pourb € Fyg :

Lb : =seq( K[ k] *2+K[ k], k, O, 15)
On obtient :
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[ F16(t"2+t), F16(t "3+t "2+1), F16(t "2+t +1), F16(t "2+t +1), F16(1),
F16(t 3+t ~2), F16(t A3+t +1), F16(t A3+t "2), F16(t A3+t ~2+1), F16(1),
F16(t"3+t), F16(t"2+t), F16(t "3+t +1), F16(t"3+t), F16(0), F16(0)]
On tape pour avoir les valeurs différentesode- b pourb € Fig
B :=set[op(Lb)];

si ze(B) ;

On obtient 8 valeurs différentes :
set [ F16(t"2+t), F16(t "3+t ~2+1), F16(t "2+t +1), F16(1),
F16(t~3+t~2), F16(t "3+t +1), F16(t"3+t), F16(0)]
Comme 2*8=16 cela prouve que ddhg I'équation eny, y>+y = d n’a pas de solutions
doubles (on peut aussi le voir en faisant la somme des racines).
On tape pour avoir les valeurs communeséle a et deb? + b poura € Fis etb € Fyg:
C:= Aintersect B;

size(O ;

On obtient 7 valeurs différentes :
set[ F16(t"3+t), F16(t "3+t +1), F16(t "3+t "*2+1), F16(t "2+t +1),
F16(t~2+t), F16(t"3+t"2), F16(0)]

On compte le nombre de solutions ddfig de I'équation erx, x3 +x = d lorsqued c€La.
On tape:

seq(count _eq(p], La), p,0,6)
On obtient[ 3, 3,1, 1, 1, 1, 2] . Les 7 valeurs différentes d& + a sont donc obte-
nues pour 3+3+1+1+1+2=12 valeursallrsquea € F14, & chaque correspond alors 2
valeurs deb, ce qui nous donne bien 24 éléments dahst ™ contient 25 points.
Remarques
— 3 indique que I'équation er, x>+ x = d lorsqued cLa a 3 racines distinctes,
— 2 indique que I'équation er, x3 + x = d lorsqued €La a 3 racines dont une racine
double,
— 1 indique que I'équation er, x* +x = d lorsqued €La a 1 racine simple ou 1 racine
triple.
On peut écrire le programme qui va calcuderB pour 2 éléments differents= (xa, ya)
etB = (xb,yb) deTl.
Equation de la droité\B :

(ya+yb) * x+ (xa+ xb) xy+ xax yb+xbxya= 0

sixa# xbalorsxa+ xbest inversible. Son inverse egka-+xb)'# puisque(xa+xb)1° = 1.
Donc
y = (xa+xb)*x ((ya+ yb) * x+ xa* yb+xbx ya)

Donc le coefficient de® lorsque I'on a remplacg en fonction dex dansx® + x+y? +y
est:
(xa+xb)?8x (ya+yb)? = (xa+ xb) 13« (ya + yb?)

On axa, xb, xc vérifient :

X3+ (xa+xb) B« (ya& + yb?) «x2 4 ... =0
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La somme des racin&vérifie :
S= (xa+xb)3x (ya? + yb?)

donc
S=xa+xb+xc= (xa+ xb) 13 (y& + yb?)

donc

xc = (xa+xb)'3x(ya®+yb?)+xa+xb

yc = (xa+xb)}*« ((ya+yb) s xc+ xax yb+ xbx ya)
xd = Xxc

yd = yc+1

sixa== xbavecya# ybalorsetoile(xa ya,xb,yb) = Q
On tape pour définir la lokt 0i | e de 2 éléments dé en notanQ i nfinity :

/1 F16:=G~(2,4,['t’, F16’])
/'l xa et ya sont dans F16 par ex xa:=F16(w‘3)
est dansgammua( xa, ya) : =( xa*3+xa+tya”2+ya==0);

/1 a:=[xa,ya] b:=[xb,yb] ou xa,ya, xb,yb sont dans F16
etoile(a,b): =
| ocal xa, xb, ya, yb, xc, yc;
if (a==infinity and b==infinity) return infinity;
if (a==infinity) {
i f (estdansgamma(op(b))==0) return "b pas dans gamm"
return b;
}
if (b==infinity) {
i f (estdansgamma(op(a))==0) return "a pas dans ganmma";
return a;
}
xa:=a[0]; xb:=b[0]; vya:=a[1l]; yb:=b[1];
i f (estdansgamua(xa,ya)==0) return "a pas dans gama";
i f (estdansgamma(xb, yb)==0) return "b pas dans gamm";
if (xal=xb) {
xc: =(xa+xb) ~"13* (yar2+yb”2) +xa+xb;
yc: =(xa+xb) 214* ( (ya+yb) *xc+xa*yb+xb*ya) +F16( 1) ;
return [xc,yc];
}
i f ((xa==xb) and (ya==yb)) {
Xc: =xa"4+F16(1);
yc: =xa*4+ya"4,
return [xc,yc];
}
return infinity;
b
On tape :
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u :=[F16(1), F16(0)]
v i =[wh3, wh9]

On sait que u est dang” et que :v est dang’.

On tape pour avoir les 25 élémentslde

G =seq(seq(etoil e(
pui ssrapide(u, k,etoile,infinity,0),
pui ssrapide(v,j,etoile,infinity,0)

),k=1..5),j=1..5):;
G=[d;
On obtient :

[[F16(t+1), F16(t 3+t~2+t)], [ F16(t 3+t A2+t), F16(t 2+t +1)],
[ F16(t A3+t +1), F16(tA3+t~2)], [ F16(t~2), F16(t 2+t +1)],
[F16(t~3), F16(tA2+1)], [ F16(t/3+t), F16(t"2+t)], [ F16(t~3+1),
F16(tA3+t~2)], [ F16(t A3+t A2+t +1), F16(t~3)], [ F16(t~2+1),
F16(t)], [F16(t), F16(t~3+t~2)], [ F16(t~2+1), F16(t+1)],

[ F16(t 3+t A2+t +1), F16(t~3+1)], [ F16(t"3+1),
F16(t~3+t72+1)], [ F16(t~3+t), F16(t 2+t +1)], [ F16(t),
F16(t A3+t "2+1)], [ F16(t~2), F16(t"2+t)], [ F16(t 3+t +1),
F16(t~3+t72+1)], [ F16(t "3+t ~2+t), F16(t"2+t)],
[F16(t+1), F16(t A3+t A2+t +1)], [ F16(t~3), F16(t~2)],

[ F16(1), F16(0)], [ F16(0), F16(1)],[F16(0), F16(0)],
[F16(1), F16(1)],infinity]

On tape:
size(set[op(GQ])
On obtient :
25

5. Indiquer brievement comment implanter un systeme de cryptographtigpé de celui de la
partie Il a I'aide del .

Comme on n'a que 25 éléments pour coder les 26 lettres de I'alphabet, ccopeeanir de dire
gue :Asera codée par @ sera par 1, ..., les lettr&setW seront codées par 2X,sera codée
par 22, les lettrek etY seront codées par Z,par 23, I'espace sera codé par 24.

Les éléments d& seront indicés par 0..24. On écrit la fonction de codaget r e2n qui
convertit une lettre majuscule en un entier entre 0 et 24 et de déco@dhge t r e qui convertit
un entier entre 0 et 24 en une lettre majuscule :

lettre2n(a): ={
| ocal c;
c:=op(asc(a));

i f
i f
i f
i f
i f
i f
.

(c==32) return 24,
(c<87) return c-65;
(c==87) return 21,
(c==88) return 22;
(c==89) return 7;

(c==90) return 23;
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n2l ettre(n): ={
if (n<22) return char(n+65);
if (n==24) return " ";
if (n==22) return "X";

if (n==23) return "Z";

P

Puis on écrit la fonction qui code une lettre par un élémert de

/la est un caractere mmjuscul e
lettre2@ a, §: ={

| ocal c;

c:=lettre2n(a);

return gcj;
}
On suppose le group® ainsi que les éléments et o de G connus de tous. On garde secret
I'entier e et o = n®. Avec Xcas 11 sera notépi i , e sera notéex et a sera notél pha, par
exemple :

pii :=d 10]
ex :=3
al pha : =pui ssrapide(pii,ex,etoile,infinity,0)
La fonctionfy, notéef al pha sera définie par :

/1 tau est un elenent de G par exenple tau:=lettre2g"A", Qg
[l falpha(k,tau) renvoie une matrice 2*2 d el enents de F16
fal pha(k, tau): ={

| ocal a;

return [ puissrapide(pii,k,etoile,infinity,0),

etoi | e(pui ssrapi de(al pha, k,etoile,infinity,0),tau)];

o

La fonctiong, sera alorphi e :

// a et b sont des elenents de G

/linva: =a®(5-ex) est |’inverse de a“ex car a"5=1
phi e(a, b, ex): =
| ocal inva;

ex: =i remex, 5);

i nva: =pui ssrapi de(a, 5-ex, etoile,infinity, 0);
return etoil e(inva,b);

bl
Voici enfin la fonction de codage d’'une chaine de caractéres :

/l's est une chaine de caracteres majuscul es
/1on choisit k de facon aleatoire

codage(s, G : ={

local L,n,j,k,f;

L:=[];

n: =si ze(s);

for (j:=0;j<n;j++){
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k: =rand( 25) ;
f:=fal pha(k,lettre23s[j],O);
L: =append(L, f);
}
return L;
1

et la fonction de décodage :

/[lindice d un elenent tau de G
i ndice(tau, G : ={
| ocal n,Kk;
n: =si ze(Q;
k: =0;
while (tau!=FKk]){
k: =k+1;
}
return k;

Yo

/I decodage d’une |liste L envoyee par |l a fonction codage
/lex et |’elenent tenu secret
decodage(L, ex, §: ={

local n,j,Mtau,Kk, a, b;

M =""
n: =si ze(L);
for (j:=0;j<n;j++){
a:=L[j,0];
b:=L[j, 1];

t au: =phi e(a, b, ex);

k: =i ndice(tau, §;

M =Mtn2l ettre(k);
}

return M
.
On reprend I'exemple de la partie I, on tape
nmessage : =codage("COd TO', §
on obtient une "matrice" de couplesEg; que I'on peut décoder en tapant :

decodage( nmessage, ex, §
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