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I) Considérons la fonction f définie par

f(2) = yw(1 — ).

Pour quelle valeur de v la fonction f applique-t-elle I'intervalle I = [0, 1] sur lui-méme ? Pour une telle
valeur de « trouver les points fixes de f ainsi que les trajectoires de période 2. Etudier leur stabilité en
fonction de 7.

IT) Soit f l'application linéaire par morceaux définie par

f: [0,1] — [0,1]
r +— 2z siz€e|0,1/2]
r — 2-2z size[l/2,1].
1. Tracer le graphe de f et de fo f.
2. Calculer les points fixes et les points périodiques de période 2 de f.
3. Montrer que la composition de deux fonctions affines est encore affine, et en déduire le graphe de
Jr=foforof.
| S
n fois

4. Trouver Porbite du point = 1/100 par 'action des applications f°" = fo fo---o f (n € N).
—_—

n fois
5. On considére le systéme dynamique ® : N x I — I (semi-déterministe) ou I = [0,1], ®(n,z) =
f°™(x) (n € N,z € I). L’ensemble des points ®(n,/3/2) (n € N) est-il fini ?

III) Soit f, une application de R dans R définie par f,(z) =1 — pa?.
1. Suivant la valeur de 1, déterminer les points fixes de f,
2. Pour chaque point fixe ¢, linéariser f,, autour de xyg. On notera F), ,, 'application linéaire obtenue.
3. Donner la solution générale des suites définies par 1 = Fj o, (Un)-
4. Etudier la stabilité des points fixes de f,.

IV) Soit ¢ une application de I = [0,1] dans I définie par ¢(x) = ax + b dans un intervalle J C I
contenant un point fixe T € J.

1. Trouver le point Z.



2. Etudier la stabilité de T selon les valeurs de a.

3. Montrer que T est stable pour |a| < 1 et instable pour |a| > 1.

V) On considére le systéme
% = () (1—y(@),
@ =ay(®) (@)~ 1)
1. En considérant y comme fonction de = pour z,y > 0, déduire
(1 — —1
vel-y) _ 2

; = (Inly| —y), = a(zr —In|z|)), = Iny —y + a(lnz —z) = C.

2. On considére le systéme autour du point critique (1,1). On le remplace par un systéme linéaire en
observant que

{ =+ - A-y®). { ~1-y(d),
W= (1+ayt)—1)(x(t) - 1) W~ afa(t) - 1)

autour du point critique (x,y) = (1,1). Remarquer que le dernier systéme linéarisé correspond au
processus complexe périodique t — 2(t) = z(t) + i%, tel que 2/ = ai(z — 1 — ﬁ) Trouver la
période du systéme linéarisé.

3. On considére le modéle de Lotka-Volterra du systéme écologique lapin (L)/renard (R)

dr

9 = —pR(r) +qL(r)R(r)

{dL = aL(r) — bL(7)R(7),

ol a est le taux de croissance de la population de proies en I’absence de prédateurs et d le taux de
décroissance des prédateurs en ’absence de proies.

Montrer que les trajectoires du couple (L(7), R(7)) sont des courbes fermées autour du point
(a/b,p/q), ot a/b est la moyenne du nombre de prédateurs, et p/q est la moyenne du nombre de
proies (voir [Bert|, p.93).

4. Montrer que les changements x = qu/p,y = bv/a,t = 7/a,« = p/a conduisent au systéme linéarisé

{fgzl—m

dy _
a = alz(t) —1)
Remarquer que le dernier systéme linéarisé correspond au processus complexe périodique

y(t)

i
t—z2(t) =x(t) +i==2, tel que 2 = Vai(z — 1 — —).
= 2(1) = a(t) + 122 el que ' = Vai(z — 1= )
Trouver la période du systéme linéarisé. En déduire la période en la variable 7.

5. Trouver la période approximative des solutions positives du systéme

(Eil—;z : 4R(7) 4+ TL(T)R(T)

dr —

{dL = 5L(7) — 6L(r)R(7),

6. Trouver la moyenne du nombre de prédateurs, et la moyenne du nombre de proies.
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