Exercices, fiche 1 2005-2006
Agrégation
Solutions 1sur4

Exercice 1

La figure 1 représente les premieres valeurs de l'ordre < sur N? reportées
sur la grille.
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FIG. 1 — Bijection y entre N et N2,

Pour tout élément (a,b) de N2, il existe un nombre fini d’éléments de
N2 qui lui sont inférieurs, notons x(a,b) ce nombre. On observe que si
(a,b) # (¢,d), alors x(a, b) # x(c, d) par définition de < et que x(0,0) = 0.
Alors x est une bijection de N? sur N qui respecte évidemment 'ordre.
Donnons nous alors un autre isomorphisme = de N? sur N, alors le nombre
d’éléments de N? qui sont inférieurs & 271 (n) est n et donc

vneN, ZEn)=x"(n)

d’ou I'égalité entre = et x.

On commence par calculer x(a,b) : le nombre d’éléments inférieurs a (a, b)
est le nombre d’élément sur les diagonales x +y = i avec i < a + b et le
nombre d’éléments sur la diagonale z + y = a + b inférieurs a a (soit a).

On obtient
i=a+b—1
b+1 b 1
X(a,b) Z Z+1+a:(a+ +2)(a+ )+a:§(a2+2ab+b2+3a+b)
=0
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On a x(a,b) = a+ 3(a® 4+ 2ab + b*> + a + b) et donc II;(z) < x (avec
r = (a,b)). L'égalité se produit pour a? + 2ab + bv*> + a +b = 0 ce qui
implique a =0 et b =0 et donc x = 0.

On a x(a,b) = ab+ 1(a* +b? + 3a+b) et donc, si a # 0, Ha(z) < z (avec
z = (a,b));sia=0onab< 3(b?+b) et donc I(z) < z. Sia =0,
I’égalité se produit pour b = 0 et, donc, x = 0. Si a # 0, ’égalité se produit
pour b = b+ 1 (a%+2ab+b*+3a —b) soit (a+b)* = 3a—b ce qui implique
a=0oua=1.1lreste le cas a = 1 qui implique b = 0. Donc Iy(z) = =
implique £ = 0 ou x = 1.

Exercice 2

Il est facile de voir par récurrence que x, (p > 2) est une bijection entre
NP et N et qu’elle s’exprime par un polynéme de degré 2P~1. En effet,
X2 = X s’exprime par un polyndme de degré 2 et si y, est de degré 2P~ 1,
alors xp+1(%1,. .., Zp, Tpy1) = X (Xp(®1, .-, Tp), Tpy1) est de degré 2 sur
des monoémes de degré 2P~ ! et est donc de degré 2P. On en déduit que o
est une bijection de Seq(N) sur N et qu’elle s’exprime par un polynéme de
degré 2P ot p est le nombre d’éléments de la suite puisque X, s’exprime
par un polynoéme de degré 2°~1,

Exercice 3

On montre que N(p,S) = (Si;il) par récurrence sur p.
Sip=2,N(2,8) =[{alz+5—z=5}=5+1=(4,)
Pour p > 2,

Np1.5) = i 2( —J+p—1)

7=0

Rappelons la formule « bien connue » :

)=o)+ G e ()00

Il vient par cette formule N(p+1,S) = ( Sﬁp)’ ce qui acheve la récurrence.

L’égalité 2;9:—01 N(p,i) = ( s _; _1) est une conséquence directe de la for-
mule rappelée.

Exercice 4

On raisonne comme dans le cas de lexercice 1. On fixe p. On vérifie fa-
cilement que <, est une relation d’ordre. A tout p-uplet (z1,...,x,) de
NP, on fait correspondre le nombre d’éléments de NP qui sont strictement
inférieurs pour <, & (z1,...,2p), noté Ly(z1,...,x,). De méme que dans
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I’exercice 1, L, est une bijection de N” sur N qui respecte 'ordre et c’est,
en outre, 'unique isomorphisme entre (N7, <,) et (N, <). Montrons que

L,(x1,...,2,) s’exprime par un polynéme de degré p par récurrence sur
p:
Pour p = 2, Ly est I'isomorphisme y de
T1+...+xp—1
Lp(mla"'7xp): Z N(p7i)+Lp—1(xl7"'7xp—1)
i=0

T1yee s Tp)(@T1,oyxp+ 1) (21,2, +D— 1
R
Donc, Ly(x1, ..., zp) est la somme d’un polynome de degré pet de L,_1(x1, ..., Tp_1),
polynome de degré p — 1 par hypothese de récurrence et est, alors, un po-
lynéme de degré p.

Exercice 5

Soit m un entier fixé et supposons que poue tout i de {1,...,p}, |x;| < m,
alors
|P(21,...,2p)| <mIA

ou A est la somme des valeurs absolues des coefficients de P.

Donc P est une injection de {(x1,...,zp)| Vi, |z;| < m}, ensemble & m?
éléments, dans un ensemble & Am? éléments. Donc Am?—P > 1. Lorsque
m tend vers 'infini, Am?~P ne tend pas vers 0 si et seulement si ¢ > p.
mbox

Exercice 6

La fonction (i,j) = 2%(2j + 1) — 1 est une bijection de N* sur N car elle
admet une inverse. Soit x € N, alors il existe un unique entier i tel que
2+ 1 soit divisible par 2% mais pas par 2*!; donc % est déterminé de facon
unique. Alors, z + 1 s’écrit 2'a avec a impair, donc « s’écrit de maniere
unique 25 + 1 et j est déterminé de fagon unique.

L est une appliication de ’ensemble des suites finies d’entiers dans N.
L est surjectif car 'image de la suite vide est 0 et par ce qui précede
lorsque p et L, (x1,...x,) décrivent N?, L(< z1 ...z, >) décrit N\ {0}. Si
L(<zi...2p>)=L(<y1...yq >) = a, alors p = ¢ comme étant 'unique
entier tel que 2" divise a mais pas 2" 1. ; puis Ly (21 ...2,) = Lp(y1 ... Yp)
(comme unique quotient, et, finalement (z;1...z,) = (y1...yp) par bijec-
tivité de L,.

Puisque L,, s” exprime par un polynéme de degré p (exercice 4), Ly (z1 ... xp)
s’exprime aussi par un polynome de degré p.

mbox

Exercice 7
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Soient x € N, p et i, posons a; = 11, ;(v) ; alors Vay,...,a}_j,a},q,...,a,,
ay+.otai_gatal g+t ay > a
Dans l'ordre <, de ’exercice 4, le nombre d’éléments plus petit que (z1,...,2p) =
L;l(x) est au moins égal a Ef;g"'+x”_1N(p, i). Par conséquent, il est

supérieur ou égal a Z?;BIN(p, ). On a donc

> ai(ai—l—l)...(ai—i—p—l)
=z o

T

soit
a; a; +1 a;+p—1

TETIFL A —1

Or pour a; > 1 tous ces rapports sont supérieurs ou égal a 1, on a donc
x > II, ;(z). En outre si a; > 1, les rapports sont strictement supérieurs
aletonaxz>Il,;(z). Il reste & examiner le cas IT, ;(z) = 0. On a alors
évidemment z > IT, ;(x).

Par ce qui précede les cas d’égalité ne peuvent étre obtenus que pour
II,;(z) =0oull,;(x) = 1. SiII, ;(x) = 0, on a égalité : L,(0,...,0) =0.
Si Il ;(x) = 1, I’égalité ne peut avoir lieu que pour z = 1. On vérifie que
Im,.1(1) =1,



