SEANCE DU 1° DECEMBRE 2004 avec Mr LAFFONT

suites récurrentes  .        

Exercice 1 :

      f est la fonction définie sur  IR  par   f (x) = 
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1) Montrer que le segment [1 ; 2] est stable par  f.
2) Etudier le comportement de la suit U définie par :

      U0 = 3/2  et  pour tout n , Un+1 = f (Un)

Exercice 2 :

      Soit I un segment de IR et  f  une application de I vers I ; on suppose que :

      pour tout couple ( x ; x’) de  I² ,   x 
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1°) Démontrer que  f  a un unique point fixe.

2°) Démontrer que toute suite U ,  définie par :  U0 
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I et pour tout n , Un+1 = f (Un)

      converge vers le point fixe de f .

Exercice 3 :

     On considère la fonction f , définie sur IR par :    f(x) = 
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     1°) Démontrer que pour tout couple ( x ; x’) de IR² ,  x 
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2°) Etudier le comportement des suites définies par : U0 
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IR et pour tout n , Un+1 = f (Un)

                                                                              Problème:

Introduction

Soit I un intervalle de IR et  f  une application de I dans IR. On va s'intéresser à la recherche des solutions ou racines de l'équation  f (x) = 0.

Il n'est pas toujours possible d'expliciter ces racines directement à partir de la connaissance de f. On essaye de les encadrer puis de construire une suite qui converge vers une racine de l'équation.

 Pour cela on introduit une fonction auxiliaire,   


[image: image11.wmf]I

IR

I

®

Í

F

:


appelée fonction d'itération ou fonction auxiliaire associée à  f ; on remplace le problème initial par l'équation x = 
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(x) et on calcule la suite  xn+1 = 
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(xn)  après un choix judicieux de xo. On dira que  
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 est point fixe de  
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  si     
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1 Encadrement

On se propose d'encadrer un zéro de la fonction  f  définie sur IR+* par    f (x) = ln (x) – sin (x)

Question 1.1:

a) Démontrez que f s'annule en un unique point   
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b) Trouvez un majorant de    
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    inférieur à  
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/2.

c) En déduire que [2, e] est un meilleur encadrement de   
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 .

On définit la fonction auxiliaire définie sur IR+*  par

[image: image23.wmf]F

(x) = x - f (x)​

Question 1.2:

a)Etudiez les variations de 
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 et tracez sa courbe représentative sur  ]0,
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].

b)Comment déterminer graphiquement la solution de   x = 
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 (x)  ?

Question 1.3: On considère la suite  (xn)n    définie par x0 = 1 et xn+1 = 
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(xn)

Proposez une méthode graphique pour construire la suite (xn.). Représentez les points de coor​données (xk,, xk+l)   pour 0 
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 k 
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 3 sur le graphe précédent.

2  Cas   général . Soit a < b deux réels donnés et soit g une application continue de [a, b] dans lui même     ( g ([a, b]) 
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 [a, b] ).                                                                           Question 2.1: Montrez que l'équation                 x = g (x)                                         (2-1)

possède au moins une solution dans [a, b].

Question 2.2: - On suppose qu'il existe une constante   K
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[0,1 [  telle que pour tout couple (x, y) d'éléments de [a, b] on ait 
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 [a, b], on considère la suite (xn) définie par                                         x0 = u  et  xn+1 = g(xn)                                              (2-2). 

a)Démontrez que (xn)n est une suite de Cauchy.

b)En déduire que l'équation (2-1) possède une solution unique 
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 dans [a, b] et que la suite définie par (2-2) converge vers 
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 quel que soit u 
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 [a, b].

c) Etablir que pour n  
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Question 2.3: On suppose ici que g 
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C1([a, b]),   ( g ([a, b]) 
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 [a, b] ) et 
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      (2-4) Montrer que :

a) l’équation x = g(x) possède une solution unique   
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 [a, b].
.


b) La suite (xn) étant définie comme à la question  2.2 ), prouvez que si pour tout n de IN,  xn 
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On cherche à affaiblir la condition  ( g ([a, b]) 
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 [a, b] ).

Question 2.4:  Soit g une application de classe C1 définie sur un intervalle ouvert I  de IR à valeurs dans IR. On suppose qu'il existe un point 
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 I  tel que g(
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 et qu'en outre  
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 . Démontrez qu'il existe un intervalle I = [
[image: image53.wmf]x

-
[image: image54.wmf]e

, 
[image: image55.wmf]x

 +
[image: image56.wmf]e

 ] inclus dans I avec 
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 > 0 tel que g(I) 
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 Question 2.5: Soit f  une application de classe  CI   définie sur un intervalle ouvert I de  IR

à valeurs dans IR.. On suppose qu'il existe un point  
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 I  tel que   f (
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) = 0 et qu' en outre

f ' (x) 
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 0  pour tout x 
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 I. On considère l'application g définie sur I  par

g(x) = x - f (x) / f '(x)                                            (2-6 )

a) Montrer que 
[image: image64.wmf]x

 est point fixe de g et que g’(
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) = 0.

b) Montrer qu'il existe un intervalle fermé I contenant 
[image: image66.wmf]x

 tel que g ( I ) 
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 I
c) Soit alors u 
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I  et la suite définie par         x0 = u  et  xn+1 = g(xn)                                (2-7)

Montrer qu'il existe une constante C telle que pour tout n     
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Question 2.6 :     Soit f une application à valeurs réelles définie et dérivable sur un intervalle ouvert I de IR. On suppose qu'il existe un point  
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 I  tel que   f (
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) = 0   et qu'en outre                    f ’(
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0.  Pour chaque entier q 
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 2 et chaque (q -1)-uplet de réels  (al, ..., aq-1),  on considère la fonction d' itération définie sur I  par:
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q (x) = x - 
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a) On suppose f de classe C1 (I ) et on fixe q= 2. Montrez que la condition 
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)  = 0 détermine  al  de manière unique.

b) On suppose  f  de classe C2(I ) et on fixe  q = 3. Montrez que la condition                      
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)  = 0   détermine  al  et  a2  de manière unique.

c) plus généralement, on suppose  f  de classe  C q (I )   (q
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2).  Démontrer l’existence et l’unicité des coefficients  ai , de telle sorte que toutes les dérivées de  
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q  jusqu’à l’ordre (q-1)  soient nulles en  
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 .

Question 2.7 : 

On suppose que toutes les dérivées de  
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q  jusqu’à l’ordre (q-1)  sont nulles en  
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  (q
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2) .

a) Montrer qu’on peut trouver un 
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>0 tel que si  u 
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 et si pour tout n , xn  
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b) Montrez l’existence d’un réel positif C tel que pour tout n , 
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c) En déduire l’existence d’un autre réel positif D, tel que  
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                                                                                                                                     Fin !

_1158039344.unknown

_1158040313.unknown

_1158041011.unknown

_1158075125.unknown

_1158076452.unknown

_1158076812.unknown

_1158142767.unknown

_1158076792.unknown

_1158075531.unknown

_1158076169.unknown

_1158043063.unknown

_1158044079.unknown

_1158074343.unknown

_1158043621.unknown

_1158042224.unknown

_1158042193.unknown

_1158040540.unknown

_1158039803.unknown

_1158039869.unknown

_1158040298.unknown

_1158039840.unknown

_1158039561.unknown

_1158039688.unknown

_1158039473.unknown

_1156398022.unknown

_1157437099.unknown

_1157437149.unknown

_1158037920.unknown

_1158037780.unknown

_1158037861.unknown

_1158037743.unknown

_1156398544.unknown

_1156412054.unknown

_1157437027.unknown

_1156398971.unknown

_1156398492.unknown

_1156353805.unknown

_1156397972.unknown

_1156396979.unknown

_1156397055.unknown

_1156395468.unknown

_1156353196.unknown

_1156353243.unknown

_1156353480.unknown

_1156349608.unknown

