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Zahl e — 18 zu finden, die eine kleinere Norm als § hat. Zuniichst bestimme man
eine gebrochene Zahl A= o'+ 5%, s0 daB « — 4’8 = 0 ist; sodann ersetze
man o und b durch die nichstliegenden ganzen Zahlen ¢ und b und setze
A=a 4 bi, — A =g Danmn folgt:

a—Ap=a—Np+ef=c¢f,

N(z—Af) = N()N(f), '

N =N#—A)=(@—a2+ ¢ - =@+@®* <1,

N(x—28) < N(B).

Damit ist ein ,,Divisionsalgorithmus™ gefunden und der Ring als euklidisch
erkannt.

Literatur. Uber die Frage, ob der euklidische Algorithmus oder eine Ver-
allgemeinerung desselben In belichigen Hauptidealringen existiert, siehe
TI. Hasse: J. reine u. angew. Math. Bd. 159 (1928), S.3—12. In welchen
algebraiachen Zahlringen der euklidische Algorithmms gilt, haben O. PERRON
(Math. Ann. Bd. 107, 8. 489), A. OPPENHEIM {Math, Ann. Bd. 109, 8. 349),
E. Bere (Kgl. Fysiogr. Sillskapets Lund Forhandl. Bd. 5, N 5), N. Hog-
BEIER (Mh. Math. Physik Bd. 42, 8.397), H. BeerporM und L. REDEL
(J. reine u. angsw. Math. Bd. 174, 5. 198) untersucht.

§ 18. Faktorzerlegung

Wir betrachten in diesem Paragraphen nur Integritdtsbereiche
mit Finselement. Zunichst wollen wir untersuchen, was wir in diesen
Bereichen zweckmiBig unter Primelementen oder unzerlegbaren Ele-
menten zu verstehen haben. Dabei betrachten wir, auch wenn es
nicht immer ansdriicklich gesagt wird, nur die von Null verschiede-
nen Ringelemente.

Eine gewohnliche Primzahl im Ring der ganzen Zahlen laft sich
immer in Faktoren zerlegen, sogar auf zwel Weisen:

p=p l=(—p){—1.
Aber einer dieser Faktoren ist immer eine ,,Einheit*, d.h. eine solche
Zahl ¢, deren Inverse £~ auch im Ring liegt. +1 und — 1 gind Ein-
heiten.

Ist allgemein ein Integritatshereich mit Einselement gegeben, so
verstehen wir unter einer Einkeitl ein solches Element ¢, das im Be-
reich ein Inverses e besitzt. Offensichtlich ist dann auch &1 eine
Tinheit.

Jedes Element ¢ 168t, wenn ¢ eine Einheit ist, eine Zerlegung

a=act ¢

zu. Solche Zerlegungen, bei denen ein Faktor eine Einheit ist, kann
man ,,triviale Zerlegungen'* nennen,

Tin Element p + 0, das nur triviale Zerlegungen zuldBt, so dal
also aus p == ab folgt, daB a oder b Einheit jst, heiBt ein unzerleghares

1 Das Wort ,,Einheit* wird off als Synonym fiir ,.Einselement*‘gebranchs.
In Untersuchungen iiber Faktorzerlegung aber sind die beiden Begriffe streng
zu trenmen, da z. B. —1 auch eine Einheit ist.
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Blement oder ein Primelement. (Spezie i

Primzahl; bei P(?lynomen auch: (irgeduzlilbll;zll’g;;fzi?n.?ahlen ach

nurl\gf],;ler.lemg;in}is‘_veﬂen zwei Gréfen wie a und b = ge-1, die sich

r um Tmiti eit als Faktor ufltelzscheiden, »assozilerte Grofen*,
ist Teiler der anderen, und fiir die zugehdrigen Hauptideale gilt :

@C®), (B)C(a), also (B)=(a);

mithin erzeugen zwei assoziierte GréBen dasselbe Hauptideal.

‘Wenn umgekehrt i 5 i i
dop pooan U igt; von den beiden GroBen @ und & jede ein Tgﬂer

a=bc, b=uad,
so folgt
: b=bed, also 1=e¢d, c=dg-1,

mithin sin.d c m.]d 4 Einheiten und es ist @ zu b assoziiert
dIsg, 1;. ein Tfeﬂer. von @, ?,ber nicht assoziiert zu a, alsr-:- a=cd
_%nu 4 keine Emheﬂ;3 50 heilt ¢ ein echter Teiler von a. In diesem
al ist @ nicht zugleich Teiler von ¢, und das Ideal (c) ist ein echter

- Teiler des Idea 5 5T . "
o eals (¢). Wire namlich @ ein Teiler von ¢, etwa ¢ — ab,

a=cd=abd
1=5%d

und d wire doch eine Einheit.

Fin Primelement kann jetzt auch definiert werden als ein von

Null verachied i i
besitzt_rsc edenes Elemgnt, das keine echten Teiler auBer Einheiten

Lst in cinem euklidi ; : .
1) < gla), uklidischen Ring b ein echter Teiler von a, so ist

Beweis. Die Division von 5 durch a geht nicht auf, e;:giﬁt also
b=ag+r, glr)<gla).
Daraus folgh, wenn a = be gesetzt wird,
r=b—ag=>5(1—cgq)
gy =g@), also g(b) <g(r) < g(a).

In einem euklidischen Ring ist jedes
? g st jedes von Nul ;
ment a ein Produkt von Primelemenjten: ulh verschieden Ele-

G=MP2...Pr.

Bemerkung. Man kann den Satz all i i

emer . gemeiner fir Hauptidealring

1lp);317r131e36511. dablel mul} man allerdings das Auswahlpostulalz (1 § %aé) 1;1(;'?
enden. In diesem elementaren Teil des Buches soll das Auswahi-

postulat noch nicht zur Sprache kommen: d 6
3 . 2 ; h i
nur fiir euklidische Ringe gefiihrt werden. wher moge der Bowels
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Bewe;s. Wir wenden vollstandige Induktic?n nach g({a) aén: D::i
Behauptung sei richtig fiir alle Elemente b_ mit g(b) << n und es s

) r—Pn Ist nun ¢ prim: @ = p, so isb nichfs meh'r zu bewe1§e3.
ﬁg[éf al?er éL zerleghar: a = be, wobei b und ¢ echte Teiler von ¢ sind,

ist
© gy <gl@), gl)<gla).
i i b und ¢ Produkte von
Induktionsvoraussetzung 53nd nun 3
gfifr}:eiﬁer?ten. Alsoist @ = bc auch ein Pror}ukt von‘Prune.leEgztcelnl.'
Wir wollen nun untersuchen, wie es 1];:1113 de; ]Emtde:}ﬁ%neldabz :
i legung o = P1P2 .- Pr stetun_ etrach
Eirélﬁfilliogiz: zsglid_l%schen Ringe, sondern allgemein beliebige Haupt-
A ; ugt i legbares Element, das
i Haunptidealring erzeugt etn Unzeriegod nt,
keinIenEe;::;f;{ff, ist, e:fn, teilerloses Primideal (dessen Restklassenring also
ein Kdrper ist). - .
i hten Teiler aufer Ein-
is. Ist p unzerlegbar, so hat p keine ec .
heitgsw:llso (daﬂedes Ideal Hauptideal ist) das Ideal (p) keine echten
Tdealteiler auBer dem Einheitsideal.

Bemerkung, Man kann natiirlich die Losbarkeit ier Glei_chung
az — b im Restklassenring oder der Kongruenz ez = b(p)dmé %e
gebenen Ring auch direkt aus der Tatsache erschliefen, dali tur
@ = 0(p) notwendig {a, p) =1 sein muB, also

1 =GT+P‘9:
b=arb-+ psbh,
b=arb(p)

ist. )
i nmittelbare Folgerung ist: ] _
E;? ZZ:: Produkt durch das Primelement p teilbar, so muf} ein Faklor
es sein; denn der Restklassenring hat keine Nullteiler.

Aufgaben. 1. Man lise die Kongruenz
6z =7(19)
i 2H i%fﬁ?eifls :?1ugll£§1d§:uﬁ%§gﬁ§g Séin Produkt eb durch ¢ teilbar und 2
za & &ilerﬁ‘emd ist, dann ist b duarch ¢ teilbar. . o
Nunmehr sind wir imstande, de'n Satz von der Em%eutzgikei:t der
Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen zu beweisen. lis 8¢

{1} a=p1P2... Pr=q92.--Cs

in ei Hauptidealring. Den
i Zerlegungen derselben Zahl @ in einem. on
::i,\?;alei- ;‘2111 &;1&[3 a eine Einheit ist und folglich alle g}a: und galé‘a;l
? . £ 3 n
i ind, schlieBen wir aus. Dann konnen wir annchmen,
111;311;8;11 f{léline S]E‘PZinheii:en sind und daB alle eventuellen Einheiten unter
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den Faktoren p; und gy mit dem Faktor p; baw. g1 vereinigt sind.
Die p; und g; seien also keine Einheiten. Nun wird behauptet: Es
w8t r = s und die p; stimmen mit den q; bis auf die Reihenfolge und bis
auf Hinheitsfaktoren diberein.

Fir r = 1 ist die Behauptung klar; denn wegen der Unzerleg-
barkeit von @ = p; kann das Produkt g3 ... ¢s auch nur einen Fak-
tor g1 = pj enthalten. Wir kdnnen alo Induktion nach r vornehmen.
Da p; in dem Produkt ¢ ... g; aufgeht, so mull p; in einem der
Faktoren g; aufgehen. Durch Umordnung der g erreichen wir, daB
o1 in g1 aufgeht:

(2) q1=e1P1.

Hierin muf} £; Einheit sein, da sonst g1 nicht prim wire. Setzt man
{2} in (1) ein und kiirzt durch p;, so kommt

(3) P2 Fr=(e1¢2)q3.-.95.

Nach der Induktionsvoraussetzung miissen die Faktoren in (3)
links und rechts bis auf Rinheiten tibereinstimmen. Da auch p; mit
q1 bis anf die Einheit &) iibereinstimmt, ist alles bewiesen.

Aus den bewiesenen Sitzen folgt: Die Elemente eines euklidischen
Ringes sind bis auf Einheiten und bis auf die Reihenfolge der Falktoren
etndeutig als Produkte von Primelementen darstellbar. Insbesondere
gilt das fiir die ganzen Zahlen, fiir die Polynome einer Veranderlichen

mit Koeffizienten aus einem Korper, sowie fiir die ganzen GauBschen
Zahlen.

Aufgaben, 3. Die ganzzahligen Polynome f(z) sind module jeder Prim-
zahl p eindeutig in modulo  unzerlegbare Faktoren zerlegbar.

4. Was sind die Einheiten im Ring der ganzen GauBschen Zahlen? Man
zerlege die Zahlen 2, 3, 5 in diesem Ring in Primfaktoren.

8. Im Ring der Zahlen ¢ + 5)/—3 bestehen fiir die Zahl 4 die heiden
wesentlich verschiedenen Zerlegungen in unzerlegbare Faktoren:

4=2-2=(1+ =31 —}Y"3.

6. In einem Hauptidealring bilden diejenigen Restklassen modulo a, die
aus zu ¢ teilerfremden Elementen bestehen, hei der Multiplikation eine Gruppe.

Wir werden im iiberndchsten Kapitel sehen, daB es auch andere als
Hauptidealringe gibt, in denen der Satz von der eindeutigen Faktor-
zerlegung gilt. Fir alle solchen Ringe beweisen wir nun den Satz:

Wenn in o jedes Element eindeutiy in Primelemente zerlegbar ist,
so erzeugl jedes unzerlegbare Element p ein Primideal, jedes von Null
verschiedene zerlegbare Element ein Nichiprimideal.

Beweis, psei unzerlegbar. Ist nun ab = 0{p), so muB in der Faktor-
zerlegung von ab der Faktor p vorkommen. Diese Faktorzerlegung
erhélt man aber durch Zusammensetzung der Faktorzerlegungen von
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@ und b; also muB schon in ¢ oder b der Faktor p vorkommen, also

_a =0(p) oder (b) = 0{p) sein.

Nun sei p zerlegbar: p = ab, a und b echte Teﬂer‘von P. D‘a]ﬁ
folgt ab = 0(p), a % 0(p), b = 0(p). Das Ideal (p) st also nic
P it eindeutiger Faktorzerlegung

. 7. Man beweise fiir alle Ringe mit eindeutiger Ia ung,
daB l:;f'igi?];?:nzxgei og.er mehrere Elemente einen »grofiten gemel.nsmrfl_eﬁ 'ﬁ?:;?fs-
und ein ,,Jleinstes gemeinsames Vielfaches* gibt, die beide bis auf Bi
faktoren bestimmt sind. ) ) -

i} Bemerkung. Fiir Ringe der betracléte'tenl é’&’rti st d(él;) Gha.%e?x zm]ElS ];]rlgnglzrrll:‘
sinn nicht immer derselbe wie der GG . im Idealsinn. > .d gonz-

i i i derlichen x die Elemente 2 und x kei
zahligen Polynombereich einer Verin: e b s T

I i Ber Einheiten; aber das Ideal (2, x i
%Z?E:i;;:‘;l??]%alll;eﬂﬁl?;em Ring die eindeutige Faktorzerlegung besteht, wird
im fibernichsten Kapitel bewiesen werden.)

Viertes Kapitel

Vektorriume und Tensorraume

§ 19. Vektorriume

i ieflkd Elemente
i egeben erstens ein Schiefldrper K, dgssen ]
a bE.S. .S%‘Z?ff%zigenten oder Skalare heiBen mégen, zweitens ein Modul
(é. il eine additive abelsche Gruppe) M, fiessen Elemente =, ¥, ﬁ
Vekioren heiBen, drittens eine Multiplikation xa der Vektoren mi
Skalaren, mit folgenden Eigenschaften:

VI. xa liegh in IN.

va.. (x+yla=zxa+ya.
V3. x(g - b) = xa 4+ xb.
V4. x(ab) = (xa)b.
V5. x]l ==x.

i i ' i iBt M ein Vekiorraum
Sind diese Voraussetzungen erfiillt, so heillt 3 :
itber K, genauer ein K-rechis-Vektorraum, wgﬂ die .Koefﬁmenten a
rechts von den Vektoren stehen. Der Begriff K-lmks-Ve.?torrfwm
wird analog definiert; das Assoziativgesetz V 4 lautet fiir einen
Links-Vektorraum

Véa*x - {ab)x =a{bx).
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Ist K kommutativ, so kann man statt xa auch aa schreiben. Der
Rechts-Vektorraum wird dann zu einem, Links-Vektorraum. Tst aber
K nicht kommutativ, so muB man zwischen Rechts- und Links-
Vektorriumen unterscheiden. :

Statt x(abd) oder (xa)b schreiben wir aab. Das Nullelement von
M wird, wie das von K, einfach mit 0 bezeichnet, :

Beispiele von Vektorriumen sind alle Erweiterungskérper eines
Korpers K, allgemeiner alle Ringe R, die einen Schief kérper K um-
fassen, sofern das Einselement von K auch Einselement von R ist.

Aus V2 folgt wie gewthnlich

(x1p - +a:r)a=x1a+ et oxpa,
(x —y)a=zxa—ya,
0-a=290.
Ebenso folgt aus V3

x(ar+ gy =xa; - L xa,
z{a —b) = xa — xb,
2-0=0.

Der Vektorraum M heiBt endlichdimensional oder kurz endlich
itber K, wenn es endlich viele Erzeugende ey, ..., ey gibt, durch
die jedes Element von I sich mit Koeffizienten a* aus K ansdriicken
laBgst:

(1) ' x= Z e, ak,

Wenn eine der Erzeugenden e sich durch die iibrigen e; aus-
driicken laBt, so ist dieses ey als erzeugendes Element von M iiber-
fliissig. Streicht man es dann aus der Reihe ey, ..., ey und fihrt
so fort bis kein e; mehr iiberfliissig ist, 50 bleiben schlieBlich » Basis-
vekioren p1, .., py ibrig, von denen keiner sich linear durch die
anderen ausdriicken 1i8t. Man nennt solche Vektoren, von denen
keiner sich durch die anderen susdriicken 1aBt, linear unabhingig.

Wenn py, ..., p, linear unabhéngig sind, so folgt ans

) pral 4 prar =0
notwendig
al=0,...,a" =0,
Wire nimlich ein af 0, so kénnte man aus (2
und durch die anderen ausdriicken.
Wenn py, ..., p, eine linear unabhéngige Basis fiir den Vektor-
raum IR bilden, so 138t sich jeder Vektor x eindeutig durch die Basis-

! Bei der Kennzeichnung der Koeffizienten a® durch
wir einer Konvention von EInNsTEIN, die in der Vektor-
sehr zweckmifig ist. Summationen erstrecken sioh nac
immer auf die Indices, die einmal unten wnd einmal ob

) ein p; auflésen

obere Indices folgen

und Tensorrechnung
h dieser Konvention
en vorkommen.

1
!
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Reihe n-ter Ordnung wird demnach durch die Formel

by = 1) s .

n!
.

vx—1) 4+ zx—1)...(x~—n-1)
gegeben. ) )

Das Differenzenschema (8) findet praktisch Anwendung be} der
Interpolation und Integration von Funktionen, ‘d.ie du.rch numerische
(etwa empirisch gewonnene) Tabellen gegeben sind, Sind &y, b1, b2, ..
die Werte einer Funktion ¢ () fiir &quidistante A;gumentxve.rte %0,
og -+ b, a0 + 2k, ..., s0 zeigt die Praxis, daB bei regeln:iaﬁlg ver-
laufenden Funktionen und bei nicht allzu groBer Intervallinge % die
zweiten, dritten, vierten oder schlimmstenfalls die fiinften Differen-
zen praktisch Null werden, also die Funktion sich in einigen un-
mittelbar aufeinanderfolgenden Intervallen fast genau wie ein Poly-
nom von héchstens viertera Grad verhilt. Pir die Zwecke d\?r
numerischen Interpolation oder Integration kanm ‘man de.zher die
TFunktion durch ein Polynom ersetzen, welches an 2 bis 5 aufeme!,nder-
folgenden Stellen die durch die Tabellen gegebenen We%'te annimmb.
Die Interpolation geschieht mittels der Formel (2); dabei ko.mr.nt man
fast immer mit den ersten und zweiten Differenzen, also mit lmea_,ren
oder quadratischen Polynomen aus. Bei der Umrechnung von Diffe-
renzen A¥a, in Differenzenquotienten treten auler den Fakforen %!
noch Potenzen der Intervallinge k auf; an Stelle von (9) hat man
demnach die Formel

A¥ay
=T
zu benutzen.

Sind die Argumentwerte ag, @1, ... nicht mehr s‘iquid.ist?.nt, 50 hat
man statt der Differenzen A%a, von vornherein die Differenzen-
quotienten (7) zu bilden. Fiir weitere Einzelheiten der_R.ef:hnun“g s0-
wie fiir Fehlerabschitzungen usw. verweisen wir auf die einschlagige
Lehrbuchliteraturt. .

m—

Aufgaben. 1. Die Teilsummen s, = 3, @, einer arithmetischen Reihe n-ter
v

=0 .
Ordnung {(wobei sy =0 gesetzt wird) bilden eine arithmetische Reihe (x - 1)-ter
Ordoung. Daraus ist die Summenformel

sm=mag+(’;’)dau+m—]— (n?—l)‘dﬂa"

herzuleiten., m=1 m=1 m—1
2. Man gebe Formeln fiir die Summen ¥ v, > 01’2, 2 01’3-

y=0 »r= t4

1 Siehe etwa G. KowaLEWsKI: Interpolation und geniherte Quadratur.

. Leipzig 1930.
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§ 30. Faktorzerlegung

Wir haben in § 18 schon gesehen, da8 fir den Polynombereich
K[z}, wo K ein kommutativer Kérper ist, der Satz von der eindeuti-
gen Zerlegung in Primfaktoren gilt. Wir werden jetzt den folgenden
allgemeineren Hauptsatz beweisen :

Ist © ein Integrititsbereich mit Binselement und gilt in & der Satz
von der eindeutigen Primfakiorzerlegung, so gilt dieser Satz auch im
Polynombereich &[z]. .

Der hier darzusteilende Beweis geht auf Gauss zuriick.

i
Esseif(z) = z a¢* ein von Null verschiedenes Polynom aus & [=].
& :

Der groBte gemeinsame Teiler d von ay, ..., a, in & (vel. § 18, Auf-
gabe 7) heiBt der Inkali von f(x). Klammert man d aus, so kommt

f@)=d-g(),

wo g{(x} den Inhalt 1 hat. g(x) und d sind bis auf Einheitsfaktoren
-eindeutig bestimmt. Polynome vom Inhalt 1 heiBien Einheitsformen
oder primitive Polynome (in bezug auf B).

Hilfssatz 1. Das Produkt zweier Einheitsformen st wieder eine
Einheitsform.

Beweis. Es seien
f@y=ap+ayz+
und
g(2) = by + by 4- -+

Einheitsformen. Gesetzt, die Koeffizienten von Jx) - g(z) hitten
einen gemeinsamen Teiler d, der keine Einheit wire. Tst p ein Prim-
faktor von &, so muB p in allen Koeffizienten von f(x} g (x) aufgehen.

Es sei a, der erste nicht durch p teilbare Koeffizient von f(x) und
entsprechend b; der von g(x). :

Der Koeffizient von 2r+¢ in f(x) g () sieht so aus:

b + @ri1bs_1 + @iz A
T @r-1bsy1 + r_absia 4 ool

Die Summe soll durch p teilbar sein, Alle Glieder auBer dem ersten
sind durch p teilbar. Also muB a,b, durch P teilbar, also e, oder b
durch p teilbar sein, entgegen der Voraussetzung. ‘
Es sei nun X' der Quotientenkérper von & (§ 13). Dann ist in X [=]
jedes Polynom eindeutig zerlegbar (§ 18). Um nun von der Zerlegung
in 2'{x] zu einer Zerlegung in &[] zu gelangen, benutzen wir folgende

Tatsache: Jedes Polynom ¢(x) von Z[z] kann man in der Gestalt
Eéi) (F(x) in &[], b in &) schreiben, wo b etwa das Produkt der
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Nenner der Koeffizienten von ¢ () ist. Sodann kann man F(z) als
Produkst ,,Inhalt mal Einheitsform® schreiben:

F(z)=af(),
(L) ) = 5 f().

Wir behaupten nun: o ‘

Hilfssaiz 2. Die in (1) qufirefende Einkeitsfqrm flz) ist eindeutig
bis auf Einheilen aus & durch ¢ (x) bestimm. Umgekeifrt ist (p(fz:) nach
(1) eindeutig bis auf Binkeiten aus Z[x] du?'ch f {x) bestimmi, Lift man
i dieser Weise jedem @ (x) aus X'[x] eine Binkeilsform f{z) e_ntsprecke_,n,
s0 entspricht dem Produkt zweier Polynome () - p{x) bis auf Ein-
heiten das Produkt der zugehorigen Einheitsformen _( und umgekehrt).
Ist @ (x) unzerlegbar in X[x], so ist f(x) unzerlegbar in &[] (und um-
gekehrt }.

Beweis: Es seien zwel verschiedene Darstellungen eines ¢({z)
gegeben:

p) = Ff@) = F90).

Dann folgt:
(2) , adf(z)=cby(x).
Der Inhalt der linken Seite ist ad, der der rechten Seite ¢b; also mull

ad=cch

gein, wo ¢ eine Einheit aus & ist. Setzt man das in (2) ein und kiirzt
durch ¢b, so foigt
: ef (@) =g(@).

#{z) und g(x) unterscheiden sich also nur um eine Kinheit aus S.

Fiir das Produkt zweier Polynome
o) = 3 /@),
p) = = g(@)
erhilt man sofort:
p@)-p(@) = 17 [@ g(=),

und nach Hilfssatz I ist f(x) g(x) wieder eine Einheitsform. Dem
Produkt ¢ (x) « v (x) entspricht also das Produkt f(x) « g (x). ]

Ist schlieBlich ¢(x) unzerlegbar, so ist es auch f(x); denn eine
Zerlegung f(x) = g(x) h(x) wiirde sofort eine Zerlegung

pla) = 5 [(x) =7 9(2) h(2)

\
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Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. :

Vermége des Hilfssatzes 2 iibertragt sich nun die eindeutige Fak-
torzerlegung der Polynome g(x) unmittelbar aunf die zugehdrigen
Einheitsformen. Also: Einheitsformen lassen sich bis auf Einheiten
eindeutiy in Primfaktoren, die wieder Einkeitsformen sind, zérlegen.

Nun wenden wir uns der Faktorzerlegung beliebiger Polynome in
&[x] zu. Unzerlegbare Polynome sind notwendig entweder unzerleg-
bare Konstanten oder unzerlegbare Einheitsformen; denn jedes an-
dere Polynom ist zerlegbar in Inhalt mal Einheitsform. Um also ein
Polynom f(x) zu zerlegen, muB man zuerst f(z) in Inhalt mal Ein-
heitsform aufspalten und dann diese beiden Bestandteile getrennt in
Primfaktoren zerlegen. Das erstere ist bis auf Einheiten eindeutig
moéglich nach der Voraussetzung des Hauptsatzes, das zweite eben-
falls nach dem eben Bewiesenen. Damit ist der Hauptsatz bewiesen,

Als wichtiges Nebenresultat des Beweises ergibt sich:

Ist ein Polynom F (x) aus S[x] zerlegbar in X [x], so ist es schon
in &[z] zerlegbar. : :

Denn vermége I (z) == d - f(z) entspricht dem Polynom F{x) eine
Einheitsform f (), und nach Hilfssatz 2 zieht eine Produktzerlegung
von F(z) in X[z] eine solche von f{z} in &[«] nach sich; mit f(x) ist
aber F(z} zerlegbar, '

Beispielsweise ist ein jedes Polynom mif ganzen rationalen Koeffi-
zienten, das sich rationalzahlig zerlegen 1iBt, schon ganzzahlig zer-
legbar. Also: Wenn ein ganzzahliges Polynom ganzzakliy unzerlegbar
i8t, 80 15t es auch rationalzahlig unzerlegbar.

Dureh vollsténdige Induktion erhilt man aus dem Hauptsatz das
weitergehende Ergebnis:

. Lst © ein Integrititshereich mit Einselement und gilt in & der Satz )
von der eindeutigen Faktorzerlegung, so gilt dieser Satz auch im ‘Poly-
nombereich &[w1, ..., x,].

Daraus folgt unter anderem die eindeutige Faktorzerlegung fitr
die ganzzahligen Polynome (von beliebig vielen Variablen), fiir die
Polynome mit Koeffizienten aus einem Kérper usw.

Der Begriff ,,primitives Polynom*, oben in den GauBschen Hilfs-
sitzen eingefiihrt, wird insbesondere dann verwendet, wenn es sich
um Polynombereiche in mehreren Variablen handelt. Ist K ein Kor-
per, so heillt ein Polynom f aus K[zy, ..., Xn] primitiv in bezug auf
Z1, ..., Tp—1, Wenn es primitiv in bezug auf den Integrititsbereich
Kl#1, ..., #r—] ist, d. h. keinen nichtkonstanten Teiler hat, der nur
von i, ..., %y-1 abhingt. :

Aufgaben. 1. Einheiten in &[z] sind nur die Einheiten von &,

2. Man beweise, daB in einer Faktorgerlegung eines homogenen Polynoms
nur-homogene Faktoren auftreten kénnen.

r Vo nach sich ziehen. Das Umgekehrte folgt ebenso.
|
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3. Man beweise, daf die Determinante

T3l ... Ein

im Polynombereich &[z11; ..., Zan] unzerleghar ist. (Man zeichne eine Un-
bestimmte, etwa 211, aus und zeige, dall A primitiv in bezug auf die iibrigen
ist) . -

4. Man gebe eine Regel an, die es erlaubt, von jedem ganzzahligen Poly-
nom zu entscheiden, ob es einen Faktor ersten Grades hat.

5. Man beweise die Unzerlegbarkeit' des Polynoms

) a1
im ganzzahligen Polynombereich der Unbestimmten 2. Ist das Polynom im

rationalzahligen Polynombereich zerlegbar? Ist es zerlegbar {iber dem Ring
der ganzen Gaulischen Zahlen?

§ 31. Irreduzibilititskriterien
Es sei & ein Integritdtshereich mit Einselement, in dem die eindeutipe
Zerlegharkeit gilt, und es gel
f@) =as+ oz + enz®
ein Polynom aus &[x]. Der folgende Satz gibt in vielen Fallen Auskunft iiber
die Irreduzibilitit von f(z).
Eisensteinscher Satz. Wenn es ein Primelement p in & gibt, so daf
an = 0(p}),
a; = 0(p) firalle ¢ <n,
ag = 0(p?)
s, 50 ist Flz) irreduzibel in S[x] bis auf konstante Fakioren; mit anderen Worten
es tst f(z) irreduzibel in 2 [#], wo X den Quotientenkdrper von & bedeutet.
Bevweis. Wire f(x) zerleghar:

Flx) =glx) - k(z),
g(@) = 2 bra?,
0

[}
Riz) = 2, ep?,
0

r>0, 8>0, rts=n,

so hitte man

ap = 0(p)}.

Daraus folgt, dafl entweder by = 0(p) oderco = 0(p) ist. Es sei ebwa b = 0(p).
Dann ist cg = 0(p), weil sonst ay = by cp = 0{p?) wiire.

Nicht alle Koeffizienten von g (z) sind durch p teilbar; denn sonst wiire das
Produkt f{x) = g(x) - k(z) durch p teilbar, also alle Koeffizienten, inshesondere
ay durch p teilbar, entgegen der Voraussetzung. Es sei also b; der erste Koeffi-

ap=Dbpep und

A f:‘-
£
&
k9
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zient von g(#), der nicht durch p teilbar ist (0 < i = r < »). Es ist
@ =bico + bs-161 -+ -+ + oy,

a; = 0(p),
b1 = 0(p),
bo = 0{p),
also :
bico = 0(p),
cg ¥ O(Ij)’
b =0(p),

entgegen der Voraussetzung. .
Also ist f(x) bis auf konstante Faktoren irreduzibel.
Beispiel 1. & — p{p prim} ist im ganzzahligen (und somit auch im rational-
h_li 0 = I3 . n,— - .
i:ti()lg::]l.) Polynombereich irreduzibel. Also ist }p(m > 1, p prim) stets ir-

i Beispiel 2. f(x) = 2Pl 4+ 2zp—2 L ..o + 1 iat, wenn Primzehl ist, di
linke Seite einer, ;Kreisteilungsgleichung . Wir fragen wiedzr nach ganzza.l;lig::i
(oder, was suf da;sse!be hinauskommt, rationalzahliger) Irreduzibilitit. Das
Elsenstemsc_zhe Knteglum ist micht direkt anwendbar; aber man kann folgender-
mafBen schlicBen. Wiire f(x) reduzibel, so wire f(z - 1) es auch. Nun ist

flz+1)= (?;—:Hll);’_—: zxp+({)x1?—1_|;..'.+(?1_)1)$
=xp—1+(if)a:31—2+..._|_(Pjil)'

Alle Koeffizienten auBer dem von a#-1 gind durch i n i
Formel fiir die Binomialkoeffizienten arch p teilbar; demn in der

‘ (E)ZP(P—I)--:@—H-I)

4 !

ist fiir © < p der Zihler durch p teilbar, der Nenner aber nicht. AuBerdem ist

fla.s kosztantae Glied ( E 1) = p nicht durcl_l 2 teilbar. Also ist f(x - 1)
irreduzibel, also f{x} irreduzibel. :
sehe]i;cfli?é?ld% Dieselbe Transformation fiihrt auch fir f (x) = 2% + 1 zur Ent-

) flet+l)=a24+22+2
ist. =

Aufgaben. 1. Man zeige die Irrationalitiit ]
verschiedene Primzahlen sind und m > 1 1ist. o ]/Plpz v Pro WO BL vees e

2. Man zeige die Irreduzibilitit ven
224421

in P({[z, 4], wo P irgend ein Kérper ist, in welchem £+ 1 &+ — 1 ist
3. Man zeige die Irreduzibilitit der Polynome i o

. z44-1; 284311,
im ganzzahligen Polynombereich.
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Im Grunde beruht der Eisensteinsche Satz darauf, daB man die Gleichung
flx)=g(@) - k(z)
in eine Kongruenz nach p? verwandelt:
Sz = g(=) - bz},

i i dllen ist es ebenfalls

i d absurdum fiihrt. In sehr vielen anderen T : )
?mrzic}gl‘iiéﬁ??[;eduzibi]itﬁ.tsbeweise fiaduécl} ﬁzu fl:ihrerlli daf hx:aél gt; 3;::11313]1;11533
in Kongruenzen module irgendeiner Gréfie ¢ des eremf"nt p tinébesondere

ht, ob das vorgelegte Polynom f{z} modulo ¢ zerfillt. Ist ins

%nse;.:%eréizh der ga,rigzengZahlen Z, so gibt es im Restklassenbereich na;:h g
nur endlichviele Polynome von gegebenem Grad; also hat man moduho q
immer nur endlichviele Méglichkeiten der Zerfdllung von f{z} zu untersuchep.
Stellt es sich heraus, daB f(x) modulo g irreduzibel ist, so war f(z) aue dm
Z[z] irreduzibel, und auch im anderen Fall kann man unter Umstag‘ ﬁn
Schiiisse aus der gefundenen Zerlegung mod g ziehen, wobei man sich im 4:1 [
g = Primzahl auf den Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung der
Polynome mod ¢ {§ 18, Aufgabe 3) stiitzen kann.

ispi 2 zerleghar ist, so

14, & = Z; f(z) = 2® — 2? 4- 1. Wenn f(z) mod 2
muBB:ilflg;‘eder Faktorex{. (linea.r oder quadratisch sein. Nun gibt es mod 2 bloB
zwet lineare Polynome: o
rr-+1,

und blo8 ein irreduzibles quadratisches Polynom:

a1,

Ausfithrung der Division lehrt, daB 25 — 22 ++ 1 durch alle diese Polynome nicht

teilbar ist (mod 2). Man sieht das auch direkt aus
—a2 1= —1+1=22z+DE24+a+1)+1.

Also ist f(z) irreduzibel.

§ 32. Die Durchfiihrung der Faktorzerlegung in endlichvielen
Schritten

ir haben zwar die theoretische Moglichkeit eingesehen, bei gegebenem
Kt’)rg?rr ;'m]:edes Polynom aus X [w1, ..., #a) in Primfaktoren zn zerlegen, ll:;nd
in einigen Fillen auch die Mittel aufgezeigt; die Zerlegung mrkh]fh anz_uge} Ier_l

bzw. die Unméglichkeit einer Zerlegung darzutun; aber eine 3 ge}::;elpgh eg
thode, die Zerlegung in jedem Fall in endlichvielen Schritten durc ufll:‘l rd s
besitzen wir noch nicht. Eine solche Methode wollen wir wenigstens fiir den
Fall, daB X der Karper der rationalen Zahlen ist, angeben. - e
Man kann nach § 30 jedes rationalzahlige Polynom ganszzahlig voIra.u;gin n
und seine Zerlegung im ganzzahligen Polynombereich vornehmen. hm i % E
der ganzen Zahlen selbst ist jede Primfaktorzerlegung offenbar dquc lglnhu':ten

Ausprobieren durchfiihrbar; anBerdem gibt es dort nur end]lchv}rln? e Pll e; <
(-+ 1 und — 1), also nur endlichvieét; mgglifhze Zexjf%ungein. ﬁlifcthoﬂg tg;:djg(;

i «us, ) gibt es nur die Einheiten ,—1.
})gg%l]i%ii[?;ch c,lez31 ]Vgriablenzahl # wird nun alles auf das folgende Problem
zuriickgefiihrt: . o . hrbar; anfir
i jede Faktorzerlequng in endlichvielen Schritien ausfibrbar; ay,
demI;ES :.: zifad@ nur éﬂdlilcelgvi?ﬂ Einheiten. Gesucht wird eine Methode, jedes
© Polynom aus ©[x] in Primfakioren 2u zerlegen.
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Die Losung ist von KRONECKER gegeben worden.

Es sei f(z) ein Polynom n-ten Grades in &[x]. Wenn f(x) zerleghbar ist, so
hat einer der Faktoren einen Grad < 7{2; ist also s die groBte ganze Zahl < /2,
dann haben wir zu untersuchen, oh f(x) einen Faktor g(z) vom Grade =s hat.

Wir bilden die Funktionswerte fleo), fla), ..., flas) an ¢ - 1 beliebig ge-
wiihlten ganzzahligen Stellen aq, @1, .05 g, Soll nun f{zx) durch g(z) teilbar
sein, so muB f(zg) durch g(aq), f(ay) durch g{m) usw. teilbar sein. Da aber
jedes f(a;) in & nur endlichviele Teiler besitzt, so kommen fiir jedes g{ag) nur
endlichviele Méglichkeiten in Betracht, die man nach Voraussetzung alle auf-
zufinden imstande ist. Zu jeder méglichen Kombination von Werten {ag}s
g(@), ..., glas) gibt es nach den Siitzen von §29 genau ein Polynom g(z),
welches man jeweils explizite anfstellen kann. Darit hat man endlichviele
Polynome g () gefunden, die als Teiler in Betracht kommen. Von jedem dieser
Polynome g(z} kann man nun durch den Divisionsalgorithmus feststellen, ob
es wirklich ein Teiler von f(z) ist. Ist keines der mdglichen ¢(x), abgeschen von
den Einheiten, Teiler von (=), so ist f(z) vnzerlegbar; im anderen Fall hat
man eine Zerlegung gefunden und kann auof die beiden Faktoren dasselbe
Verfahren anwenden, usw.

Im ganzzahligen Fall (§ = Z) kann man das Verfahren oft ganz erheblich
ablkiirzen. Zunichst liBt sich durch Zerlegung des gegebenen Polynoms mo-
dulo 2 und eventuell noch modulo 3 eine tihersicht dariiber gewinnen, welche
Gradzahlen die méglichen Faktorpolynome g(x) haben kénnen und welchen
Restllassen die Koeffizienten modulo 2 und 3 angehdren. Das schriinkt die
Anzahl der méglichen g(x} schon erheblich ein. Sodann kann man bei An-
wendung der Newtonschen Interpolationsformel beachten, daB der letzte Ko-
eftizient 2; ein Teiler des hochsten Koeffizienten vom f{x) sein muB, was wieder
eine Einschrinkung der Moglichkeiten bedeutet. SchlieBlich benutzt man oft
mit Vorteil mehr als ¢ + 1 Stellen ;. Man verwendet dann zur Bestimmung
der méglichen g(a;) diejenigen f {ers), welehe am wenigsten Primfaktoren ent.
halten; die tibrigen Stellen kénnen nachher henutzt werden um die Anzahl,
der Moglichkeiten noch welter einzuschriinken, indem man fiir jedes errech-
nete g(z) erst priift, ob es an den noch nicht beriicksichtigten Stellen a; Werte
annimmt, die Teiler des jeweiligen f{a;) sind. :

Aulgaben, 1. Man zerlege
fEy=a5tatta? Lot 2
in Z[x].
2, Man zerlege
oy o= —ad— g — B a2y 4 2) + 92z + ) +22 (= +y) —2eyz
in Zf=, y, 2). ‘

§ 33. Symmetrische Funktionen

Is sei 0 ein Ring mit Einselement, "

Ein Polynom aus o[z, ..., x,], das bei jeder beliebigen Permu-
tation der Unbestimmten %1, ..., %y in sich iibergeht, heilt eine
(ganze rationale) symmetrische Funktion der Variablen T1seeny Xy

" 4

Beispicle: Summe, Produkt, Potenzsumme Sp = > a8,
Setzt man mit einer neuen Unbestimmten z *=1

I Ll A i s

=z% — Ulzﬂ’hl + 0‘2211—2 .

+(=1)*oa,




