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valeur de 4, la formule = 2 @(d) montrerait que
@ln

le nombre d’éléments de ¥ est < n, contrairement 2
Phypothése. En particulier, il existe un ¢lément x e H
d’ordre n, et H coincide avec le groupe cyclique (x).

Le théoréme 2 résulte du lemme 2, appliqué 2 H = Fy
et n=g—1; il est en effct évident que Péquation
¥ =1, qui est de degré 4, a au plus 4 solutions dans F,.

Remarque. — La démonstration ci-dessus montre que,
plus généralement, tout sous-groupe fini du groupe multi-
plicatif d’un corps est cyclique.

§2. Equations sur un corps fini

Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p, et soit K
un corps & ¢ ¢léments.

2.1, Sommies de puissances.
' LEMME. —- Soit u un entier > 0. La somme S(X*) = 3 x*

- : zEX -
est dgale & 1 si west 2 1 et divisible par q— 1 elle est dgale
& O sinon. :

(On convient que x* =1 si u =0, mémesi x = 0.)
Si # = 0, tous les termes de la somme sont égaux a 1,
d'ott S{X*) =g¢.1 =0, puisque K est de caractéris-

tique p.
Six est = 1, et divisible par ¢— 1, ona 0% =10 et
st =13 x % 0; doll S(X¥) = (¢——1).1=—1

Enfin, si # est 3 1, et non divisible par ¢ — 1, le fait
que K soit cyclique d’ordre g1 {th. 2) montre qu’il
existe ye K" telque 3% 1. Cna

S(Xu) — 2 aY == E -yuxu, =yuS(Xu} ,

e K wEK”

doir (1%} .5(X?) =0, etcelaentraine bien S(X*) = 0.

st
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(Variante. — Utiliser Ic fait que, si d> 2, la somme
des racines d-iémes de Punité est nulle.)

2.2, Le théoréme de Chevalley.
TrtoriMe 3 (Chevalley-Warning)., — Soient
fo: & K[Xls et Xn]

des polyndmes & n variables tels que 2 deg {f,) << n, et s0it V
Pensemble de leurs 2éros communs dans K*. On a

Card (V) = 0 (mod p).
Posons P =1 (1 —f2-1), etsoit xeK" Si xcV,
tous les f,{x) sont nuls, et Pon a P{x) =1; si x¢V
P'un des f,{(x) est nonnul, et f{~(x) =1, d’olt P(x) = 0.

Ainsi,ﬂP est la fonction caractéristique de V. Si, pour tout
polyndme f, on pose S(f) = 2 f{x), ona donc :
cERK?

Card (V) = $(P) (modp),

et tout revient & montrer que S(P) = 0.
Or, Phypothése Xideg (f,) << n entraine

deg (Py < n{g—1);
donc P est combinaison linéaire de mondmes
X=Xt . Xl

avec E’f" < n(g —1); il suffit de prouver que, pour un
tel mondme X, on a $(X¥) = 0. Mais cela résulte du
lemme, puisque 'un au moins des ; est < ¢ 1, c.q.f.d.

Cororrare 1. — Si Yideg (f,) << n, et si les f, sont
fans terme constant, les f,, ont un zéro commun non trivial.

En effet, si V était réduit 2{ 0}, onaurait Card (V) =1
et Card (V) ne serait pas divisible par p. o




