CHAPITRE 1

THEORIE ELEMENTAIR_E

Dans tout ce cours, un anneau est toujours com-
mutatif & élément unité. Si 4 et A’ sont deux anneaux et si
¢:A— A’ est un homomorphisme d’anneaux, on suppose que
#{1)=1". Soient A" un anneau, A un sous-anneau de A’ et
Xy, %, des éléments de A’. On désigne par Alx ,...,z,]
le plus petit sous-anneau de A’ contenant A et les x,.

§1. DIVISIBILITE

Soient K un corps, 4 un sous-anneau de K, K* le
groupe multiplicatif des é&léments non nuls de K et A¥=
=A—(0). Etant donnés x,y dans K*, on dira que x divise y

(par rapport 4 A) et I'on écrit x|y, s'il existe un élément a

dans A tel que y=uoax. On voit immediatement que les pro-
priétés suivantes sont vérifiées:
(1) xlx pour tout = dans K*;

(2) six,y,z sont dans K* et si x|y et y|z, alors
x|z;



On a ainsi une relation de préordre sur l'ensernble
K*. On a encore les propriétés suivantes:

{3) soient z dans K* et x,yeK*. Alors
x|y & xz|yz

(4) scient x,y dans K*. Alors x|y & y '|lx™';

(5) si x,y,y sont dans K* et si a,a’ sont dans
A, alors x|y et 2|y = xlay+ay.

Toutes ces propriétés peuvent étres démontrées
trés facilement. A partir d’'une relation de préordre sur un
ensemnble, on peut construire une relation dordre. On consi-
dére la relation R(x,y) sur K* définie par xly et ylx, et 'on
a ainsi une relation d’équivalence sur K*. Deux é&léments
x,y dans K* tels que R(x,y) soit vrale, sont appelés éléments
associés. On voit que si x et y sont associés, alors x|z <
& ylz. Ceci nous montre que deux éléments associés ont les
mémes multiples. Un raisonnement anzlogue nous monire que
deux éléments associés ont les mémes diviseurs. On remar-
que encore gue

(6) si x,y sont dans K*, alors x|y & yx '€A.

De 1a on en déduit que

(7) si x,y sont dans K*, alors x et y sont asso-
ciés < yx~! est un élément inversible dans l'anneau A.

L’ensemble U des éléments inversibles de A4 est un
groupe pour la multiplication et donc, U est un sous-groupe de
K*. La relation d’association est la relation de congruence
modulo le sous-groupe U. La multiplication de K est compa-
tible avec la relation de préordre ci-dessus (cf. propriété (3))
et ceci en fait de U un groupe préordonné. Par passage au
quotient, ‘1a relation de préordre dans K* va donner une re-
lation de p1eo1dre sur K*/U. En effet, si * et § sont dans

K*/U, on posela Y=£T = x[y / Cette définition est indépen~

dante des representants car'si ' et 3/ sont deux autres re-
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presentants, alors x et x’ sont associés et y et ¥ sont aussi
associés. Done, x|z, x|y et yiy nous donne x'[y'. Il est
trés facile de voir qu'on obtient ainsi une vraie relation d'or-
dre sur K*/U qui ea fait de K*/U un groupe ordonné, La
théorie de la divisibilité se présente ainsi comme un cas par-
ticulier de la théorie des groupes ordonnés.

EXEMPLES DE LA RELATION D'ASSOCIATION - Ceci équivaut
4 la determination du groupe U des unités.

(1) Soit A=Z lanneau des entlers rationnels. Alors
U={—1,+1}; autrement dit deux éléments associés sont égaux ou
opposés.

(2) Soient &k un cbrps et A=k[X] Panneau des polyno-
mes en X a coefficients dans k. Un polyndme est inversible dans A si
et seulement si il se réduit & une constante =0 et donc, U=k* Deux
polyndmes associés sont deux polynémes proportionnels. Plus générale-
ment, soient 4 un anneau intégre, B=A[X,,..., X,] et U(B) le grou-
pe des éléments inversibles de B. Alors on a U{B)=U(A4).

(3) Soient 4 un anneau intégre et C=A[[X,,...,X;]]. On
voit que U(C) est Iensemble des séries formelles dont le terme cons-
tant est inversible deans 4. En effet, si f est dans C, on peut écrire
f:ao+_a1(X)—I—...-|-aq(X)+... ol a,(X) est un polynbme homogéne
de degré g en les indeterminées X,,...,X,. SI g=bo+by(X)+... est
linverse de f, alors fg=1 = ggbg=1 et donc, ay est inversible dans A.
Réciproquement, si ap est inversible dans A, la Série formelle #(X)=
=a0‘1(]’(X)~a0) =ay 1f(X) —1 est sans terme constant et done, 1+4+t(X)
est inversible dans C .(elle admet 1—t+4+##—tI+ .., comme inverse).
Alors, il en est de méme de f(X)=ap(1-+tX)).

(4) Si A=Z[i], alors U={-+1,—1,i,—%} est l'ensem-
ble des p+gi dans A tels que p?tg2=1. L'inverse _de p+qgi est
D gi.

(5) Si A= Z[]/2] alors U est Pensemble des pulssances
de 1-|-} 2 et de leurs opposes

PLUS GRAND COMMUM DIVISEUR (pgced) ET PLUS
PETIT COMMUM MULTIFLE {ppcm).

Etant donnés x et y dans K*, on dira qu'un élé-



ment z dans K* est un -pged de x et y si z|x et zly.et;
d’autre part, si 2'[x et 2’|y avec 2'.dans K*, alors 2'[z. On
dira qu'un élément t dans K* est un ppem de x et y, si x|t
et y|t et, d’autre part, st t' dans K* est tel-que - x|t’ et ylt,
alors t|t. I1 en resulte que deux pged -de x et y sont asso-
ciés et, de méme, pour deux ppem. Si z est un pged de. x et
1, on notera z=pged(xr,y) et, de méme pour le ppem. Les
propriétés suivantes sont vérifiées: '

(8) sixety som’rsfdans K*, alors

x|y © pged{x,y)=x < ppemlx,y)=y;

{9) si t=pged(x,y), alors tz=pged(xz,yz), ou en-
core, pged(zrz,yz)=z.pgcd(x,y); de méme, ppemirz,yz)=
=z.ppem(x,y);

(10) si x et vy ont un pged z, alors z7! est un
ppem de z71 et y~!, ou encore, pged(x,y)~'=ppem{x=',y~1);
de méme, ppemiz,y) '=pgcdlx~t,y"").

COROLLAIRE 1 - Deux éléments de K* ont un pged
si et seulement si, ils ont un ppem.

COROLLAIRE 2 - Supposons que deuxr elements x,y
de K* ont un pged (donc, aussi un ppem). Alors
pged(x,y). ppemiz,y)
est un élément associé 4 xy.
En effet, si z est un pged de x et y, alors zx—ly~ 1=
=pged(y~ i, x" Y =ppemlz,y)~!, d’ot le corollaire.

Finalement on va démontrer la propriété suivante:

(11) supposons que K soit le corps de fractions
de l'anneau integre A; alors, si deux éléments quelcongques
de A* ont un pged (rvespectivement, un ppem), alors deux
éléments quelconques de K* ont & la fois un pged et un ppem.

En effet, d’aprés le corollaire 1, il suffit de supposer
Texistence du pged. Soient x,y dans K*, x=a/c, y=b/c avec
a,b,c dang A* et goit d un pged de a et b. Puisque 1lla et

1|b, alors 1|d et donec, dedA*. D’autre part, il est facile de
voir que dfc est un pged de x et y. On remarque que les
éléments positifs pour la relation d’ordre sur K*/U sont les
classes d’association d’éléments de A.

Soient K un corps,” 4 un sous-anneau de K et a,b
deux éléments de K*. On dit que a et b sont étrangers ou
premiers entre eux si 1 est un pged de a et b. Ceei entraine
que a,b sont dans A*.

THEOREME 1 - Soient a et b étrangers et ¢ dans A*.
Alors pged(a,c) =pged{a,bc).

Puisque pged(a,b)=1, alors pgcd(ac,bc)=c et done,
la relation z|a et z|c¢ équivaut & zla, zlac et z|bc. Comme
alac, ceci équivaut 4 zla et zlbe. Le théoréme est ainsi de-

moniré.

COROLLAIRE 1 - Soient a et b étrangers et c dans
A*. Alors a|bc entraine a|c.

En effet, si albe, alors a=pged{a,bc) et d’'aprés le
théoréme 1, on a a=pgcedia,c), d'on, aic.

Le corollaire 1 est connu sous le nom de Lemme

d’Euclide.
4
COROLLAIRE 2 - Si a est étranger @ b et ¢, alors a

est étranger qu produit be.

Comme 1 =pgcd{a,b}=pgced(a,bc), alors a est étran-
ger a be.
COROLLAIRE 3 - Si (aier et (by)jes sont deux famil-
les finies telles que pour toute couple d’indices i,§ ont ait a
étranger a by, alors Ilai est étranger a IIb;.
J

En effet, la démonsfration se fait par double ré-
currence sur Card(I) et Card(J).

COROLLAIRE 4 - Si a et b sont étrangers et si p et



g sont des éléments de N, alors aP et b? sont aussi étrangers.

Le corollaire 4 est un cas particulier du corellaire 3.

§2. DEFINITION DES ANNEAUX FACTORIELS

Dang ce § et & parﬁr de maintenant, A est un
anneau intégre et K est son corps de fractions. On considére
le groupe ordonné F(A)=K*/U et on aimerait que F(A4) soit
le groupe ordonné le plus simple possible. On considére pour
cela la ‘somme directe ordonnée ZI), ensemble des familles
d’entiers (n(i))ier o0 n(i)=0, sauf pour un nombre fini d’in-
dices i dans I. On peut définir dans Z® une structure de
groupe par addition des coordonnées et on introduit dans
Z9Y une relation d’ordre {(qui n’est pas une relation d’ordre
totale}, en posant (p(@)jier= (q{d))ier si pld) = q(i) pour tout i
dans I. Cette relation d’ordre est compatible avec la structu-
re de groupe de Z(1).

THEOREME 2 - Soit G un groupe ordonné. Les con-
ditions suivantes sont équivalentes:

(1) G, en tant gque groupe ordonné, est isomorphe
a Za,

{2) (a) il existe une famille P d’éléments >0 de
G telle que tout élément x dans G, x=0, §écrit d'une fagon
et d'une seule sous la forme x=2.x(p).p, ou les x(p) sont dans
N et x(p)=0, souf un nombre ]‘i;‘zpd’ent'r’eux; (b) tout élément

de G est difference de deux éléments =0;

{3) (a) condition (M)-tout ensemble = § d’éléments
=0 de G admet un élément minimal; (o) deux éléments quel-
congues de G ont une borne inférieure (resp., supérieure};

(4) (a) condition (M); (b} st p est un élément ex-
tremal de G (voir ci-dessous la définition d’élément extremal)
et st x=0 et y=0 sont deux élémenis de G, alors p=x-+y
entraine p=x ou p=<y,; (c) tout élément de2 G est difference

de deux éléments =0.

On remarque tout d’abord que le groupe G est
noté additivement. On passe 4 la démonstration,

(1) =(2)

Si G=Z%, & tout j dans I on {ait correspondre
Télément aj=(3iiex o1t &, est le symbole de Kronecker (fonc-
tion caracteristique de la diagonale). Pour tout x dans G,
r=0, on a xu—-;n(j).aj. I1 est facile & voir que tout élément

de G est differénce de deux éléments = 0.

(2) = (3)

Soit F=@ une famille d’éléments =0 de G et soit
:c=2n(p).p un €lément =0 de F. Les éléments y dans G
quipe()Pbéissent 4 la condition 0=<y=x sont en nombre {ini, ce
nombre étant Il (n(p)+1) et done, cet ensemble fini admet
un élément millljierial qui est aussi un élément minimal de F.

D’autre part, si :c=2:.n(p).p et y:Zm(p).p sont deux élé-
pep peP .

ments quelconques de G, on a inflx,y)= 2 inf(n{p), mip)).p
per

et donc, deux éléments quelconques de G ont un inf (resp.
un sup).

(3) = (4) .

On dit qu'un élément p dans G est un élément ex-
tremal de G s'il est un élément minimal dans ensemble des
éléments >0 de G. D'aprés la condition (M), il existe des élé-
ments extremaux de G. Soit p un élément extremal de G et
solent x>0 et y>0 des éléments de G. Supposons gque
p=x+y et que p=Lx. Alors inf(p,x)=0, inf(p,x)=p et
inf(p,x)=p (car, sinon p=x) et done, inf(p,xr)=0. Comme
p=x+y et p=p+y (car, y=0), alors il en resulte que
p=inflp+y,x+y)=y. La partie {c) est triviale.

(4) = (2)

Soit x un élément quelconque de G et soient z*=



=sup(0,x) et x =sup(0,—x). On voit que x* et x~ sont des
éléments positifs et que x=x"—x et donc, il suffit de dé-
montrer Passertion pour des éléments positifs de G. Soit F
I’'ensemble des éléments =0 de G qui ne sont pas sommes
d’éléments extremaux et supposons que F=§. Soit y dans F
un élément minimal de F (d’aprés (a)- condition (M)).

peut supposer que y>0 (car 0 est somme de la famille vide
d’éléments extremaux) et on considére la famille des z dans
G tels que 0<z=y. Cette famille est ¢ et soit p un élé-
ment minimal de cette famille. Alors p est un élément ex-
tremal et comme p<y, alors on peut écrire y=p-+z avec
z>0 et z¢F (car z<y). Donc z est somme d’éléments extre-
maux et il en est de méme de y. Ceci nous montre que
F=g¢, On a ainsi démontré l'existence de la décomposition.
Pour l'unicité, supposons que l'on a :c=):,.x(p).p=2;x’(p).p
et I'on va montrer que x(p)=x(p) pour I;:f)lxl‘lt P dapnes P en

faisant une récurrence sur la somme y;c(p) Silon a E:c(p) 0,
peP

alors x(p)=0 pour tout p dans P et donc, x=0. Cem nous
montre que z'(p)=0 pour tout p dans P (sinon il en existe
un x'(p)>0 et donc, x>0). Soit g dans P tel que x(g)>0.
Alors g=1x et comme x= E:r(p) p, alors il en existe un p
dans P tel que x'(p)>0 et g=<p. Comme g et p sont ex-
tremaux, alors g=p et donec, x’(g)>0. On peut alors retrancher

g dans les deux membres de Zx(p).p=2x'(p).p et on appli-
pelP peP .

que hypothése de récurrence.

(2) = (1)

On sgit que tout x dans G s’écrit d’une fagon uni-
que ;r:=z:c(p).p et donec, on peut définir un homomorphisme
p:G—>%?§) en iaosant e(x) = (x(p))per pour tout x dans G. 11
est facile de voir que ¢ est une bijection et donc, GZZ®.

REMARQUES

(1) On peut se demander si Phomomorphisme GZZ1 est
unique. Oui, avec la structure de groupe ordonné, cet homomorphisme

est unique mais sans cetfe structure, il en n’est pas ainsi. En effet, si
Ton prend Z2, en lant que groupe il peut étre engendré par (0,1) et
(1,0) ou encore par (0,1) et (I,1), par exemple. Il y a une infinité de
couples qui engendrent Z2 en tant que groupe: si (x,y) est un tel
couple, alors tout autre couple (x',y’) est donnée par x'=ax-+by et
Yy =a'x +by avec ab'—ab=421 (groupe unimodulaire).

(2) - 8i G vérifie les conditions équivalentes du théoréme
2, alors la famille P de la condition (2) est nécessairement celle de
tous les éléments extremaux de G. En effet, soit P* la famille de tous
les éléments extremaux de G. Alors la démonstration de {4) = (2) nous
montre que P’ vérifie (2). Soit P une famille qui vérifie (2) et soit x
dans P. Alors il existe un élément extremal p dans P’ tel que p=x et
si l’gn applique (2) relativement a4 la famille P, on peut écrire

p=_2_n{y).y avec n(y) dans N et nuls sauf un nombre fini d’entre eux.
vePr
On peut encore écrire x — p__.m(y) y et done a__> () +m{y)) . y.
ye ye P
Dapres Vunicité de la decomposmon, il en resulte que 1=n(z)+m(x)

et 0=n(y)+m{y) por tout y=x. Ceci nous montre gque n(y) =0 pour

tout y=2x et comme n{x) =0, alors n{x)=1. Donc, x =p, c'est & dire,

Pc P’'. Soit p dans P’ et on écrit p:Zn(y).y; il existe un vy dans P
yeP
tel gque n{y) >0 et donc, y=p. Mais y et p étant extremaux dans P,

il en resulte que p=yeP, c'est & dire, PPC P. On a ainsi montré que
P=F.

DEFINITION 1 - Scient A un anneau intégre, K son
corps de fractions et F(A)=K*/U. On dira gue A est un an-
neau factoriel si F(A) en tant que groupe ordonné satisfait
aux conditions équivalentes du théoréme 2.

La condition {c¢) de (4) équivaut & dire que K est
le corps de fractions de A (ici on est en notation multiplica-
tive et dans le théoréme 2, en notation additive). La condi-
tion (2) se traduit par la condition suivante: (2} il existe
une famille P d’éléments non inversibles de A felle que tout

x dans A s'écrit de fagon unique x=u]]p"P™

peP
U et vp(xr) dans N et nuls, sauf un nombre fini d’entr’eux.

avee u dans

DEFINITION 2 - On dit qu'un élément p de A est
extremal ou irreductible si xeA et x|p, entrainent que ou
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bien x est associé & 1 ou bien x est associé d p. On dira alors
gue P est un systéme représentatif d’éléments extremaux de 4.

EXEMPLES

(1) L’ensemble P des nombres premiers >0 est un systé-
me représentatif d’éléments extremaux de lanneay Z.

(2) Soient k un corps et A =k[X] l'anneau de polynémes
en X a coefficlents dans k. L'ensemble P des polyndmes unitaires irre-
ductibles est un systéme représentatif d’éléments extremaux de 4.

La condition (3) se traduit en la condition suivan-
te: (3) (a) condition (M)-toute famille F=g¢ d’éléments de
A admet un élément minimal (par la relation de divisibilité),
c’est a dire, il existe aef tel que pour tout = dans A tel que
xla, alors x est associé & a; (b) deux éléments quelconques
ont un pged (resp. un ppem). Quant a la condition (4), elle
se traduit par la condition suivante: (4)'(a) condition (M)
comme ci-dessus; (b) si p est un élément extremal de A et
si x,y sont dans A, alors play = plx ou ply. Un tel élé-
ment p de A sera dit un élément premier de l'anneau A.
Précisement, un élément p de A est dit un élément premier
si toutes les fois que p divise un produit de deux éléments
de A, alors p divise un des facteurs. II est clair que tout
élément premier est extremal, mais dans un anneau intégre
quelconque, un élément peut-&tre extremal sans étre premier.

EXEMPLES D'ANNEAUX FACTORIELS ET NON FACTORIELS

{1) Tout corps est un anneau factoriel, comme il est trivial

de vérifier.

{2) L’anneau Z des entiers rationnels est un anneau facto-
riel (cf. théoréme 3 ci-dessous).

(3) Si A est un anneau factoriel, alors A[X] est aussi un
anneau factoriel (ef. Théoréme de Gauss, Chap. II).

(4) Tout anneau local réguller est factoriel (ef. M. Aus-
lander and D. A. Buchsbaum, Unique factorization in Tegular local rings,
Proc. Nat. Ac. Sc. USA 45 (1959), 733-734).
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(5) Si A est un anneau factoriel, alors A[[X]] n'est pas
nécessairement factoriel (cf. P. Samuel, On unique Zfactorization do-
mains, Illinois J. Math. 5 (1961), 3-17 et Pierre Samuel, Sur les anneaux
factoriels, Bull. Soc. Math. France 89 (1961), 155-173).

(6) Soit A l'ensemble des nombres réels de la forme
a-t b]/ﬁ avec (a,b) parcourant ZXZ. On va montrer aque A n’est pas
factoriel. En effet, (4+ﬁ5)(4—l/ﬁ)=2.3 et si 'on démontre que 2
est un élément extremal de 4, alors 2 divise un des facteurs, car 2 di-
vise leur produit. Supposons que 2{(4+]/ﬁ) (par rapport & A). On peut
écrire que 4+VE=2(a+b]/ﬁ) et done, 20 =4 et 2b=1, absurde. Ceci
nous montre que A n'est pas factoriel. Etant donné a—i—b]/l_o dans A, on dé-
finit la norme comme étant N{a-+b) 10) =a?— 106? et il est facile de
voir que N{xy)}=N(x).N(y) quel que soient x et y dans 4. Si 2 nest
pas extremal dans A, alors on peut écrire 2=gy avec x,y dans A et
donc, 4=N{(2)=N(x).N(y) et comme N(x) et N(y) ne sont pas tri-
viales, alors on a N(x)=N(y)==x2. Il suffit donc de montrer gue
léquation a?—10b2=+42 n'est pas possible. On a immediatement
a?=+2 (mod 10) et done, a? est un carré dont les chiffres des unités
est 2 ou 8, ce qui n'est pas possible. On a ainsi montré gue 2 est un
élément extremal.

(7) Seit A Pensemble des nombres eomplexes de la forme
a-l-b]/—_ﬁ ot (a,b) parcourt ZXZ. On montre que 3 est un élément ex-
tremal de 4 et comme 3.3=(2+1/——5')(2*]/T5), alors A n'est pas
factoriel,

THEOREME 3 - L’anneau Z est fatctoriel.

Il s’agit de démontrer que tout nombre n>1 est,
de facon unique, produit de puissances de nombres premiers,
un nombre premier p et Z étant celui qui n’a pas d’autres
associés que 1 et p. La démonstration se fait par récurrance
sur n, le cas n=2 étant trivial. Supposons donc que n>2 et
que n=pp,...p, =qq,... 4, ou les p,q,p, et g; sont premiers.
31 p=q on simplifie par p et d’aprés ’hypothése de récurren-
ce, on a l'unicitée de la décomposition. Si p=gq, par exemple
p<gq (on peut toujours se borner a ce cas) alors n=pa=qgb
et comme p<q, alors b<g. Donc, {g-p)b=pla—b) et d’aprés
Phypothese de récurrence p figure dans l'unique décomposi-



12

tion de (g—p)b en facteurs premiers (car, (g—pb<n). Ceci
nous montre que pl(g—p) ou bien p|b. Si pl(g—p) comme
plp, alors p|({g—p)+p)=gq, impossible, car q est premier.
Donc, plb=q,...q,<n. D’aprés I'hypothése de récurrence,
p est l'un des g; et nous sommes ainsi dans le 1
cas. Cette démonstration est diie 4 Zermelo.

FORMULAIRE DES ANNEAUX FACTORIELS

Soilent A un anneau factoriel, K son corps de frac-
tions et P un systéme représentatif d’éléments extremaux de
A. Tout élément x dans K* s’écrit d’une seule facon sous la
forme x=u][ pvp(x) ou les vp(x) sont dans Z pour tout peP
et nuls saufpif;l nombre fini d’entr’eux et ot ueU est un alé-
ment inversible. Les fonctions v,:K*— Z ont les propriétés

suivantes:
(1) vplzy) =vp(x) +vply) pour tout peP.
Cette pr?priété se démontre trés facilement.
(2)  wplae+y)=min (vp{x),vp(y)) pour tout p dans P.

En effet, on sait qu'on peut écrire

e=u]lp®* et y=v []p»V
pelP peP
et pour chaque p, on pose np=min (vp{x),vp(y)). On remar-
que que u,velU sont des éléments inversibles. On peut donc

écrire vp(r}=np+ap et v{y)=np+b, et done,
x+y=(JIp")(u]{p%+oTlp%).
pel peP peP

On voit que z=u]l[pP+o]l pbp est tel que wp(z)=0 pour
tout peP, car zeAp;‘f donc,p:)::(x+y)>.np pour tout peP. Une
telle fonction vp:K*—Z avec les propriétés (1) et (2)
s’appele une valuation (discréte) de K, si 'on pose vp(0)=4<
pour tout p dans P. La valuation v, s’appele encore la valug-

tion p-adigue. On voit encore que

red @ vp{x)>0
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pour tout p dans P et de 14 on déduit que

x|y = vp(x) = vply)
pour tout peP.

1l en resulte que
vp(pged(x,y) ) =min(vp(x), ve(y))
et que vp{ppemlx,y)) =max{vp(x),vp(y)) pour tout p dans P.

§3. ANNEAUX PRINCIPAUX
1. IDEAUX ET DIVISIBILITE

Etant donné un anneau commutatif a élément unité,
on appele idéal de A & toute partie a de A telle que a est
un sous-groupe additif de A et pour tout x dans A et t dans
a, trea. Ceci étant, si A est un anneau intégre et K est son
corps de fractions, on peut généraliser la notion d’idéal de la
fagon suivante: on dit qu'une partie I de K est un idéal
fractionnaire de A si I est un sous-groupe additif de K et si
pour tout x dans I et o dans A, on a axel. Dans ce cas, les
idéaux définis ci-dessus sont appelés idéaqux entiers. Pour tout
x dans K, l'idéal fractionaire Ax={axeK|acA} est appelé
tdéal principal fractionneire de lanneau A. On remarque
que toute intersection finie d’idéaux Iractiopnaire est encore
un idéal fractionnaire. Etant donnés x,y<K, pour que x et y
alent un ppem < que AxNAy soit un idéal principal. Tl est
facile de voir que’

x|y « Axs Ay.

La condition (M) est équivalente a la coridition sui-
vante: tout ensemble =§ d’idéaux principaux entiers de A
admet un élément maximal (pour la relation d’inclusion).

2. ANNEAUX NOETHERIENS

On dira quun anneau A commutatif 3 élément
unité (pas nécessairement intégre) est un anneau noethérien
si tout ensemble ¢ d’idéaux de A admet un &lément maxi-
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mal (pour la relation d’inclusion). On voit que cette condition
est plus forte que la condition (M), cest a dire, condition
noethérienne = condition (M). La réciproque n'est pas vraie.
En effet, il suffit de prendre A=KXV muni de
(a,x)(b,y) ={(ab,ax+by),

ol V est un K-espace vectoriel (K est un corps) de dimension
infinie (donc, en tant que K-madule, V n'est pas noethérien).
Les idéaux principaux de A distincts de 4 sont les sous-espaces
vectoriels de V de dimensicn 1 et donc, la ccndition (JM) est
vérifiée,

THEOREME 4 - Soit A un enneau commutatif. Alors,
les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) A est un anneau noethérien;

(2) toute suite croissante d’idéaux de A est station-
naire, c’est 4 dire, si G,C...Cq, <... est une suite croissante
d’idéaux de A, alors il existe un entier g tel que (g=1Ctg+1=...;

(3) tout idéal de A admet systéme fini de généra-
teurs, c’est @ dire, si a est un idéal de A alors il existe des
éléments a,,...,a, dans A tels que a=Aa +...+Aa,.

(1) =(2)

IL’équivalence entre (1) et (2) vient du lemme
suivant:

LEMME - Soit E un ensemble ordonné. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes: (a) toute partie non § de E
admet un élément mazximal; (b} toute suite croissante d'élé-
ments de E est stationnaire.

(a) = (b)

Soit a,=a,<...=a <... une suite croissante d'élé-
ments de E et soit aq un élément maximal (daprés (a)) de
Iensemble de tels éléments a,. A cause de la croissance, pour
tout n=q, on a a >ay, et donc a4, =aq pour touli nx=gq,
d’aprés la maximalité de aq.
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(b} = (a)

Pour cela, on va démontrer que “non (a)” entraine
“non (b)”. Supposons donc quil existe une partie F de E,
F=g telle que F n’a pas d’élément roaximal. Etant donné
a, dans F, il existe a, dans F tel que o;<a; et ce processus
peut continuer aussi longtemps gu'on veut, car F n’a pas
d’élément maximal.

(1) = (3)

Soit o un idéal de A et pour toute partie finie F
de u, soit ar l'idéal de A engendré paf F; ar est 'ensemble
des combinaisong linéaires d’¢léments de F et donc, ar Ca.
D’aprés (1), la famille de tous ces ar admet un élément ma-
ximal ag<a et si 'on suppose que ag=«, alors il existe un
aca tel que addg. Lidéal bD=ag+Aa=aqg(,) contient stric-
tement ag, car a est dans b et ¢ n'est pas dans qc et ceci
contredit la maximalité de ng.

(3) = (2)
Soit
WC.,..CanC... (%)
o0
une suite croissante d’idéaux de A et soit a=Ulan. Puisque
n=

la suite (x} est croissante, il en resulte gue a est un idéal de
A {en général une réunion d’idéaux n’est pas un idéal: on n'a
que prendre dans Vanneau k{X,,X;], o k est un corps, les
idéaux (X;) et (X} et vérifier que (X)U(X,) n’est pas un idéal
de k[X,,X,] ce gui est facile & voir). D'aprés (3), l'idéal a

admet un systéme fini de générateurs xi,...,xq et chaque x;
est dans un angy. Si Von pose n=max(n(l),...,n{q)), alors
xiean (i=1,...,q) et done, acan. D’autre part, anca et donc,

n=a. Pour tout p=n, on a t=0a, CapCa et ceci nous montre
que an=ap pour tout p=n. '
3. ANNEAUX PRINCIPAUX

On dit qu'un anneau A est principal, §'il est inteé-
gre et si tout idéal entier de A est principal. On voit que
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“principal” = “noethérien” = “condition (M)” et donc, la con-
dition (M) est vérifiée pour les anneaux principaux. D'autre
part, deux éléments quelconques a,beA ont un ppem. En
effet, AaM Ab est principal. Il en resulte done du théoréme 2
le théoréme suivant:

THEOREME 5 - Tout annequ principal est factoriel,

THEOREME 6 - Soient A un anneau principal, K son
corps de fractions et x,yeK. Alors, tout pged de x et Yy est
un générateur de ’idéal Ax+Ay.

Selon la légende, ce théoréme est da a Bezout.
Fuisque A est principal, il existe un z dans K tel que
Ax+Ay=Az et comme Axcdz et Ayc Az, alors z|x et
z|y. Soit teK tel que tlx et tly. Ceci équivaut a Axc At
et Ayc At et done, Az=Ax+ Ayc At, d’onr, t|z.

COROLLAIRE - Soient a,b dans A. Pour que a et b
sotent étrangers il faut et il suffit qu'il existent u,v dans A
tels que au+bv=1 (identité de Bezout).

EXEMPLES D'ANNEAUX PRINCIPAUX

(1) Un anneau est dit euclidien &1l est muni d'une application
#:4A7 — N telle que: (E;) ¢(xy) = o(y) quel que soient z et y dans A*;
(Es) étant donnés a,bed¥, il existe g,red tels que a=bg-+r, ol
=0 ou ¢(r)<elb). On suppose, de pius, que l'anneau A soit in-
tégre.

PrOPOSITION - Tout anneau euclidien est principal.

En effet, soit a un idéal de A. Ou bien a=(0} et done, a
est principal, ou bien a=(0) et & ce moment 13, il existe un a dans a
tel que ¢(a) soit minimal. Ici, minimal ¢a veut dire que ¢(a)=
=min{¢(y)eN|yea}. Pour tout = dans @, on peut écrire r=ag+r
avec r=0 ou bien ¢(r)<e¢(e). Daprés la minimalité de ¢(a), on a
r=0 et done, x=qaq. (On remarque que r=x—age1 et que @{r)< wla)).
On a ainsi montré que a=Aq et done, que A est principal.

(2) L'anneau Z des entiers rationnels avec w(x)=|z| pour
tout x dans Z est un anneau euclidien, donc principal.
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. . o
(3) Scient k un corps de 4 =k|X]. 8i l'on pose @(f)=d%
pour tout f dans A, alors A est un anneau euclidien, ol d(f) est le

degré du polyndme f. , ‘

(4) Soit A=2Z[i] lanncau des entiers de Gauss, c"est a
dire, & est 'ensemble des nombres complexes de la forme a-bi avec
(a,b)eZ X Z. On va montrer que A4 est un anneau principal. En effet,
pour tout a¢-+bi dans 4, on posera ¢(¢+bi})=0e2+1b2 e'F, on va montrer
que étaﬁt donnés x,y dans A*, il existent q,r dans 4 tels que x=qy+r
avec 7=0 ou ¢(r) <¢(y). En effet, étant donné x/fy dan_s le corps C des
complexes, il existe g dans A tel que [(a:/y)—q[é]/z,"2<1 et done,
la—yg[<|y|. Silon pose r=x—yg, on a ou bien =0 ou alors on a
[*|<<|y| et donc, en élevant au carré, o(r)<<w{y).

(5) L’anneau A:Z[V2_], ensemble des nombres réels de
1la forme a-i—b]/i avec (a,b)eZXZ, est un anneau principal, en
posant o(a+bl/2)=|a?—2b2] pour tout (a,b}eZXZ. |

(6) Soient k¥ un corps et A=Kk[[X]]. L'anneau A est prin-
cipal et on peut montrer que les seuls idéaux de A sont (0) et I?S

puissances {X)"
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