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A2. L’algorithme fang-cheng

f Fang : expression chinocise pour point cardinal, ¢6té d’un rectangle.
ﬂ-ti Ch’éng : chemin, modele, réglementation.
7 ﬁ_.g_ Fang ch’éng : modéle rectangulaire

Algorithme : mot résultant d’une confusion entre le mot grec arithmos
(nombre) et le surnom d’Abdallah Mohammed ibn Moussa, dit a! Khwa-
rismi, le «Kharezmien» (nom d’un peuple iranien habitant au sud de la
mer d'Aral au début de notre ére).

_,.J-‘ Al-djabr (Alggbre) : mot arabe pour remboitement, rétablisse-
ment. S’applique au passage d'un terme négatif d'une équation par déboi-
tement d'un cdté et remboitement de Pautre.

Ce chapitre n’est nullement une initiation aux langues de I’Orient,
Proche ou Extréme. Notre but est de transposer sur un plan matriciel
le procédé bien connu de résclution des systémes d’équations linéaires (cf.
1.8). Le procédé est présenté, & peu prés dans sa forme actuelle et au
moyen de 18 exercices, dans le traité de Mathématiques en neuf livres —
une ceuvre qui, selon Liu Hui {11® sizcle de notre ére), fut composée par
Chang Ts’ang, «Maire du Palais» de la Chine du 11° siécle avant notre
gre. Il y porte le nom de fang-cheng. Nous lul gardons ici son «appellation
d’origine ».

L'influence des Mathématiques en neuf livres sur la science d’Extréme-
Orient fut immense. Le manuel fut imprimé la premiére fois en 1084 (en
Qccident, le premier livre imprimé parut en 1445!) et depuis lors toujours
réimprimé. En Occident, par contre, il est peu connu, méme de nos jours :
notre bible mathématique, L'Abrégé sur lo Méthode du remboitement (Al-
djabr!) et de Uégalisation d’Al Khwarismi fut rédigé alors que les arriére-
petits-fils de Pépin le Bref battaient leur pieux pére et empereur au Champ
du Mensonge (premidre moitié du 1x® sizcle). Dans son ceuvre, publiée &
Bagdad en arabe, Al Khwarismi intégre 'acquis des anciens habitants de
P'Inde et des Babyloniens {du III® au premier millénaire avant notre ére).
On y décele une certaine affinité avec-la science chincise, sans qu'un lien
de parenté puisse étre établi. En tout cas, I'algorithme fang-cheng n’était

-pas conmu d’Al Khwarismi. Il apparait dans les textes comme une perle
isolée du savoir-faire chinois.

«On ne préte qu’aux riches» assure un proverbe francais. Est-ce pour
cela que algorithme fang-cheng porte le nom de Gauss en Occident 7 Nous
suivrons, quant & nous, la terminologie de Chang Ts’ang, faisant crédit au
chancelier de l'auguste empereur de Chine.
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2.1. Addition des matrices

Pour deux matrices A, B € R™*" de méme taille, on définit la somme
A + B comme étant la matrice S € R™*" telle que S;; = A;; + By; pour
tout i ef tout 7. Par exemple :

2 -1 0 + -1 0 21 |1 -1 2
-3 47 5 -3 -2 |~ |2 1 1
L’addition des matrices obéit aux lois suivantes :

a) Commutativité : A + B = B + A pour toutes A et B dans R™*®,

b) Associativité : (A + B) + C = A + (B + C) pour toutes matrices
A, B, C dans R™*™,

D’apres ces deux lois, le rés_ultat de Taddition des matrices de méme
taille ne dépend ni du parentliésage ni de 1’ordre des termes. On a de plus :

¢} A+ N = A pour toute matrice A € R™** oit N désigne la matrice
nulle de taille (m, 7). Les éléments N;; de N sont par définition tous nuls.
Dans la suite nous éerirons simplement 0 au lieu de N,

d) A+(—A) = 0 pour toute matrice A € R™*?, Par —A nous désignons
ici opposée de la matrice A : pour tout ¢ et tout § on a (—A)y; = — Ay

e) Enfin le comportement du produit de matrices vis-a-vis de la somme
est régi par la loi de distributivité :

(A+B)C = AC+BC et A(C+D) = AC + AD

pour toutes A, B.€ R™*" gt toutes C,DD € RR*P,

Les lois ci-dessus impliquent les régles suivantes (qu’on peut aussi véri-
fier directement) : Pour tous A €¢ R™*" et C € R™*? , on a

AD=0 e 0C=0

Le symbole 0 désigne chaque fois la matrice mulle de la taille adéquate. De
mérme on a

A(—C) = (—A)C = — AC

D’aprés ces lois, les régles de calcul sont analogues 3 celles valables dans
Pensemble des réels. Pourtant il y a des différences que nous devons rele-
ver : somme et produit sont seulement définis pour des matrices de tailles
appropriées. Le produit dépend de l'ordre des facteurs. L’inverse d’une
matrice n’est définie que pour certaines matrices carrées. Ainsi, une matrice
carrée de la forme

0
M=1|0
0

v o i

b
c
0

r
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n’est pas inversible. Elle vérifie méme M3 = MMM = 0, d’olt 'on déduit
que Iz — M est inversible et que (Is — M)~! = I3 + M + M2 : on a en effet

(I3 +M-+M?) (I3 —M) = [3+-M+M* - M-M>—M® =I5 = (Is—M)(Is + M+ M)

On verrait de méme que si M € R®*7 vérifie 'égalité M" =0, alors I,, - M
est inversible et on a

(M —M) P =L, + M+M .+ M

2.2. Multiplication des matrices par blocs

L’addition définie en 2.1 simplifie le maniement des matrices «em-
boitées». Soit A € R™m*™ |, Be RM™*®2  CeR™ ™ gt D c R™M*P , B e
R™*P | F € R"*P Par juxtaposition et superposition des «blocs» A, B, C
et D,E,F, on obtient deux matrices de tailles (m, {n; + na + ng)) et
((n1 + n2 + n3), p), dont les produits s’écrivent ainsi :

D
[AiB|C]{ E | =AD+BE+CF c R™?
F
On a par exemple 81
1234772 _
[5 6‘7‘8] 6 3|
5 4

B R BRI HICR R 1

De fagon analogue :

A|B B l F — AE + BG | AF + BH = R(m1+m2)X(P1+P2)
C|D G{H CE+DG|CF+DH
et cela pbur toutes A € R™xXm B g RMxn2 G g RMeXm
DegRmexm:  FeRM*P1 T g RM*P2 G g RP2¥P ot H e R"2%P2 e
cette dgalité on déduit que danslecas my =n; , ma=na et C =0, le
premier facteur est inversible, quand A et D le sont, et qu’alors

B P

: A
On dira dans ce cas que [ C | D ] est la deuxidme ligne de blocs et [ﬁ}

la premiére colonne de blocs de la matrice

oin
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2.3. Multiplication d’une matrice par un nombre

En plus du produit des matrices et de la somme des matrices on définit
le produit AA d’une matrice A € R™*" par un nombre réel A : pour tous
iet jona

(AA)i; = AAq;

3 2 -1 01t 6 -3 0
-3 4 7| | -9 12 21
Le nouveau produit est régi par les lois suivantes :

a) Distributivité : A(A+B) = A+ 2B et (A+up)A =AA+pA pour
tous A, Be R™*" et A\, u c R

b) Associativité : (Ap)A = A(uA) et A(AC) = (AA)C = A(AC) pour
tous A, € R, A e R™*" ot C & R™™P,

c) Loi de Punité : 1A =A pour toute A € R™>*".

Par exemple :

Le produit de A € R™*™ par un entier naturel > 2 peut aussi étre
considéré comme une somme :

2A={(1+1A=1A+1A=A+A,
BA=(2+1)A=2A+1A=A+A+A,

D’autre part, la formule du bindme demeure valable pourvu que les matrices
qui interviennent «commutent» :

Théoréme. S les matrices carrées A, B € R™*™ commutent, c’est-d-dire
st on a AB = BA, alors
n_ {7 n L n—1 L n—2n2 4 ... 7 n
(a+B=(7)A +(7)a B+ (G )An2B 4+ (")s

pour tout entier naturel n 2 1.

Dans cette formule, U'entier (7} (aussi noté C},) est appelé coefficient
binomial n sur i ou «nombre de combinaisons de n objets pris ¢ & i »; il
vaut

()=1 o (7)-tostosBoooiy

pour ¢=1

DEMONSTRATION. La formule est claire si » = 1. On raisonne alors par récus-

rence sur n 4 partir de la relation (7) = (";1) + (':__11) , i 2 1 (bien connue
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et facile & vérifier) :

(A+B)* = (A+B)" ' (A+B)

(") A 4 (") APB + (%51) ATOBR 4 (A B)
(75" A"+ ("7 ATBA+ (") ATOBRA 4

F(T) AR () AR 4

A+ (7 F (AR (1) + (TIATIBE 4
() A"+ (T)A™B+ () AT"B 4o

H._

Pour obtenir 'égalité notée (1), nous avons utilisé le fait que A" et B® com-
mutent :

B°A=B"'BA=R"'AB=B""2AB%:=...= AB®

Demémeona BAT = A™B, et BFAT=A"B*sirsz 1. v

2.4. Transposition des matrices

La derniére opération sur les matrices dont nous aurons besoin, est la
suivante : pour toute matrice A € R™*™ on note AT € R™™™, et on
appelle matrice transposée la matrice de coefficients (AT)z-j = Aj. La
transposée AT se déduit de A par «échange des lignes et colonnes». Par

exemple :
1231 _ |5
4 5 6 - 3 6

La transposition posséde les propriétés suivantes :

a) IT =1, pour tout n € N,

b) (AB)" = BTAT pour tout A € R™*" et B € R**P.
) (A+C)T =AT +CT pour tous A, C ¢ R™*",

d) (M)T = XAT pour tout A € R™*™ et A € R.

Si la matrice A € R?*™ est inversible, les lois a) et b) impliquent les
daalités (A-1)TAT = (AA1)T =1 =, = (A"1A)T = AT(A"})". Par
conséquent AT est inversible quand A Vest et on a (A7) = (A™)T.
Dans la suite nous écrirons A~ ' pour (A~!)T. Autrement dit, A~T n’est
autre que la transposée de D'inverse de A,

2.5. Applications linéaires

Combinant additions et multiplications par des nombres, nous obte-
nons des combinaisons linéaires, c’est-a-dire des matrices de la forme
M 4+ uB +vC+ -+ + pF, olt A\, p,v,...,p désignent des nombres réels
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et A,B,C,...,F des matrices de méme taille {m,n). Dans la suite nous
considérerons surtout des combinaisons linéaires de lignes ou de colonnes.

Théoréme. Soit f une application de R® dans R™. Pour qu’il existe une
matrice M € R™*" telle que f(x) = Mz pour tout x € R, il faut et il suffit
que f soit lindaire, ¢’est-d-dire que f vérifie f(Az+ py) = Af(z) + pf(y)
pour tous z,y € R™ et tous A, p e R.

DEMONSTRATION. Le fait qu'une application de type M : x — Mg est linéaire
résulte directement des égalités M(Az+py) = M{Az)+M(py) = MMz)+u(My),
détaillées dans 2.1 e) et 2.3 b). Nous démontrons la réciproque dans le cas oil
m =2 et n=23; il résulte de la linéarité de f que

A1)~ [0
el (1)
o[ =([1) = {11

o [t ] o [ ] o 33

_ { 1M1 + zaMiz + 23Mis }
= |31 Ma21 + zaMas 4 z3Mas

oo

H

x
Maoi Moz Maa 2

M Mz Mg [ 2
_[ 11 Mz 13] Lma]

ol nous avons posé
i =o ([3]). ey ([3]) « mei-o([8]) v

2.6. Opérations sur les lignes

a) Transvections de lignes :
Fixons m € N* = N\ {0}. Nous désignons par EY ¢ R™™ la matrice
carrée de coefficients E;; 4 =1 et B4 = 0 lorsque (u,v) # (i,7). Dans le
cas m = 3 nous obtenons par exemple

000
E¥=]0 0 1
0 0 ¢
On prouve facilement les formules E¥E/* = B ot EVE = 0sij # £. En
particulier on a EYE¥ =0 si i # j. Dans ce cas L, + AEY est inversible
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pour chague A € R et admet pour matrice inverse I,, — XE¥ (cf. 2.1). Pour
m = 3 nous obtenons par exemple

100 10 0
T +AER =0 1 A| e (I+=AE®)'= [0 1 =X
0 0 1 00 1

Dans le cas i £ j nous nous intéressons aux applications, appelées trans-
vections de lignes, de la forme

R™X™ ™™ M P = (L, + AE@'J')M

P se déduit évidemment de M en multipliant la j-ieme ligne de M par A
et en ajoutant le produit & la i-idme : P;, = M, + AM;, . Les lignes de M
autres que la i-idme restent inchangées : Pr, = Mg, si k # ¢. On obtient
par exemple

100 a b ¢ d
0 1 A ¢ v J d
0 O 1 aﬂ bl! C" dH
a b C d
=| ad+r" V+A d+x I+ A
a!f bH C" dl!

h) Dilatations de lignes :

A tout couple (4, ) telle que i € {1,...,m} et A € R\{0}, on associe
une application R™*™ — R™X™ ainsi définie : la i-iéme ligne d’une matrice
de type (m,n) est multipliée par X, tandis que les autres lignes restent
inchangées. Cette application, appelée dilatation de ligne, n’est autre que
la multiplication & gauche par la matrice diagonale A telle que A” A=)
etA};‘—lslg;éz.

1 0 0 a b ¢ d a b c d
0 X O a b d d = Al N A A
0 0 1 ah’ b” CH d” a” bh’ C}'I d!l

¢) De facon générale, une application ¢ : R™*™ — R™*" s’appelle
opération sur les lignes si c’est une composition finie ¢ = eo- - - ea°(1 011
chaque ¢; est soit une transvection de lignes, soit une dilatation de ligne.
Chaque application ¢; est la multiplication & gauche dans R™*™ par une
matrice inversible Z; € R™*™, d'olt (M) = Z; - - - ZoZ M . Par conséquent
¢ est bijective, et I'application réciproque

C—l = C;lecgln. . .ogﬂ_l ‘N — Zl_lzgl ...Zg_lN
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est également une opération sur les lignes.
La matrice suivante

PY = AP NIy + EY) (L, — By + E¥) =1,, — E¥ —E¥ + EY + B/

présente un grand intérés. L'application M +— P¥M échange la i-idme ligne
de M avec sa j-iéme ligne. 8i 7 # 7, nous appelons cette application un
échange de lignes. On a ainsi

a d 0 01 a d e f
P3| b e| =010 b el = | b e
c f 1 00 c f a b

2.7. Nous arrivons & présent -ail théoréme principal de ce chapitre : &
chaque matrice S € R™*™ nous associons d’abord une fonction d’éche-
lonnement sg = s : {1,...,m} — N. Nous posons s(¢) = n+1i si la
i-ieme ligne S;, de S est nulle; sinon s(%) est déterminé par la condition
Sisti) 7 0 et 83 = 0 pour j < s(i). Lorsque S, # 0 et que la condition
a) ci-dessous est satisfaite, nous dirons que Sy est le k-iéme échelon et
S.s(ky la k-iéme colonne d’échelonnement de S. Nous dirons enfin que S
est une matrice échelonnée si sg = s vérifie les deux conditions a) et b)
qui suivent :

a) s(i) + 1< s(i+1) pour tout 7 € {1,2,...,m—1};

b} Dans le cas (i) < n, le coefficient S;y(;) est égal & 1, tandis que les
autres coefficients 5;,(;),J # 7, de la colonne S,,(;) sont tous nuls.

Des exemples suivants, seul le dernier est une matrice échelonnée :

. . s(1)=1
s()=3 [0 0 |
_ os(2)=1
5{2) =2 0 1] (3)—3
- s(1)y=2
s()=1 [1 2 0 1
s()=3 |0 0 1 0 z%zg
s(3=4 {0 0 0 1] 2@ — 10

Théoréme principal . Pour chaque matrice M € R™X® §] eziste une matrice
inversible U € R™*™ telle que S = UM € R™*™ soit une mairice éche-
lonnée. Le produit S est déterminé de maniére unique par M, mais en
général U ne lest pas.

Dans la suite, on appellera S la réduite échelonnée de M. Le nombre
de lignes non nulles de S est appelé rang de M et sera noté rg M.

PREUVE DE L’EXISTENCE. Nous démontrons l'existence en exhibant, sur
un exemple suffisamment général, un algorithme qui conduit 4 S et 4 une
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matrice U a partir de M donnée. Pour le calcul de U nous plagons d’abord
I, & gauche de M :

1000 024602
0100 _|lo123383
m=1oo010| MTlose712
0001 012533

Le premier coefficient # 0 dans la premiére colonne non nulle de M est
M;2 = 2. Nous éliminons les coefficients restants de la colonne M,2 en
additionnant des multiples de la premiere ligne aux autres lignes. Autre-
ment dit, nous multiplions M par

3 3 1

1 Lo 1o 31 41
Uy =(Is— §E‘“)(]I4 - §E31)(]I4 ~ 3B N=1L - G -5 gE
obtenant ainsi
1000 0|24 60 2
1100 000 03—3
= =| 2 M=
Ui=Ui=1 5 519 v 000-21-1
-3 001 000 23 3

Dans U;M un premier échelon, encore # 1, se dessine. Nous considérons
3 présent la matrice N formée par les trois dernitres lignes de U;M. Le
premier coefficient # 0 dans la premiére colonne # 0 de N est Nyy =
(U;M)34 = —2. Au moyen d’un échange de lignes on le remonte d'un
cran. Pour cela on multiplie U;M par la matrice Vy, déduite de I, par
I’échange des deuxieéme et troisieme lignes :

1000 0{24 60 2
3 —
3010 000-21-1
= = 2 UsM =
Ve=Vahi=1 14 4 ? 000 03—}
-3 001 000 23 3

En multipliant par Ve =1y + E*? nous éliminons alors les coefficients de
la quatriéme ligne de UsM en aval de —2:

1000 0|24 60 2
3
2010 000-21-1
= =| 2 UsM =
Us=Valz= | 1 ¢ g : 000 o[3-1
-2011 000 04-%
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Dans UsM apparait & présent un deuxiéme échelon (égal & —2). Dans la
matrice P, formée avec les 2 derniéres lignes de UgM , le premier coeflicient
# 0 dans la premiére colonne # 0 est P15 = (U3M)gs = 3. Nous annulons
le premier 4co$?cient en aval de P15 par la multiplication de UsM par
VS = ]I4 - EE M

Gl BIl- BICS =

Uy =V3Uz = WM =

= o O O

2
1
1
2
0

S e =)
- o - o

Par ce moyen nous obtenons une matrice vérifiant la condition a) ci-
dessus, dont les échelons ne sont pas égaux & 1. En multipliant par V4 =
(Iy — E*)A31/3 nous «normalisons» d’abord la troisiéme colonne d’éche-
lonnement :

1 000 0j24 60 2
_4_1 1 00 _5
Ug=VUs= | 373 1O g 02 05
S R 000 0]1-1

4411 000 00 0

En multipliant par Vs = (I;—6E?)A2%~1/2 nous normalisons la deuxizme
colonne d’échelonnement de UgM :

-3 -1 30 0|2 400—3
2 11 1 5
Us=VsUs= | 3 87200 ym= |20 0%
- 3 00 000013
-2_£ 11 00000 0

En multipliant par Vg = A11/2, nous obtenons finalement la forme éche-
lonnée cherchée VgUgM et une matrice inversible U = VgUg :

—5—%%0 01200-&

U Vele= | 3 §—§0 vosl LICICIESUE N
-1 1 009 0000]1-%
44 1 00000 O

2.8. PREUVE DE L'UNICITE. Soit U,V des matrices inversibles et S, T des
matrices échelonnées telles que UM= S et VM = T'. Alors on a aussi M = U™!8
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et T = WS avec W = VUL, De T = WS nous allons déduire que W admet la
décomposition en blocs sulvanie :

I, X ;

0 Y
ol 7 est le nombre des lignes non nulles de S. Notant R la matrice formée par
les  premiéres lignes de 3, on aura alors d’aprés 2.2

. X R I.R R
rows= [ Y[S) -] [0 ]

La preuve de notre assertion sur W s’obtient par récurrence sur r; nous
désignons par s la fonction d’échelonnement de S (cf. 2.7) : le cas r = 0 est clair?.
Si r > 0, la r-igme colonne d’échelonnement S,,(,) de S est égale & la r-ieme
colonne e” de I, . Désignons par S et T les matrices échelonnées respectivement
formées par les s(r)—1 premieres colonnes de S et T . Elles vérifient aussi ’égalité
T = WS, et S ar—1 lignes non nulles. D’aprés ’hypothese de récurrence, les
r — 1 premiéres colonnes W,; = We' de W sont les ', et cela implique T=8.
Ensuite T-s(r) = WS.S(,—.) =We" = W,,.

5i Tas(ey €8t une colonne d’échelonnement de T, notre assertion découle de
e" = T,s(r) = War. Sinon on a Wir = Tiery = 0 pour i 2 r, d’olt

Wir 1 0
Wer = W-r = W'r—l,r = er 0 + +Wr—1,r 1
0 0 0

= erel +--e Wr—l,re‘r71
Wi We + -+ + We_y We™™
W(erel +-F W‘r'fl,rer_l)
et W(W;rel +o \N,u_l,,ner_1 —e"} = 0, ce qui contredit I'inversibilité de

W. v

2.9, Systémes d’équations linéaires
Nous illustrons le cas général par un exemple numérique de taille dé&ja
respectable :

h = s — ®m + 3we + wTF — OGus
by = — 3 + ® — 3drs — =¥ + Trs
by = 232 + dxj — x5 4+ 2z + 4z7 + bas
by = 3xa + OBws — 3w4 + %:cs — bxg + 3z7v + %mg
by = —dxzs — 8xs + 214 + 2x¢ — 937 — 19z
be = Twx + ldmg — Bxa + Sz — 8z + ldzr + P
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Les inconnues sont &1, &2, . . . , Ts, les coefficients des seconds membres sont
by, bs,...,bs, et la matrice des coefficients est
Te o o0 1 -1 3 1 -8
0 0 0 -1 1 -3 -1 7
0 2 4 0 -1 2 4 5 6x8
= eR
M=1y 3 6 3 & -6 3 %
0 -4 -8 2 0 2 -9 =19
0o 7 14 -5 % -8 14 B

L’algorithme de 2.7 fournit & présent une matrice inversible U € RE*6
et une matrice échelonnée S € R6%8 telles que UM =5

—% g U %o"_ roj120-2 100}
5 20 ;0 000l1-1300

U 8§ 1-20-30 S=0000 00(10
1 1 00 00 0000 0001

3 0-41 00 0000 0000
Lgo_%ogl_ (0000 0000]

De ce qui précede il résulte que le systéme d’équations écrit sous forme
matricielle b = Mz entraine Ub = UMz, c'est-a-dire Ub = Sz, ou en
développant :

—3p — %hy+ by 430 =@ 223 - 3T5 -+ Te
Bp + 5by+ 2bs  +3bs = 2y — @5+ 3Tp
8by+ ba— 3bs — b5 = &7
h+ b = ] ]
3by — 3b3 -+ bs =0
-5551 — %bg + %55 +b= 0

De ce systéme d’équations, on peut revenir au systéme initial. En effet,
Pégalité Ub = Sz implique UT'Ub = U~18z, c'est-d-dire b = Mz . Les
systémes d’équations b = Mz et Ub = Sz ont donc les mémes solutions;
les solutions du deuxidme systéme apparaissent directement : il existe une
solution ¢ € R gi et seulement si les constantes b; vérifient 0 = 3by —
%b3+b4 = %blﬁ%b3+%bs—|—b5 . Sion est dans ce cas, T1, T3, L5 ef Tg peuvent
tre choisis arbitrairement; nous les appelons donc les inconnues libres.
Aprés le choiz des inconnues libres, les inconnues restantes Za, T4, T €1
Tg, sont déterminées sans ambiguité par les quatre premiéres équations du
systéme Ub = Sz . Nous appelons donc g, T4, 7 €t xg los inconnues liées.

Posant ¢ = Ub € BR%%8 on a ¢5 = 3by — %bg 4+ by et cg = %bl — %ba +
%bQ + bg. Ainsi la condition 0 = ¢; = ¢g est équivalente & l'existence
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d'une solution. (Vest notre critére d’existence. Le nombre des égalités
cs = 0,06 = 0 est 2 = 6 — 4 = différence entre le nombre de lignes et
le rang de la matrice des coefficients. Les coefficients 3, 0,—%,1,0,0 et
%, 0, —%, g, 0,1 sont les coefficients des deux derniéres lignes de la matrice
inversible U. Ils ne sont pas tous nuls. Par conséquent le critére d’existence
n’est pas remph pour tous les b € R®. Cest pourquoi, dans le cas considéré
ici, I'application M : z +— Mz n’est pas surjective.

D’autre part, dans le cas ol 0 = ¢5 = ¢, nous avons associé a chaque
colonne [z; =3 z5 26| € R* une solution du systéme d’équations b = Mz .
Plus précisément, nous avons construit une bijection de R*** = R* sur
I'ensemble des solutions :

1 0] [1 0 00
Cl—2m3+%$5—$ﬁ c1 0-2 %—1
r1 I3 0 0 1 0 0 I
T3 . co -+ x5 — 3Ts _ | + 6 0 1-3 T3
s 5 0 0 1 0 Ty
g s 0 0 0 0 1 g
c3 €3 0O 0 00
| e | e [0 00 0]

Par conséquent il y a une infinité de solutions si 0 =c5 =cg, et M : z —
Mx n'est pas injective.

2.10. D’aprés la définition, le rang (cf. 2.7) d’une matrice M € R™*™ est
évidemment < m . Mais il est aussi < n, puisqu’il est égal au nombre de
colonnes d’échelonnement de la réduite échelonnée de M.

Théoreme. Soit S la réduite échelonnée d’une matrice M € R™*" de
Tang T .

a) L'application M : R™ — R™,x — Mz est surjective st et seulement
st r =m . En particulier, la surjectivité impligue m < n..

by L’application M est injective st et seulement sir =mn. Dans ce cas
onam=n, etS ale forme indiquée dans la figure 1 ci-dessous.

¢} Llapplication M est bijective si et seulement si on a m = n et
5=1,.

DiMONSTRATION. Soit U € R™*™ inversible, telle que UM = 5.

a) On voit comme en 2.9 (exemple suffisamment générall) que I'équation
matricielle b = Mz admet une solution si et seulement si le critére d'existence
0 = Usbs + - + Uimbm, r < i <€ m, est vérifié. L’application M est donc
surjective si et seulement si le critére d’existence est vérifié quel que soit b,
c’est-d-dire si et seulement si r =m.
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T R ]In
Fig.1 o0 0--11 0= o
00 0---01[1
00 =

b) DVapres 2.9 Péquation b = Mz a plusienrs solutions pour des valeurs
appropriées de b (par exemple pour ‘b = 0), si et seulement si 1l existe des
inconnues libres, ¢’est-a-dire si et seulement si les colonnes de S ne sont pas
toutes des colonnes d’échelonnement, ¢'est--dire si et seulement si r < 7. La
condition r = n exprime au contraire que $ a la forme de I'énoncé b).

¢) L’affirmation résulte directement de a) et b).v’

Corollaire. Soit M € R™™® une matrice carrée; les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) M est bijective.

(i) M est injective

(iii) M est surjective.

DEMONSTRATION. M est injective si et seulement si le rang est égal au nombre
n des colonnes, c'est-d-dire si et seulement si il est égal an nombres des lignes,
cest-a-dire si el seulement si M est surjective. v

Ce corollaire rappelle un théoréme de la théorie des ensembles, d’aprés
lequel une application f : E — E (E étant un ensemble fini) est injective si
et seulement si elle est surjective. Le corollaire ci-dessus est d’importance
fondamentale pour la suite.

2.11. Opérations sur les lignes et les colonnes

De méme que sur les lignes (cf. 2.6), on peut effectuer des opérations sur
les colonnes d’une matrice, celles-ci s'interprétant comme multiplications
4 droite par des matrices inversibles. On obtient ainsi par exemple

b d 1000 a btud c d

a c

a‘l bl’ Cl d,l 0 1 U 0 — a'l bl +ﬁ‘:L df CJ' dl

aH bff C” d” g 0 ég a‘ﬂ' b” + “d” c” dﬂ
H
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a b cd 1000 b d
a C
et |o' ¥ < d 0010)_ a b d
aH b” C" dff g;g? a'ﬂ' CH b” dh’

A V'aide d’opérations sur les lignes et les colonnes, nous pouvons réchire
une matrice M & une forme particulidrement «simple», qui ne dépend que
du rang et que nous appelons réduite unicorde de M.

Théoreme. Si M € R™*™ est une matrice et v € N un entier naturel, les
trots assertions suivantes sont éguivelentes :

(i)  est le rang de M.

(ii) 71 existe des matrices inversibles U € R™*™ et V € R™™" telles

que
UMV = L]0
00

(iii) 7 est le rang de lo matrice transposée M* (cf. 2.4).

Dans (ii) nous avons décomposé la matrice UMV en blocs, étant entendu
que certains blocs peuvent dtre vides (sir =0, r = m ou r = n). Une
telle matrice sera dite unicorde. Les matrices suivantes, par exemple, sont

toutes unicordes.
ou 100
010
r=72

00 1 100
00| |0 [0 0 0}
r=0r=1 r=1 r=2
DEMONSTRATION. {i)=-(ii) : en premier lieu, nous choisisscns une matrice inver-
sible U € R™*™ telle que § = UM soit échelonnée de fonction d’échelonnement
s (cf. 2.7). Avec la notation de 2.6 nous posons alors W = I, — S8BT oy

1<i<rets(i) <j<n. Danslecasou
laObe
UM=8S= |:001d6:|

ooo0co

10
01

nous obtenons par exemple

1—al—-b-—c
laObe]|0O1 00 0O 10000
UMW = 001de] 001-d—-e| =100100
o0000||0OOO0T1 O 00000
0000 1

Au lieu de multiplier par W,‘nous pouvens bien siir aussi multiplier UM a droite
par les matrices I, — Si;E°®7 dans un ordre quelconque. Nous obtenons la forme
unicorde souhaitée par des échanges de colonnes de UMW | c’est-a-dire par la
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multiplication & droite par des matrices de la forme Pt (cf. 2.6). Dans le cas
considéré ci-dessus, on a par exemple V = WP,

(ii)=(j} : soit N = UMV la matrice unicorde de l'assertion (ii) et soit g le
rang de M. Les m — r derniéres lignes de N et NV~ = UM sont nulles. Ces
lignes nulles sont conservées, lorsque on réduit la matrice NV™! = UM & une
matrice échelonnée T = RUM par des opérations portant sur les lignes non
nulles. Compte tenu de I'unicité dans le théoréme 2.7, T est aussi la réduite
échelonnée de M, qui a m — g = m — r lignes nulles. Nous concluons que g < r.

D’autre part les m — g lignes nulles de T = RNV ! restent nulles dans
TV = RN . Conformément 3 2.7, elles se retrouvent dans la réduite échelonnée
N de RN. Nous concluons que m—r 2 m—qget 7 <q.

(1)< (iii) : il s'agit de montrer que le rang d'une matrice transposée L est
égal au rang ¢ de L. Comme (i}=-(ii), il existe des matrices inversibles X,Y
telles que

g0 o T TeT _ |Eg )0
XLY = [D 0} et par conséquent Y L X' = [0 0

Puisque (ii)=(i), ¢ est aussi lerang de L. v

2.12. Le probléme des formes réduites

Essayons, pour clore ce chapitre, d’en approfondir les acquis : nous
avons appris Part de «al-djabr wa-l-mugabala?», du «remboitement» et
de «’égalisation», de la recherche des solutions par transformation de la
matrice des coefficients. En opérant sur les lignes (cf. 2.7), nous nous
trouvions placés dans un contexte général qu’on peut décrire comine suit :
nous disposions d’un ensemble M (par exemple R™™ et d'un groupe de
transformations, ¢’est-a-dire d'un ensemble G de bijections g : M — M
(par exemple, les opérations sur les lignes M — UM) vérifiant les trois
propriéiés suivantes :
a)IpeC;b)glegsigeic) fogeGsifefetgel.

De fagon générale, tout groupe de transformations G « induit » sur V'en-
semble sous-jacent M une relation d’équivalence ~ telle que P ~ Qsiet
seulement si il existe un élément g € G vérifiant Q = g(P). Les classes d’¢-
quivalence ainsi définies dans M sont les ensembles GP = {g{P) | g € G}.
Pour P € M donné, GP est appelé Iorbite de P (sous 'action de G).

Dans le cas ot M = R™*" nous avons vu que des matrices équiva-
lentes P et ) = UP conduisent & des systémes d’équations b =Pzxet
Ub = Qz ayant les mémes solutions. C’est pourquoi nous pouvions rem-
placer une matrice donnée P par une «forme réduite» Q, équivalente & P
mais plus facile & manier. Cette forme réduite était la réduite échelonnée
de 2.7.

Etant donné un groupe de transformations G de M, il est de mise de
rechercher une coupe, c’est-3-dire un sous-ensemble N de M, qui ren-
contre chaque orbite en exactement une «forme réduite». En 2.11 nous
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avons rencontré un deuxieme exemple de ce type. L’ensemble sous-jacent
(M = R™*") était le méme que dans le premier exemple, mais le groupe
de transformations G y était formé de toutes les bijections de la forme
M — UMV . Les réduites unicordes

I.10
ah
(en nombre fini égal & 1+ min {m, n}) y formaient la coupe cherchée.
En mathématiques, les groupes de transformations se comptent par
milliers. Mais la recherche d’une coupe s’avére le plus souvent épineuse.
En 1.11 nous avons abordé un probléme encore soluble, celui du calcul des

puissances M” d’une matrice M € R™*™ . Pour la résolution générale de
ce probléme on remarque que

(UMU~Y)? = UMU'UMU ! = UM?U !
et que de méme
(UMU )™ = (UMU~1Y1UMU~! = UM U P UMU ™ = UM'G
pour tous les entiers naturels r 2 1; on a donc
M™ =U"}UMU 1)U

de sorte qu’il suffit de trouver une matrice inversible U telle que les puis-
sances N” de N = UMU™! soient faciles & expliciter. Posant M = R™*™
et choisissant pour G le groupe de toutes les bijections M — UMU™?, nous

sommes ainsi amenés 3 rechercher des formes réduites approprices, ce que
nous ferons en A4 et AB.

2.13. *Groupes de transformations en théorie des nombres

La patrie méconnue des groupes de transformations est la géométrie,
qui déploie un vrai faste de specimens somptueux. Un exemple carrément
banal est fourni par les bons vieux triangles soumnis & I'action des isométries
de l'espace. Nous pourrons admirer plus tard des exemples plus «select».

Peut-étre est-ce la banalité des antiques exemples de la géométrie qui
a empéché les géométres de prendre pleine conscience de l'importance
des groupes de transformations avant que ceux-ci ne s’épanouissent dans
d’autres domaines. Anjourd’hui la notion est indissolublement associée au
nom d’Evariste Galois (1811-1832), génie du panthéon des mathémati-
ciens, météore de leur ciel étoilé, téte brillée aussi, auréolé de légendes,
balangant le chiffon de craie 4 la caboche de 'examinateur a I'X, mort
«par amour» dans un duel 4 21 ans®.

Précisons un peu I'apport de Galois. Pour cela nous nous appuierons
sur un exemple simple : posons

M={m=a+b/2+c/3+dV6 | a,b,c,dcQ}CR,



38 A. Matrices

ott Q@ est Pensemble des nombres rationnels. L'ensemble M contient Q
ainsi que la somme m + n et le produit mn d’éléments quelconques m, n
de M. On vérifie facilement que puisque v2 ¢ Q,v3 ¢ Q et V6 € @,
chaque m = a+bv/2+ cv/3+dv/6 détermine de manidre unique les nombres
rationnels a,b, ¢, d.

Nous pouvons définir un groupe de transformations G = {Iaq, 0, 7,007}
de M ou l'on a, pour tous rationnels a, b, ¢, d,

ola+bV2+cV3+dvE) = a—bV2+cV/3 — dV6
m(a+bV2 + V3 +dVE) = a+ bvV2 — V3 — dV6

On voit que pour tout g € G, tous m,n € M et tout ¢ €Q on a
(*)  glm+n)=g(m)+g(n), glmn)=g(m)g(n) et g(g) = ¢

Les G-orbites dans A contiennent 1, 2 ou 4 éléments. A toute orbite
BB est associé un polyndme pg(X) = [[,c5(X —b) ot X est I'indéterminée.

et

Al p(X) = (X = VE)(X +v2) = X2 2
siB=GV2,et
pe(X) = (X = v2 - V3)(X + V2 — VX - vV2+ VB)(X + V2 + V3)

=X*-10X%+1

si C = G(v2 + v/3). De fagon générale, les coeficients e de pp vérifient
égalité g{e) = e pour tout g € § et sont donc rationnels, le coeflicient
du mondéme non nul de plus haut degré en X est 1 {on dit que pg est
«unitaire»), et pp est irréductible sur @, c'est-d-dire que pp n’est pas
un produit de polynémes de degré strictement inférieur et & coefficients
rationnels.

On établit ainsi un lien entre le groupe de transformations G et certains
polyndmes rationnels irréductibles. Ce lien peut aussi étre étendu a tous
les polyndmes unitaires & coefficients rationnels, irréductibles sur Q, si on
remplace M par I'ensemble C de tous les nombres complexes et § par
le groupe des transformations bijectives g de C dans C qui satisfont les
relations (). Les polynémes pg ne sont alors définis que pour les G-orbites
B finies. Dans ce contexte général, I'intérét du groupe de transformations
G est surtout thécrique.

2.14. Remarques et références

(1) Voir 1.12(5) et louchkiévitch (1963), p. 32-36.

(2) On dispose d’une traduction latine de U'ceuvre d’Al Khwarismi. « Djabr» y
est traduit par « resteuratio» et « mugabale» par « oppositio». Pour cela voir
Tropfke (1902), p. 379, et Touchkiévitch (1963), p. 186-220.

{3) Gauss Pappela « eliminatio vulgaris»!

{(4) 8i r = 0 alors [ est 'unique élément de RO%C, et S est nul.

(5) Voir T.R. Rothman, The short life of Evariste Galois, Scient. American
(1982), p. 246.




