§ 21

I, Holl V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K ; quels que soient
len entlers pr, ¢ = 0, on désigne par

T5V)

I'eapnce vectoriel formé par les tenseurs p fois covariants et ¢ fois contravariants sur V.

i) Solent (¢), <<, unebasede Vet ()3 <<, 1a base duale de V*. Montrer que les éléments
(" “il®"'®aip®aj‘®"'®aj"

(ol iy, ..., ], prennent toutes les valeurs comprises entre 1 ¢t n) forment une base de I'espace
veoloriel 'I.':';(k() [NB — On trouvera dans I'Exemple 6 du § 21 la régle pour identifier chaque
i@V N un tenseur d’espéce (3); elle est essentielle pour donner un sens 4 Pexpression (*)
olsclomun),

Iin déduire que TEHV) est de dimension 2P+ sur K.

1) Bolt u un automorphisme de V. Etant donné un tenseur f eTi(V), on considére sur
(V*) % Vi la fonction f' donnée par

S Vg ¥y e xq) = flu( 1) - ‘”(J’p)a Tl £ ) PN u_l(xq}]

(ueln que soient les », @ V* et les x,€ V. Montrer que f'eT§(V) et que 1*application f — f*
il délinie dans ‘1% ('{}) est linéaire. On désigne dans ce qui suit cette application par

TH(u).
Maontrer que 'on a
Thv 0 u) = Th{r) o Th(x)

ol cue nolent 1, ve GL(V). En déduire que I’application 1 — T4(u) est un homomorphisme
du groupe den nutomorphismes de V' dans le groupe des automorphismes de T4(V).
O porn
AN
(@) = ;.’.F_J m{ﬂ",,

Ao worte que (u])g <, e, ot I mateioo do v par rapport A la bise (a) de V., Calouler In matrice
de () par rapport b In base do TH(V) délinte i I epuontion a),

-
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¢) Soit v un endornorphisme de V. Etant donné un tenseur f € T§(V), on définit une nouvelle
fonction f* sur (V¥)? X V¢ en posant

S0 o dp K ""xq) = Z S o P (I Dibrs oo osFps ¥1p o0 s %]

1gigp

ﬂl;éqf[yl’ ey I Xy e Ko u(xj)’ Fitrs « ¢ o gl

Montrer qu’on a encore f”eTH(V) et que application f—f" de T3(V) dans lui-méme
ainsi définie est linéaire. On la note dans ce qui suit Dj(x). Montrer qu'on a

Dj(u 4 1) = Df(w) + Di(v)
DE(u o v — v o u) = Di(u} e Df(v) — Dj{v) 0 Di(u)

quels que soient les endomorphismes u et v de V. Connaissant la matrice de # par rapport & I

base (a,) de V, calculer celle de Df(x) par rapport i la base (*) de la question a).

3, Solent V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K, et T un tenseur
deusx fois covariant et trois fois contravariant sur V. Montrer qu'il existe un et un seul tenseur
U une fois covariant et deux fois contravariant sur V dont les composantes par rapport A
toute base de V sont données, en fonction de celles de T, par la relation

Interpréter cette opération (eontraction du tenseur T par rapport au second indice covarlant
et au troisitme indice contravariant) en regardant U et T comme des formes multilindairen,

3. Soit T un tenseur deux fois covariant et deux fois contravariant. Montrer que le scalaire

.
T

1L, jsn

est indépendant de la base choisie pour le définir.

qq 4. Soient L et M deux modules sur un anneau commutatif K. On considére le module

N = KiL>xM)

admettant pour base l'ensemble L X M (§§ 10, 11, Exercice 15); identifiant chaque dlément
de L x M 4 I'élément correspondant de N, on considére dans N le gous-module N' engendrd
par les éléments de N qui sont de la forme

(llxl' -_}4 lﬂxﬂ', P‘ny _*_ |J<'.}'”] — lflLI(xf’jJ) — ).fll.n“(x!’ y#) — lthf(xlfl ,}'f) — }“lj"{iv'|"l~)l

On appelle prodult tonsoriel dos modulos [, ot M le module quotient N/N'; on le ddulgne
pat la notation
LM,

Ttant donnds des dléments ye 1, oty @ M, on dégne par
N
P'élémont de LEM « N/N' reprdnentd par 'dldment (v, ) e N,
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i) Montrer que 'application
(% 2) > *Qy

de 1, M dans L& M est bilindaire, et que les « produits » x&y .cngcndrent le module L®M. -

) Hoit f une application de L X M dans un K-module quelconque E, Montrer que, pour
(un f woit bitindasre, il faut et il suffit qu'il existe une application lindaire .

fiLOM = E

telle que 'on ait

Sy =f(xa)

queln que soient xe L et yeM; Papplication fuest alors unique. (Ce résultat est la propriété
fondamentale des produits tensoriels de modules : ils servent 4 ramener Pétude des applica-
tlonw bilinénires & celle des applications linéaires).

) Onsuppose Liet M libres de type fini; soient (g;); <; <

une base de Let (b}, <<, une base
tle M montrer que les-produits

P

4@, (1 <Li<p1<i<g)
forment une base de L@M. En déduire que
dim (L@M)} = dim (L) .dim (M)

IS ent un corps.

i) Montrer qu'il existe un isomorphisme et un seul de LM sur M@L qui applique x@y
mar 1o uels que soient seLet ye M.

#) Holent I, M, L) et M’ quatre modules sur K; on considére des homomorphismes

e: L —L' et v:M =M
montrer qu'il existe un et un seul homomorphisme

fi LM - L'@M’
el que 'on ait

S (x®y) = u(x)®v(J)

queln que noient ye L et yeM (cbserver que le second membre est fonction bilinéaire de x
ot 0, On dit que £ est le produit tensoriel des homomorphismes u et », et on le note générale-
ment wede, [Cetle notation traditionnelle peut préter & confusion, car elle désigne aussi un
dldment du module

Hom (L, L") @ Hom (M, M) ;

an pratgue, on n'a presque jamais 4 considérer ce dernier produit tensoriel, etu®@va toujours
lin whgnifiendion définie plus haut.]

/) On wuppose L, ..., M’ libres de type fini; on choisit des bases de ces modules, donc
{tpuention ¢) eisdessus) de L @ M et LY @ M'; caleuler la matrice de # @ v par rapport & ces
lihen oo fonction des matrices de w et o par rapport aux bases choisies dans L, ..., M.
[ Lo réwultat obtenn conduit & la notion de prodult tensoriel de deux matrices; soient

A ("U}I’J.I T TR R el B (bfrﬁ)l ShSm LEA T

dense matriees b coeflicients dans un anneau commutatil 15, On appelle produit tensoriel de
A et I lnomatrlce A (:m colonnes et gn lgnes délinle comme sit t on numérote lew colonnes du
prodult tenmorlel & Palde dow eouplen (f, &) tals que oyt koo, et les Hgnes b "aide

T e
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des couples (4, &) tels que 1 <Jj << g, t < h<{n; cela dit, le terme de la matrice produit
tensoriel

A®B
situé 4 Pintersection de la colonne d’indice (i, &) et de la ligne d’indice ( 7, 4) est par définition

aljbk!:'
Par exemple :
au av bu bv

v e ¢y du dv
a b ols v)= al' @' b b |,
¢ d e ) | e o dd dv )
au” av’ W b [
ceu” " dut dv”
on utilise, pour ordonner les couples d’entiers (i, ), 'ordre lexicographique, qui consiste
4 convenir que (3, j) précede (k, k) sii<lk oubiensii=ketj<_h]
g) Soient L, L, L”, M, M' et M” six modules sur 'anneau K ; on prend des homomorphismen

u i L—>L, v L' L7 v M- M, " M — M";

montrer qu’on a
{@ot) @ (2¥ot) =W @)oo (v @)
En déduire que si A’, A", B', B” sont des matrices 4 coefficients dans K, la formule
(A7A") @ (B'B') = (A" ® B").(A' ® B)

est vraie pourvu qu’elle ait un sens.
k) Soient L, M et N trois modules. Montrer qu’il existe un et un seul isomorphisme

LeMON->L®MQN)

qui, quels que soient x& L, ye Mt ze N, applique (*® ») @ zsurx @ (¥ ® z). [« Associativitd »
du produit tensoriel; dans la pratique on ne fait aucune différence entre (x & 5 6 2 ol
*® (»® z), quion éeritx @ ¥ ® z]. '

i) Soient M, ..., M, des modules sur K ; on forme le module

M1®Ma®"'®Mp“ M[@(Maﬁo"'@h‘l‘p)

(définition par récurence sur ). Soit f une application de M x My X + .. X M, dansun
K-module N. Montrer que, pour que f soit p-linéaire, il faut et il suffit qu'il existe un homomors
phisme de modules .
FiM®: - ®M, >N
tel que Pon ait

u'r("'li"'!xp) '.f'(x|00'--00x,,)

quels que woient les ¥ @M, ; Papplication lindalre / est alors entitrement déterminds par f
(ralsonner par eéeurrence war fpoon attribuant une valear fixe h une den variablen Hgurant

din f),

1) Solt M un Kemodule ) on consldére ls module

Mo M M*
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olt M* est le dual de M; & ’aide de la question précédente, montrer qu’il existe un et un seul.
homomorphisme ' .
j i M®M® M* > THM)

e M ¢ M 6 M* dans le module des tenseurs 2 fois covariants et une fois contravariants
mi M qui, quels que soient x, ye M et ueM¥*, applique 'élément

*x®@rQueMeMe M*
wr 'élément
x*® @ ueTi(M)

{on rappelle, Exemple 7 du § 21, que cette dernitre expression est la forme trilinéaire sur
M* « M* x M dont la-valeur en { f; g, 2) e M* x M* x M est I'élément

(%) g( ) ul2)
o I$], Montrer que j est bijectif si M est libre de type fini, Généraliser ce résultat en remplagant
M@M@M* par M®--@M®EM Q@ .. @M
(p Iheteurs M et ¢ facteurs M*) et
Ty(M)  par  THM),

dédind wu début de ' Exercice 1 ci-dessus,

&) On prend K = Z et M = ZfpZ; montrer que TE(M) est réduit & 0, mais qu’il n'en est
i ol de M ® M [considérer Papplication (x, 3} - xy de M x M dans M, multiplication
e entlers modulo p]. n conclure que dans ce cas Ihomomorphisme f de la question précé-
donto n'est pas bijectif {et est méme nul...}.

[La notlon de produit tensoriel de deux modules définie dans cet Exercice est beaucoup plus -
nille que celle de tenseur définie au § 21, sauf lorsqu'il s’agit de modules libres de type,fini.

[ radion en est que les tenseurs du § 21 sont adaptés & Pétude des applications multilinéaires
dany annoan de base K lui-méme, tandis que les produits tensoriels de "Exercice 21 servent &
dtudier les applications multilinéaires dans des K-modules quelcongues. Or il peut arriver, cf. la
quention (k) de 1" Exercice 21, que les premidres soient toutes identiquement nulles, sans qu'il
on okt do méme des secondes, Notons enfin que Le produit tensoriel, lorsqu’il s’agit de matrices
ou ('enpieen veetoriels de dimension finie, remonte essenticllement & Kronecker; pour cette
rilion, cortaing anteurs Pappellent le produit kroneekerien.]

§ 22

Calculer les déterminants suivants.

1. cost sint 9. |asintfcost{ esin®ti—1
— siné cost acosft—1 2sinicost
3. |4 —s3 5 4 |3 4 —5
3 —2 8 8 7 —2
1 —9 —5 2 —1 8
5. 41 xy xz 6. cosg sinacosh sinasind
¥ 41 oz —sing cosacosb cosasind
xZ ¥z ol ¢ 0 —sin b cos b
7. 1 0 14 8, j1 1 1
0 1 i 1 z 2 ollz = cos{4n/3) + isin{qn/q)
1—i —i 1 1 22z
9. sinfa cos2a cosfa 10. {1 a at
sin? b cos2b cos?h 1 b Bt
sinf¢ cos2c coste 1 ¢ &
11, |1 x »® 12. |x + @ b ¢
1y a X b ¢
1 oz 2 a b x e
18. |a & ¢ 14. |a b ¢
0 d e a X
0 0 f a b x
16. |ab @b’ ab” 16, |1 »
a'h a2’ d'b a1 N
a’h a"h' a"h” boe 1

17. Solent V un enpace vectoriel de dimension a sur un corps commutatil’ K, ot fane lormn
Dilinéaire alternde sur V. On supponn quo le soul vecteur a eV tol que

Sy A) = 0 pour tout xa'V

ont i == 0 (on dit alors que /oat non dgdndrea),
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a) Soit A la matrice formée par les coefficients «,; = f (a;, 4;) de f par rapport & uné base (a;)
dt V. Montrer que, pour que f soit non dégénérée, il faut et il suffit que A soit inversible (uti-
liner le 'Théoréme 2 du § 20).

4y Boient a, be'V tels que f(a, b) = 0. On pose f,(x) = f(a, x} et f,(x) = f (b, x)}; montrer
(ue f, et f, sont des formes linéaires non proportionnelles sur V, et que les xe 'V tels que

(*) ' flaz) =flbx) =0

lorment un sous-espace vectoriel de dimension n — 2 de V.,

0} Les hypothéses restant celles de 4), montrer que V est somme directe du plan engendré .

pie a et b et du sous-espace V'’ des solutions de (*). Montrer que la restriction de f 4 'V’ est non
ddgéndrée,

d) Iin raisonnant par récurrence sur n, montrer ) que s'il existe sur V une forme bilinéaire
nllernée non dégénérée alors la dimension de V est paire i) que si f est une forme bilinéaire
wliernée non dégénérée sur un espace vectoriel V de dimension 2p, il existe une base de V par
rapport i laguelle la matrice de f est

(<12 )
—1, 0,

ol 0, dénigne la matrice nulle & ¢ lignes et # colonnes.
¢) Une matrice carrée A = (=;)1 <, ; =, & coefficients dans K est dite alternée ou antisymétrique
il elle vérifie les relations

g =0, o+ a,;=0.
Mantrer qu'une telle matrice ne peut étre inversible si n est impair. Si A est inversible et si
0« ap, il existe une matrice U'e GL(n, K} telle que

UAU = ( 0p 19). .
—1, 0
/) Montrer que
0 E 4
JR— 0 y =
—2z —3 0

queli que noient v, ¥, ze K.

(B, Solent f, g, & trois formes linéaires sur un espace vectoriel V sur un corps commutatif
1<, Montrer que, pour que f, g, & soient linéairement indépendantes, il faut et il suffit que

Fngnhs=0

{1, Soient V un espace veetoriel de dimension n sur un corps commutatif K, (4;)1<, une
e do V, el f, g & trois formes linéaires sur V. Montrer que les coeflicients de fAghh
e ripport & la base (a)) sont les scalaires

Sla) Sfa) Sl
ala)  g(a)) glay)
ha) hla)  hlag)
90, Solent V un espice vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif, (a,) une base

de V, ./ une forme bilindnire alternde sur V, et g une forme linéaire sur V. Montrer que les
aoefficlents par rapport A In base (a) de la forme trilinéaire alternée £ A g sont les scalaires

LT

g =S (g ag)glm) Sy a)gla) -+ f (ay, ATICHE

e
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21. Soit V un espace vectoriel de dimension 3 sur un corps commutatif, et soient ¥, ¥, z trois
éléments de V.

a) Si x, y, z sont linéairement dépendants, on 2 f (x, », 2) = 0 pour toute forme trilinéaire
alternée fsur V (exprimer I'un des vecteurs 4 Paide des deux autres).

) Six, y, z sont linéairement indépendants, on a f (x, 3, z) 7= 0 pour toute forme trilinéaire
alternée f £ 0 sur V (observer que x, », z forment une base de V).

¢} Soit a, b, ¢ une l_aase de V; pour que #, y, z soient lindairement indépendants, il faut et il
suffit que le déterminant de leurs coordonnées par rapport 4 la base 4, b, ¢ soit non nul (utiliser
les questions a) et &) et 'Exemple 7 du § 22). -

(Les résultats de cet Exercice seront généralisés au §.suivant, mais on conseille au lecteur

d’examiner tout d’abord en détail le cas des espaces a trois dimensions, du reste fort important
dans la pratique).

22. Les vecteurs _
(1, —4, 3)

(2, —3, 1), {3, — 1, 5):
sont-ils linéairement indépendants dans R?? Mé&me question pour les vecteurs
(5: 4> 3)’ {3) 3 2}: (8! L, 3)"
’



q

§ 23

{, Hoit I{ un anneau commutatif: Montrer que les matrices U e M, (K) telles que

' dét(U) = 1
forment un sous-groupe de GL(#, K) — on le désigne généralement par la notation SL{n, K)
ot on I'nppelle le groupe spéeial linéaire & n variables sur Panneau K.

1, Lo délerminant d’une matrice nilpotente & coefficients dans un corps commutatif est
nul,

., Bolt U une matrice carrée & coefficients entiers, de déterminant non r}ul. Montrer que les
souls nombres premiers p qui figurent dans les dénominateurs des coefficients (rationnels) de
U= pont ceux qui divisent le déterminant de U.

4, Holl U une matrice carrée orthogonale (i.e. telle que ‘U, U = 1) & coefficients dans un
vorps commutatif. Montrer que dét(U) = 4+ 1ou — 1.

B, 'I'rouver le nombre d’inversions de la permutation

1 2 3 .. n nt+1 n+42 275).
1 3 5 an— 1t 2 4 6 ... an

. . .- :
6. De toules les permutations des entiers 1, 2, . . ., #, quelle est celle dont le nombre d’inver
slons ent immxdmum ?

1, Montrer que pour tout entier & tel que 0 << & << (3) il existe unc permutation des entiers
1,4, 0 dont le nombre d'inversions est k.

#, On considlére un déterminant d’ordre 6, dont on (.:léaignc les termes par a;; (1 << 4, § < 6).
Chnol ent lo pigne dont on doit faire précéder le produit

g1 By yaec1non

dann 1o ddveloppement de ce déterminant ?

" L)
1), Dansle groupe @, den permutations doenmemblo | 1, 9, .o, n ) on désigne par ¥, onvemble
e pormutations palres,
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a) Montrer que ¥, est un sous-groupe invariant de &, (groupe alterns de n objets) et que le
groupe quotient &, (¥, est isomorphe 4 Zf2Z.

b) Pour 3 < i < n (on suppose n > 3} on désigne par s, la permutation

(: 2 0§ w.e f—1 1 P41 ... n)l

i 1 3 ... i—1 2 {41 ... n

montrer que les 5; engendrent ¥,

¢) Montrer que, pour 7 >> 5, les seuls sous-groupes invariants de 9, sont ¥, lui-méme ct lo
sous-groupe réduit 4 I'identité (ce qu’on exprime en disant que %, est un groupe simple pour
n 2> 5). Quels sont les sous-groupes invariants de 9, pour n = 2, 3 ou 47

d) Montrer que, pour 7 5% 4, le seul sous-groupe invariant non trivial de &, est A,

10, Scit A = (g;;) une matrice carrée inversible d’ordre n & coefficients dans un corps commus
tatif K. On cherche des matrices X et Y (carrées d’ordre #) 2 coefficients dans K, vérifiant
la relation

A=XY,
et de la forme
¥ 0 0 0 * ¥ ¥ *
W= # % 0 0 ' Y — 0 *% % *
E I T 0 0 0 *

(o1 les signes % désignent des éléments arbitraires de K). Montrer que, pour que X et Y
existent, il faut et il suffit qu’on ait

1 pLn—1.

Dans ce cas, on peut imposer aux coefficients diagonaux de X {(ou de Y) d’étre tous égauxh 1,
et cette condition détermine entiérement X et Y.

11, Soit K un anneau commutatif. On appelle dérivation de K toute application D do K
dans K telle que I'on ait

D(x + y) = D(x) + D(),

quels que soient x, ye K (cl. § 30, n° 1).

Soient D une dérivation de K et A = (a,)), <,,; =, une matrice carrée d'ordre n & coefliclonty
dans K. Pour chaque entier { tel que 1 <27 <7 a2, on note A, la matrice obtenue en appliquant
D aux termes situés sur la £° colonne de A. Montrer que

D(xy) = D{x). » 4 2.D(»)

D(AE(A)) = dét(A,) -+ - - |- dét(A,)

(formule de dérivation des déterminants),

12, Solent M un module sur un anneau commutatif, / une forme pelindnire nlternde mure M,
et g uno forme glindaire alternde sur M, On définit une appleation

by Mg ew I
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(oft K est I'anneau de base) en posant

() hlx, .o xg ) = Z

€E&p . ¢
W1y < < s(p)
S(p-r1) <o <S(ptg)

%":-f} . f(xs(l.‘: LIRS x;(p)) 'g{xa(p-}-jl’ vy x;fp-h;))

oli ln sommation est étendue & toutes les permutations s des entiers 1, . .., p 4+ g quirespectent
'ordre des p premiers, ainsi que des ¢ derniers, de ces entiers.

4) Montrer que b est une forme (p + g¢)-linéaire alternée sur M. On l'appelle le produit
ox{drlour des formes fet g, et on la désigne par la notation

h =f/\ £g.
b) Montrer que
gNf=(—1)PfAe

7) Montrer que, sif; g, & sont trois formes multilinéaires alternées sur M, on a
SN EAR) = (fAg Nk

(« nuwociativité » du produit extérieur).
d) Soient uy, ...,y vy, + . ., 0, des formes linéaires sur M. Dans la formule (%) on prend

f:-ul/\---/\up, g=z.rl/\---/\vq
(of, § 23, no 3, Exemple 2). Montrer qu’alors
k= Ao AugAog Ao A
18, (Généralisation du théoréme de multiplication des déterminants.) Soit
A= (afj)zsi:gp-léjsr,r

une matrice rectangulaire & coefficients dans un anneau commutatif K; on choisit un entier r
telquet < r-lpetr=lrq

fitant données une partie I 4 r éléments de 'ensemble |1, ..., p} et une partie J 2 r éléments,

de I'ensemble {1, ..., ¢}, on désigne par a;; la matrice carrée d’ordre r formée avec les a;;
toln que i @1 et f & J; enfin, on désigne par

Ar(A)
lin matrice
(dét{ay e, plia el o ghy ard(t) = curd3) =15

on peut pur exemple ordonner lexicographiquement les partics 1 2 r éléments de {1, ..., 21
on convenant qu'une partie

b i, avee  dp <l <,
prévide une partie
1 Ju oo 1.[ avee Fl < e

w1l exlite un entier A(x < & < r) Lol que 'on alt

f| "".Jln [N ‘n-l "‘.r"h 1 ‘h' .fh
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(cf. la méthode de numérotation des mots figurant dans un dictionnaire...) Len sonlnlrs
dét (a;;) s’appellent les mineurs d’ordre r de la matrice A.

Cela dit, montrer que si A et B sont deux matrices & coefficients dans K, telles que le prodult
AB ait un sens, on a

A'(AB) = Ar(A).A"(B).

1@._ Solent A et B deux matrices 4 p lignes et g colonnes 2 coefficients dans un anneau qominis
tatif K. On dit que A et B sont équivalentes (sur ’anneau de base K) s'il existe don matilie

UeGL(p, K), VeGL(g K)

telles que B = UAV.

§'il en est ainsi, montrer que pour tout r < p, ¢ 'idéal de K engendré par les mineurn d'ordin
r de A est égal & I'idéal engendré par les mineurs d’ordre r de B.

[NB — La réciproque est vraie si K est principal; cf. § 31, Exercice 11, (¢).]

q 15. Solent K un anneau commutatif et AeM (K), BeM (K); on considére [§ 21, Livarelen iy

)] la matrice A @ BeM__(K). Montrer qu'on a

2
dét (A ® B) = dét(A)e.dét(B).

gg 16, Soit A une matrice carrée d’ordre n i coefficients dans un anneau commutatl 1§, Ui

qq

considere, pour 1 < r = n; la matrice Ar{A) de I’ Exercice 14, Montrer que
: (=2)
dét (AT(A)} = dét{A)\v—1/,

17. Soient M un module libre de type fini sur un anneau commutatif, et 1 un automorplilims
de M. Calculer le déterminant de I'automorphisme T2(u} de TE(M) (§ 21, Kvercloa 1) o1\
fonction de celui de .

18. Soit A une matrice carrée d'ordre impair & coefficients dans un anncau commutatll I§,
gln §supposc A antisymétrique, i.e. que 'A = — A, Montrer que dét (A) = 0. (Utiliner I"Hxoraloe 1Y
u § 22),



§ 24

Chalenler les déterminants suivants

1. ¢ 3 0 5 2. x a b 0 ¢
0 b 0 2 0y 0 0 d
I 2 ¢ 3 0 e z 0 f
000 d g h k u 1
00 0 0 v
i a b c d 4, 1 1 I 1
b a d ——¢ 1 — I 1
¢ —d a b 1 I —1
-d ¢ —b a! 1 1 I —1
. 6 —5 8 4 6 24 11 1§ 17 19
) 7 5 2 51 13 32 40 46
7 5 3 7 61 11 14 K0 56
-4 8 —8 —3 62 20 7 13 52
8o 24 45 57 79|
7 1 9 g 7" 8. a, a4 a4, a,
1 ] q n —x x 0 0
1 2 0 n 0 —zx x 0
1 Q. -9 0 ) 0 x
i 0, q9 2 0 0 .., 0
| T R T | RN 0| Notant D, ce déterminant d'ordre n, on établira une rela-
0 1 9 2 ... 0 tion simple entre D, D,_, et D, , ¢t on utilisera le
R . résultat suivant. Soit (#,),2; une suite de nombres
000 0 L. complexes telle que Pon ait la relation de récurrence

Uy M L b
wolent &, ot g, les racines (distinetes ou non) de I'équation

BN o A e b ﬂ;'
nlorn, #l gy & £y 1 oxlnte dex conatinnten o ot ¢y tollen que "o alt

Wy o gk o el powt toul m,

q 15,

q 16. lI Al Alx) o faae)

) () )

§ 24 EXERCICES - Aty

etsiz; = z; il existe des constantes ¢, et ¢, telles que Pon ait
u, = (&1 + )2}

pour tout n. Pour des résultats beaucoup plus généraux, voir § 55, Exercice 16,

q 10. 1 2 00 0 00
3 4 3 0 0 ¢ 0
0 2 5 3 0 0 0
0 0 2 5 3 0 0| {(Meéme méthode que ci-dessus).
00 0 0 0 5 3
0 0 0 . 2 5
11. I—n 1 I v 1
1 1—n T 1
I I I—n ... 1 (déterminant 4 n lignes et n colonnes)
I I 1 1 —n
12. I nn ... on 13. E I Y P
n o2 n n a4 X dy Byey |
2R 3 n 4 a4 X Gpey |
non oA n a @ 4 .ox 1
4 G a3 a, 1
{Chercher les racines de cette fonction polynomiale de x.)
q 14. Montrer que
1 x &} xf—t
1 V1 =1
x; xi Y (¥, — x,)
.................. 1SiSgn
Iox, x% xi-1

(déterminant de Vandlchonde; on remarque par exemple que le premier membro sil ui
polyndme de degré n — 1 au plus en %y, dont x,, . .., £, sont des racines évidenton),

RN LR R A R R

r . -Jrl (.\'”) .f;l(‘x;)‘ h N "' ‘ofll'"l(xl'lj

ol fi(x) v= ¥ - gl - oL aye

Ufl"“"l"““(

I () (Ado CRO

: )__N(A' - 1) '-I’;l("‘. "".l:'.ll.
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qq 18,

=Rt an -

19.

4 20,

q a1,

Montrer que

et mw oo
AN S e,
L R N
Lo oo R oo Sy
oo R T aem S

X
X
X

Montrer que

Montrer que

ECERXICES

gk
kg
e f
[ e
c d
d ¢
a b
b a

@+btctdtetf+g+h(
(@+b—c—dtetfeg—h(
(a—~b+e-—a’-}—e—f+g—k)(
@—b—c+dte—f—g+h)(

I 1 0 0 0
I 1 1 0 0 0
0 1 1 1 ¢ ]
00000 ... 0

a b —¢ —d X —y
b a —d ¢ ¥ X
¢ d a —b z ]
d —¢ b a P — =

dtablle Midentité ' Fuler

§ 24

a—l—bvi-a—l—d—-e——f—-gu—h) %
a+b—~c—d—e-—f—}-g+h) X
a—btc—d—ed f—g+h) x
a—b—c+d—e+ f+g—h

0 0
0 0
0 0
I 1
0
0
0 = I.

—z — 1t
— z
v —y
N X

(0% s BV o™ %) (AR g ) g o ) e (an ol by oo o A (ay — by ool — dz)

o (ke bt -

Vn{nn-unuu un rapport avec len Kverefoss 10 ot 11 du § 1y P
Chalouler Lew invornon den muteloon sulvantey |

N | ) | (at o by gy - di)N,

qq

§ 24 EXERCICES
23. 2 97 3 24, /1 2 g 4 25,
3 9 4 23 12
1 5 1 1 I —1
3 I 0 —2 —
28. Calculer le rang des matrices
2 —1
17 —28 45 11 39 2 —1
24 -—g% 61 13 50 2 —3
25 —7 %82 —18 —11 |» : 0
31 12 19 ~—43 —55 1 2
42 13 29 — 55 — 68 4 —1

27. Les vecteurs

(1, 0,0, 2, 5), (0, 1, 0, 3, 4),

sont-ils linéairement indépendants dans R5?

28. Montrer que

2 —1 0 ¢ 0
—1 2 —1 0 0
0 —1 2 —1 0

0 0 —1 2 —1

0 0 0 —1 2

0 0 0 0 —1

4] 0 4] 0 0

0 0 0 0 —1

29, Calculer

I 4 9

4 9 16

9 16 25

16 25 36

(0: 0, 1,4, 7),

o 0
0 0
o 0
0 0

— 0
2 —1

—1 2
i} 0

16

251,

36

49|

—2

—3

LS . ]

(2, — 3, ¢, 11, 12)

KN OOm OO0 o S

3
1

2

—2

— 1

4
—2
—2
—6

0
—8

Ay

80. Combien d’additions et de multiplications doit-on en principe effectuer pour calouler

un déterminant d’ordre 10?

31. Résoudre par la théorie des déterminants les Exercices 1 2 19 du § 20.

82. Résoudre et discuter les systémes d’équations linéaires suivants :
a) ax - by - z =1

xA-aby - 2=
X4 by4az=1

by - ax -|- by |- 2F w |
ax o« (9b — 1)y |- e e
ax |- by o (b o )2 e ab 1
0) afa o 1 qy o ag =
(qa |;.v I+ (o) 1) a0 o) Eun ) = aa o @
(B == ¥ b (1) o (e §)A - |
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8. (Dévcloppement d’un déterminant suivant la régle de Laplace.) Soient K un anneau
commutatif et n un entier > 1. On désigne par ’ '

Dix,, coes Xy)
lo léterminant de n vecteurs x,& Kn par rapport  la base canonique (e} de Kr, On pose
5 =Eue + - 4 Ei‘ner\'
linfin on choisit un entier p tel que 1 < p < n.
@) Montrer qu’on a la relation
B o

Dl -y €y Xpris o0 x,)

Dixy ...y %) = .
b, .
P P

< <ip

(regarder D(xy, ..., x,) comme une fonction multilinéaire alternde de Kiy o vey Xp)e
b) Montrer que, pour 1 < i; << < ipsinmona

Dieyy .- -5 Gipy Kprls -0 ®a) =

EP""I‘ Jn—p T Eﬂ'J’ n-p

ol 'on désigne par jy, ..., j,_, ceux des entiers {1, 2, ..., n} qui n’appartiennent pas &
lenvomble {iy, ..., ip |, rangés de telle sorte que la permutation [CPTNE J FP s Jnp) de
1y vvi ) soit paire,
ff] Mok

X= (Eij)l Thj%a-

une matrice carrée d'ordre n 4 coefficients dans K. Pour toute partie I del’ensemble {1,2,.,n}

comprenant f éléments, on désigne par X, la matrice formée avec les £, tels que 'on ait
tel ot 105 < p, et par X la matrice « complémentaire », formée avec les §;; tels que on.
bl l ol p - 1 < j <] n Enfin on désigne par »(l} le nombre de couples (i, j} tels que l’'on
mitiel,jdil et i > j. Montrer que 'on a

dét (X) = E (— 0D, dét (X,) . dét (X1
Card(I}=p
(lormule de Laplace), ot la somme est étendue 4 toutes les parties T 4 p éléments de 'ensemble
by coanl,
d) Déduire ce résltat de la formule d’associativité du produit extérieur [§ 23, Exercice 13, d)]
Appliquer la régle de Laplace au calcul des déterminants suivants :

i, It 5 4 86. ]2 1 4 3 5 86. |1 2 3 4 5 3l
9 0 0 8 3 4 0 5 0 6 5 7 8 4 a
9 0 0 2 3 4 5 2 1 9 8 6 7 0 0‘
44 7 5 L 5 2 4 3 3 2 45900
4 6 0 7 0l 3 4 0 0 0 0
5 6 0 0 0 0
i, (S T O | 38, [ 4 —q 1 2
aoq 00 1y 5} [} ] 3
0 1 1 I 4 () - 9 ] B
0 a b o o ! 4 1 [ o
0 a% W o g " ) bl i ] [

§ 26

1. Montrer que les nombres complexes suivants sont algébriques et former pour chacun
d’entre eux une équation algébrique 4 coefficients rationnels :

Va+vss Ve+vs Va4V Va+vi+is

2. Soient L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et ¥ un élément de L transcendant
sur K. Trouver toutes les relations algébriques 4 coefficients dans K existant entre les éléments

x% 41 et %
de L. Méme question pour

B4 x4t et x5,

q 3. Soient A un anneau d’intégrité commutatif et K un spus-corps de A. On suppose A de
dimension finie en tant qu’espace vectoriel sur K ; montrer que A est un corps.
Soient L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et xy, ..., &, des éléments de I, nlgd-
briques sur K. Montrer que le sous-anneau K[x,, ..., »,] de L est un corps.

=T

g

——— — e e

( m&)it K un corps commutatif. On appelle extension de K tout corps L admettant K pour
—sous-corps (par exemple, C est une extension de R, qui est une exiension de Q). On peut
alors regarder L comme un espace vectoriel sur K; si L est de dimension finie sur K, i.e, ¢l
existe des éléments ay, ..., a.€L en nombre fini tels que tout dlément de L puisse w'éorlre
sous la forme .

X8, + -0+ x4,

avee des ¥, K, on dit que L est une oxtension de dogré fini de K; la dimension de L commae
espace vectoriel sur K s’appelle alors le dogré de L sur K, et se note

L : K];

ct on appells baso de Loyur K toute base de L considéré comme enpnes veetoriel sur 1€, Loracua
K w0 Q, lew extensionn da degrd (ini do K wont, pur définition, lev corps do nombros nlgobriquoes
[hintoriquement, on mposalt s corps de nombres algébriguen d’ire des extenslons de degrd
fink do Q contenues dans O, maln 11 ent hollo do volr que (oute extention do degrd finl de Q peut e
« plonger » darw 0, de sorte que cette conditon eat superfiue], On déulgne dans on (ol wuly
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par K un corps commutatif et par L une extention de degré fini nde K. Pour toutaeL, on
note u, lapplication de L dans L donnée par

u,(x) = ax pour tout xe L.

1) Montrer que u, est un endomorphisme de L considéré comme espace vectariel sur K,
ol (u'on a les relations

Uy + Uy = Uy g 0 Uy = Uy

(uely que soient a, b e L. Quels sont les endomorphismes de L (regardé comme espace.vecto-
vlel pur K) qui commutent & tous les 4,?
1y Pour tout ae L, on pose

Tryjela) = Triu,), Nyjgla) = dét(x,)

(on regarde #, comme un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie sur K;
ln déterminant de u, est défini au § 23, n° 5, et la trace au § 19, Exercice 22). On dit que Try i (a)
onl I trace ct Ny s (a) la norme de a (relativement au sous-corps K); ce sont donc des éléments
ile IX. Montrer qu’on a

Tryxla + 8) = Try(a) + Troe(é),
(quels que soient @, be L. Si L est de degré n sur K, on a de plus

Npjkla) = a"

Npsx(ab) = Ny (a)Nyjx(B)

Tryix(a) = na,
pour tout ae K.

) Boit (a,)y<i<a une base de L regardé comme espace vectoriel sur K; tout ¥ & L s’écrit donc
il'une fagon et d'une seule sous la forme

x=FEa + - +£a, avec £ .o ek

xa; = 2 J.Uaj

1< jn

Cn pone

oft lon A, sont dans K. Calculer Try jx(x) et Ny jx{x) en fonction des 3.

d) On wuppose K de caractéristique 0 (i.e. que si xeK et rel vérifient rx = 0, on a soit
{ e O noit ¥ = 0; cf. § 30, n® 6). Montrer que si un ae L vérifie

Tr,je{ax) = 0 pour tout xeL
on i a = 0, In déduire que, si (a;}, <; <, €51 une basede Lsur K, on a
dét (Tryjx(aa)s <4 <a) 7 0
1) Hoit (4)y <%, une base de L sur K; on considere n éléments
Y
by = 1S Py (pyek, 1l <m) ‘
de L, Montrer que, ¢n introduisant les matrices

A (‘Il:rl.lllt(”rﬂ_ljl i) Sin
B oo (Trype(bib))y iy am

AEE(DY = déL(A) det (py )N

I dédulre (1 16 eat do carnotérintiue 0) lo rdsultat sulvant | pour que n dléments ¥y, o &,

on n

g
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de L forment une base de L sur K, il faut et il suffit que le déterminant de la matrice

(Trypelex )i <ig<a
soit non nul. Ce déterminant s’appelle le diseriminant des n éléments x, ..., x, de L et se
note généralement
Dyl oo %

J) K étant supposé de caractéristique 0, soit (%;); «; <, une base de L sur K; montrer qu'il
existe une autre base (z;);.2; <, de Lisur K telle que l'on ait

sy §1 sti=j

Tryg(up) g 0 siit;

(on montrera que les coordonnées des », par rapport 4 la base (;) sont données par un sys«
t2me de Cramer). On dit que les bases () et (s;) sont complémentaires.

£) Les hypothéses et notations étant celles de la question (f), montrer que les coordonndes
de tout x e L par rapport & la.base (»,) sont les éléments

Trypg(xu)
de K.

A) On ne suppose plus K de caractéristique 0. On dit que L est une extension séparable cle
K s'il existe un ¥ €L vérifiant
Try(s) # 0.

Montrer que les résultats des questions 4), ¢), f) et g) sont encore valables dans ce cas,

5. Solent L un corps commutatif et K un sous-corps de L; on suppose que L est extenslon
de degré fini de K (Exercice 4), et on désigne par E un sous-corps de L contenant K,

a) Montrer que L est extension de degré fini de E, et que E est extension de degré fini da K

b) Soit (a,), <, <, une base de Lsur E, etsoit (b;); «; <, une base de E sur K. Montrer que lew ri
¢léments 4;b; forment une base de L sur K. En déduire que, si 'on note [L : K] le degré do L
sur K (i.e. la dimension de L. comme espace vectoriel sur K) on a la relation

[L:K]=[L:E][E:K]
¢) Montrer que, pour tout xeL,on a
Try (@) = Trep(Trm(x))
Ny k(%) = Ny (Nyjs(%))

(voir I’ Exercice 4 en ce qui. concerne les notations utilisées).
d) Solent x un élément de L et

#— W o (1) =

une équation algébrique A cocflicients dans K vérifide par x, et de degré s minimum. Montror
que les éléments
Iy Xy oowy X171
forment une base du corps K[+] sur K. En utilisant la question ¢) de 1’ Exercico 4, ot en posant
K[x] == L, montrer qu'on a
Ty (x) = a,p Ny (%) = aq.

Ln conclure que
Lry py(w) = f Oy Nif(w) == (ag)"

oben e Lt K]



§§ 27 et 28

1, Boit K un anncau d’intégrité infini. On dit qu’une partie A de Kr est un ouvert de Zariski
tlans K ¢'il existe des polynémes f, ..., f.eK[X,, ..., X.,]; en nombre fini, tels que le
complémentaire de I'ensemble A dans K~ soit I’ensemble des #¥ € K qui vérifient les relations

AW = =fw) =

Ceci dit, soient f et g deux polyndmes & n indéterminées, 4 coefficients dans K; on suppose
qu'il existe dans K" un ouvert de Zariski non vide A tel que I'on ait

JF(x) = g(x) pourtout xeA;

montrer qu’alors f= g (prineipe de prolongement des identités algébriques)

%, Montrer que si trois polyndmes f, g, ke R[X] vérifient "une quelconque des trois relations |

fulvantes, ona f=g=h = 0:

S (X)? — Xg(X)? = Xh(X)?
S (X — Xg(X)? + h(X)* = 0
S XP + gX)? + (X + 2)h(X)* = 0.

Peut-on dans ce qui précede remplacer R par un corps commutatif quelcongue?

8. Hoient K un corps commutatif, f un polynsme a une indéterminée 2 coefficients dans K,
ol dyy o, a, des racines deux 4 deux distinctes de f dans K. Montrer, 4 Paide du lemme 1 °
(i § ull, qu'il existe un polynéme g & coefficients dans K tel que

S = (X—ap ... (X—a)a(X).

Application @ calculer (sans calculs 1) le déterminant

I 1 2 3

12—t 2 3

2 3 1 5

2 3 I g—xt

4. Méme question pour le déterminant

1 1 1 ‘ I
Ity I 1
I I Q=X .. 1

§ 27 ct 28 EXERCICES 578

5. Soient fy, ..., f, des polyndmes & une variable A coefficients danx un anneau commutatif
K, etde degrés n — 2 au plus. Montrer qu’on a

Alk) Alk) oo filx)
PACYIINACHN RPN A CN

quels que soient les », e K.

8. Soient K un corps commutatif infini et ay, ..., a, des éléments donnés, deux & deux dlis
tincts,-de K. Montrer qu’il existe un et un seul polynome fe K[X] de degré n au plus vérifiant
Sla) =8, (0Lign),

ol les b; sont des éléments donnés de K, et que f est fourni par la formule d’interpolation do
Lagrange o

%) = Dy, K)o (K —a) (X—ap) ... (X—a)
S ;l (&—a) ... (g;—a,_,) (a7—ayq) ... (a,—a,)

Exemple : trouver un polynéme f de degré 3 tel que
fay=12, flRy=1, [fB =4 fo=3.

7. On pose

akr | . . 2kn
Z;, = cos = 4 t.sm?-ﬂ-;
b3

trouver un polynéme f de degré n — 1, 4 coefficients complexes, tel que Pon ait

fla)=k+1 pour 0Lk Ln—1
Réponse :
k=n—1

f(X):”+1v~i E -(1—i.cdtgk—“) Xk,
‘2 2 k=1 i

8. Soit f une fonction définie sur I'ensemble N des entiers naturels, et & valeurs comploxes
On définit une nouvelle fonction A fpar

Afln) = fln + 1) —f(n),
ct on définit successivement
Alf=AAS), A f=a), ...
Enfin, on dit que fest folynomiale de degré r il existe des constantes g, . . ., a, telles que
Sy = an +a_int + ... 4 a; pour tout neN,

avec deplus a, 54 0,
a) Montrer cue si / est polynomiale de degré r on a

AMf w0, AMf o G

b) Chaleuler A florscque

Jn) w M=) “r‘f(" Lekl) o, (") ponr tout neNj
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en déduire que, si f est une fonction polynomiale quelconque de degré r,ona
foy=a+a(l)+ o +a(f) avees =),

¢) Montrer que si une fonction f{n) vérifie

Af=0, A0,

nlors f est polynomiale de degré 7.
@) Soit g une fonction polynomiale de degré r — 1 sur N. Montrer qu’il existe une et une seule
fonction polynomiale fsur N, de degré v, telle que : '

Af=g  f0)=o.
lin ealeulant £ par la formule de la question ), en déduire une expression de la somme
g(0) + g(1) + -+ + gn).
Application : calculer les sommes

R ot TR S sl SRR S

), (On rappelle que si A est un anneau commutatif, un idéal I de A est dit premier si I = A
et ul, pour v, y€ A, la relation xye I implique x& I ou ye1; qu'un idéal I de A est dit maximal
1ot A et si les seuls idéaux de A contenant I sont I et A; et qu’enfin tout idéal de A, autre
(ue A tout entier, est contenu dans au moins un idéal maximal). On se propose de prouver
(ue, si K o5t un anneau commulatif, Pintersection de tous les idéaus premisrs de K est Uensemble des
dments nitpotents de K. ‘
@) Montrer que, si un idéal 1 de K vérifie I #£ K, alors Iidéal I' de I'anneau de polynémes
IK[X] engendré par I vérifie I' 54 K[X]. En déduire que, pour tout idéal premier de K, il
exlite un idéal maximal de K[X] qui le contient.

1) On suppose que ueK appartient & tous les idéaux premiers de K. Montrer que le poly-
ndme 1 — wX n'appartient 4 aucun idéal maximal de 'anneau K[X]; en déduire qu'il est
inversible dans Yanneau K[X].

) Montrer que le polynome 1 — uX (zeX) est inversible dans K[X] si et seulement si »
ol nilpotent; en déduire le théoréme annoncé.

) Soit I un idéal d'un anneau commutatif K, avec [ % K. Montrer que I'intersection des
ldl¢auxk premicrs de K contenant I est formée des xe K tels que I’on ait

el

[our nu Moins un entier n,

10, Soit K un corps commutatif. Pour que le sous-anncau K[ f] de K[X] engendré par un
polyndme fa K[ X] soit K[X] tout entier, il faut et il suflit que

JX) =aX b ako

{1, Soit XX un anneau commultatil, On appelle sérlo formello & une Indétorminée i cocllicients
dans K toute suite

S agy ay ooy 0)

d'dléments de K (on ne suppose pas lew a, presgue tous nuln), On définit Ia somme ot le produit

qq
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de deux telles séries formelles 4 Paide des formules (2) et (3) du § 27, n® 2, utilisées pour définir
la somme et le produit de deux polynémes. Montrer qu’avec ces définitions on obtient un
anneau commutalif contenant un sous-anneau isomorphe & K[X].

L'anneau ainsi obtenu se note habituellement K[[X]]; au lieu de la notation initinle
JS=(ag, 8y, ..., a, ...), on représente les séries formelles par I’écriture

oa

(%) 'f=ao+ﬂlx+---+aux"+---=Zﬂnx",

R=0

qui permet de retenir plus facilement les formules définissant les opérations fondamentales §
pour multiplier deux séries formelles, on les multiplie « terme & terme » puis on groupe ens
semble les termes de méme degré dans le résultat obtenu. Bien entendu, la formule (%) n'n
théoriquement aucun sens, puisqu’elie peut contenir une infinité de termes non nuls; on
ne doit la considérer que comme une simple aofation commode pour représenter la suite
des g, K. o '
Démontrer les résultats suivants :

a} Pour que Panneau K[[X]] soit intégre, il faut et il suffit que K le soit.

&) Pour qu'un élément (*) de K[[X]] soit inversible dans K[[X]], il faut et il suffit que son
« terme constant » a4, soit inversible dans K (différence majeure avec les anneaux de polys
noémes...}.

¢) Calculer Pinverse de 1 — X dans K[[X]].

12. Soient K un anneau commutatif et
P Y) = p(X) + 5(X)Y 4 - 5 (XY

un polynéme A deux variables & coefficients dans K. On suppose £,(0) = 0 et $,(0) inversible
dans K [i.e. p(0, 0) = 0 et p}(0, 0) 5= 0 si K est un corps.]
Montrer qu’il existe une série formelle et une seule

y=aX 4+ Xt . ..

a coefficients dans K, sans terme constant, qui vérifie la relation p(X, ) = 0.
[On pourra procéder comme suit : supposant trouvées des constantes a;, ..., a.@K telles
que le polynéme

(X, aX + ;X2 4 -+ + aX7)

ne contiennc aucun terme de degré < r, on montrera qu’il existe 4., e K tel que le polyndime
P X 4 @ X+ g, X

ne contienne aucun terme de degré < r - 1.]

Calculer y si K =0 ct f(X,Y) = (X—1)?—Y? olt p ¢t ¢ sont des entiers positils
Voyez-vous un rapport entre la série formelle obtenue et le développement en série entidre,
dtabli en Analyse, de ln fonction

(2 ypmp

18, Soient p un nombre premier, f et g deux polyndmes A coolliclents entlers ratlonnels,

a) Montrer quoal p divise touns les coelliolents de f£g, [ cdiviie tous les coeMolents da f; ou hlen
tous len coelllolents de g '
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4) On dit qu’un polynbme % coefficients entiers rationnels est primitif si le pged de ses coeffi-
cients est égal & 1. Montrer que sif, g sont primitifs, il en est de méme de leur produit.

¢) Ihiant donné un polyndme # A coefficients entiers rationnels, on appelle contenu de & le
pierd, noté e(f), de ses coeflicients. Montrer qu’on a

r:(_.fg} = ¢(f) ¢(g) quels que soient f eeZ[X]

(lemme de Gauss).

{4. Soient K un anneau commutatif, y un idéal premier de K, et £, g deux polynémes & coeffi-
clenty dans 1. On suppose que tous les coefficients de f g sont dans §. Montrer que contient
alors tous les coefficients de £, ou tous ceux de g.

{55, Soit K un anneau d’intégrité commutatif.
@) Soient fct g deux polyndmes non constants 3 une indéterminée, A cocfficients dans I'anneau

5

£, Dans Panncau K[X, Y] des polynémes & deux indéterminées & coefficients dans K, on
conmidlere Pidéal T engendré par les polynémes f (X) et g(Y). Montrer qu'on a

I K[X, Y]
(On supposera qu’on a une relation de la forme
w(X, Y) £ (X) + o(X, Y) g(Y) = 1

ol on examinera les termes homogenes de degré maximum du premier membre).

4y Soient fi, ..., f, des polynbémes 4 une indéterminée, 4 coefficients dans K. Montrer
que Uidéal de Panneau K[Xy, ..y X ] engendré par fi(Xy), .- s (X,) n'est pas 'anneau
KXy, ..., X,] tout entier si les f, ne sont pas constants.

¢) Montrer que, pour tout entier k tel que 1 <[k < n, I'idéal de K[X;, .-
par Xy, o ..y X, cst premier, Cles n idéaux sont-ils deux & deux distincts?

., X} engendré

10, Soit K un annecau commutatif. Montrer que les propriétés suivantes de K sont équiva-
londen 1 (i) I n'a pas d’élément nilpotent non nul (i) tout élément inversible de ’anneau K[X]
oxl conmtant (el Fxercice g de ce §, et ' Exercice 1 du § 8; on pourra aussi examiner les rapports
avee I divereice 11 de ce §).

(7. Solent V et W deux espaces vectoriels de dimension finie sur un corps commutatif K.
On dit qu'une application fde V dans W est polynomiale §"il existe une base de V et une base
e W tellex que les coordonndes du vecteur y == f (x) € W soient données, en fonction de celles
du veelewr ya V, par des formules de la forme

Ny = Pj(EI: ] Ern) (1 ’
ol Ton pry wont des polyndmes X m — dim (V) indéterminées, & coceflicients dans K. On dit
e outre que f est homogdne do dogré si les g, sont homogénes de degré 7.
Maontrer que ees délinitions sont indépendantes des bases choisies dans Vet W (L.e. que si les
condittons énoncées wont satisfaites pour un choix particulier de ees bases, clles le sont pour
toul autre ehoix). Monteer que, sils corps K es! fini, touse npplication de V dans W est polyno-
miale (ce qul Gte beaucoup de won intérdt A cotte notion dans ce eas..), Onsuppose I£ infini
dinim ce qud pult,
On note 8(V, W) 1'ensemble des applications polynominlen do ¥V dam W, el §,.(V, W) l'en-
pomble de oollen gul sont homopdnok dle degrd v On pose enfin

B, (V) = B, (V) Ky

IR

V) o BV, )
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les élémc_nts de S(V) [resp. 8,{V)] sont appelés les fonetions polynomiales [resp. les fonctions
polynomiales homogénes de degré ] sur V.

Montrer que toute f& S(V, W) s’écrit d’une fagon et d’une seule sous la forme
S=5 +hH+ -

oir f, est polynomiale et homogéne de degré 7, avec f, = 0 pour presque tout 7.

Montrer que S(V) est un sous-anneau de 'anneau de toutes les applications de Pensemble V
dans le‘ corps K, que S(V) contient les applications linéaires et les applications constantes
(qu’on identifie habituellement aux éléments de K, de sorte que K s’identifie canoniquemaent

A un e de 'anneau $(V)). Soient f;, ..., f,, les fonctions coordonnées de V pur
rapport 4 une base de V; montrer que

S[:V) =K[fis . s ml

et que les éléments £, . . ., f,, sont algébriquement indépendants sur K.

I\_‘Iontrer que S(V, W) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel de toutes les applicns
tions (_ie Tensemble V dans I'espace vectoriel W. Montrer que, si feS(V) et si ge S(V, W)
Papplication # = fg de V dans W définie par i

h(x) = f(x)g(x) pour tout xeV

est encore polynomiale. En déduire qu’on peut regarder $(V, W) comme un module sur I'nne

neau S(V). Scient (a;) une base de V, (4,) une base de W, et notons f;; Papplication lindaint

de V dans W qui vérifie
b, sik=1{
. =1 :
f‘s_r{ak} o si k £g?

montrer que les f;; forment une base du 8{V)-module 3{V, W).
Soient U, V, W trois espaces vectoriels de dimension finie sur XK, et
s fiU=V, g:V->W
deux applications polynomiales. Montrer ’ icati
: . que application composée g o f est polynomiale,
Si f et g sont homogtnes de degrés r et s, alors g o fest homogéne dF:: deg:‘gé r.{ poy

18. Soit K un corps commutatif infini. On considére Papplicati I i .
K+ dommés par re Papplication polynomiale f de K dans

SO =4 t4 1, B4t 1, 15 24 1);

trouver toutes les fonctions polynomiales sur K? qui sont nulles en tout point de f (K). Quel
sont les points de K? ol1 toutes ces fonctions sont nulles? ‘
Méme question pour I'application de K* dans K* donnée par

S = (‘ S S T A & )

¢ t t

1I{}. Soient K un anieau commutatil et M un K -module; on se propose de « plonger » M
dans un module sue ] anncau IK[X] cles polyndmes & une indéterminde N coellicients dan I8,
Pour celn, on considére Pensemble, noté M|X], dont les éléments sont les suiten

(Mg myy o)
" ARl Lo
d'éldments prenque tous nuls de My on délinit une addition dans MX] pare ln formule

Cony My o) oo (o mly o) = mf oo miy mj I‘ Ml o)}
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enfin, on définit le produit d'un élément de M[X] par un élément de K[X] en posant

(ap @y, Ggy -+ ) (mgy My, Mgy .o ) = (GpMity, Gy 1 GyMgs - - -

Montrer qu'avec ces définitions I’ensemble M[X] est effectivement un K[X]-mod'ulc ; on
['appelle le module des polyndmes & une indéterminée, & coeffloients dans M. On identifie
chiaque me M A Pélément (m, 0, .. .) de M[X]; montrer qu’on a alors

{mm My, Mg, ---) = my + mlx + mEX‘E-{-

dim le K[X]-module M[X] (NB — On écrit ici les scalaires, i.e. les éléments de K[X], a
drolte des ¢léments de M[X] pour se conformer 4 la tradition suivant laquelle, dans un poly-
nome, on éerit les coefficients & gauche des monémes). .
Holent M et N deux K-modules et # un homomorphisme de M dans N; montrer qu'il existe
un et un seul homomorphisme

: M[X] - N[X]

de K| X]-mocdules qui coincide avec u sur M. .

On suppose M libre de type fini; montrer qu’alors M[X] est un K[X]-module libre de type
finl, et que toute base de M sur K est aussi une base de M[X] sur K[X]. .
(Pour une application des constructions précédentes, voir § 35, Exercice 10)

#0. Solent K un anneau commutatif, E un K-module, et # un endomorphisme de E. Etant
tlonnd un polynéme

fX)y=a +aX + - +a X
h coelllcients dans K, on pose
Slw) =ay.jeg +ayi + - 4 a2’

@'oti un nouvel endomorphisme de E. Ceci fait, on considére P'application de I'ensemble
produit K[ X} % E dans ensemble E donnée par

(fs ¥ (s

montrer que Pensemble I, muni de la loi de composition (x, ) =& + » et de l'application
epw'on vient de définir, est un module sur Panneau K[X]; on le note E,.

Idelproquement, soit M un K[X]-module; soit E le K-module déduit de M par restriction

don wealuives (*) & Panneau K; on considére I’homothétie de rapport X dans M comme une
application n de IL dans E. Montrer que u est un endomorphisme du K-modu}t: E, et que
M < 1, Autrement dit : un module sur I'anneau X[X] s’identifie & un couple formé d’un module sur
Painean K ot dun endomerphisme v de ce K-module, (Ce résultat montre que I*4tude des endomeor-

phinmes dey K-modules revient & celle des K[X]-modules, ce qui sera confirmé dans les:

Liveretoes o § g5).

On ne donne 15 el 1 comme ci-dessus; quels sont les sous-modules du K{X]-module L,

On eomdére deux I-modules I ¢t I, un endomorphisme u de I, et un cn(lnrfr_llo_rphtsmc vdeF.
Quols kont lew homomorphismes du K[ X]-module I, dans le K| X]-module I, ? =

(*) Solent L un anneau, KK un soug-anneau de ].“ et M un L-module h gauche, Iiitl.l' l:lll.ﬂ(h}lll.c
dédull de M par restriction & K cles nealnires s'obtient en consldérant le groupe ndcliti M ot
Uapplieation (a, m) <» am de K % M dann M qui colneide, sur 1K % M, avee |n|1|a||t.nn:m
do Ll % M dant M donnée-dans la steueture do Lemodule de M, Autpement dit, on parde les
mdmen « veoteurs », Vadditlon reste ln méme, mals on ne regarde que len homothétien dont !r
eapport appartlent h K, Par oxeraple, toul espace veotorie comprlane délinlt aumi un espace
vasttoviel rdel,
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g 21. En imitant les constructions de I'Exercice précédent, montrer que, si K est un anneau

qq

commutatif, les modules sur I’agnneau de polynémes K[X, Y] s’identifient aux triplets (E, u, v)
formés d"un K-module E et de deux endomorphismesu et v de E tels que u o = v o u. Générae
lisation & n indéterminées?

22. Soient L un corps commutatif et K un sous-corps de L.
a) On considére un systéme d’équations lindaires

«  ymT L e

¥+ 1 an¥, = b,

a coefficients et seconds membres dans K, et un polynéme p 4 coefficients dans K et & n indds
terminées. On suppose qu’il existe une solution

(*3, +-.y %)Ll

telle que p(xy, . .., x,) 7 0; montrer que, si K est infini, il existe alors dans K* une solution
de (%) qui n’annule pas p (exemple R et C).

b) On considére deux matrices A, Be M, (K). Onsuppose qu'il existe une matrice V @ GL(n, L)
telle que B = VAV~1; montrer qu’alors il existe Ue GL(n, K) telle que B = UAU~! (consls
dérer I’équation UA = BU avec la condition dét(U) 5% 0 et appliquer la question précédente),

[NB — Ce résultat subsiste si K est un corps fini, mais la démonstration est nettement plug
difficile; cf. § 35, Exercice 13].

28. Soient K un anneau commutatif et I Iidéal de K[X] engendré par X#+1, Décrire I'annenu
quotient L = K[X]/I (on montrera que L est engendré par K et un élément ¢ ansujottl A
vérifier la relation e+l = ().

Trouver ses éléments inversibles, [L’anneau L intervient, pour K = 0, dans ln théorle des
développements limités d’ordre n].
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1, On considdre deux fractions rationnelles f; ge K(X,, ..., X,) oi1 K est un anneau d’inté-
jrltd commutatif infini. On suppose qu'il existe dans I'ensemble K7 un ouvert de Zariski
(W uy, ubl, Zixercice 1) non vide A tel que fet g soient définies et aient la méme valeur en tout
polnt ye A, Montrer qu’alors f = g. {Ce résultat, notamment dans le cas classique ot K = R
o 0, explique pourquoi on a le droit d'identifier toute fraction rationnelle & coefficients

dan IS & 1a fonetion qu'elle définit sur une partie de Kn.)

#, Une fonction rationnelle & une variable ne posséde aucun point d’indétermination (s
[ = pfq ot p et ¢ s'annulent simultanément en g, mettre en facteur dans p et ¢ les plus hautes

puliances powsibles de X — a}.

1, Holent K un corps commutatif, 4 un élément de K, et A Pensemble des fractions ration-
nollen fe K(X) qui sont définies en a. Montrer que A est un anneau de valuation du corps
IK(X) (4 B, lixercice 6) et que Iidéal des éléments non inversibles de A est formé des feA
tolles que f (a) = 0. _
Mantrer que les f& K(X) qui peuvent s’écrire sous la forme f = p/g, ol p et g sont des poly-
nbmen tely que

do() < (),

furmoent également un anncau de valuation de K(X}.

4, Bolent L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et &y, .. ., %, des éléments de L. On
diwlgne par Kixy, ..., &,) le plus petit sous-corps de L contenant K et les ¥, (sous-corps de L
ongondrd par K et les a3 un corps contenant K comme sous-corps et engendré par K et un
nombre i "éléments s'appelle une extonsion de type fini de X, ou un corps de fonetions
algbbriquos sur 1K), Montrer que c’est ensemble des ¢léments de L qui peuvent s’écrire sous

1o forime

FACTERRRNEN
ol fe (X, ..., X,) est définiec en (x,, ..., x,). Montrer que K (%45 ...y %,) cst isomorphe
NIC(X,, o, X, i des &y gont algébriquement indépendants sur K. .

(B, Molt 18 un corps commutatif, Fotant donnde une fraction rationnelle fa 1K (X) non dans K,
montrer quo 'éldment X du corps K(X) est algébrique nur le sous-corps IK(/) engendré par
1 ot /2 Vi dédulre qu'll en est de méme do tout g e IK(X). .

Muontrer ( Iil‘dfun! donnds daux polyndmes p, qe K[X], il axiste une relation algdbrique tion triviale, &

dogffloients dany Wy entra p ot ¢
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€Y 6. Soient L un corps commutatif et K un sous-corps de L.

a) Soient#, ..., ¥,%, z des éléments de L; on su i
, ; ppose que z est algébrique sur le sous-co!
K . .1y x,, ») mais non sur K(x,, ..., x,}; montrer qu’alors y est algéb?iquc sur e

Kty -res 5 2)n

b) On suppose que L est de degré de transcendance fini i

. : i sur K, autrement dit qu’il exi
un F:ntxe\r n tel que n 4 1 ¢léments quelconques de L vérifient une relation algégtl'lic;u:mr;c::
triviale & coeﬁ?cmnts d%ms K. Montrer qu'on peut alors trouver des éléments #,, ..., x.de L
en nombre fini, algébriquement indépendants sur K, et tels que tout élément léc L';oirt algé:

brique sur le sous-corps K - i
b il, My ps K(x,, » %) (ondit alors que les x; forment ure base de transcendance

¢) Soient xy, ..., x,etyy, ..., deux bases de transcendance de L sur K
) . 3 3 E] o ! . Montrer il i
un md_lce J tel que y; ne soit pas algebrique sur K(x;, ..., #._;) (observer que dcg;.; lixlz;:
g‘oil,tr‘ac.llre éoult ¢lément de L serait algébrique sur ce sous-corps, et en particulier x,). En déduire
al I ;
al K,C e la question a), que xy, ..., x4, ¥; t."orment une base de transcendance de I,
d) Déduire de 1a que deux bases de transcendance
quelconques de L sur K ont le mé
nomgre d’fllémelnts (qu’gn appelle le degré de transcendanee de L sur K). Montrer qucnc::
nombre est le plus grand entier # tel quon puisse trouver » él i
et sor q P r n ¢léments de L algébriquement
¢) Montrer que si fy, ..., f, sont n - 1 fractio ! @ n i ;

JRRREY L8 ns rationnelles & n inddtermindes, & coeffic,
dans ‘a;r‘a corps commutatif K, il existe une relation qlgébrique non triviale, & coefficients a’a;u K, eﬁ?j’?
< v oy Jagae :
S} Onsuppose le corps commutatif K infini. Soit A un ouvert de Zariski

: . ] riski (§§ 27, 28, Exercice 1
non vide dans Kr; on dit qu'une application f de A dans K7 est » il exi )
pon vide dans K7 I est rationnelle s'il existe des

For ooy €KXy, o X))

telles que f}, . . ., f, soient définies en tout x& A et que ’on ait

Jx) = (A), . f,(%)) pour tout xe A

(Cette notion généralise celle d’application polynomiale des §§ 27, 28, Exercice 17.) Cela dit,

montrer que si une application rationnelle de A dans K9 est surjective, on a -

rriontre que Ie; phénomeénes « pathologiques » du type de 13 cour’bc de %ﬁ%ﬂ% Egﬁigﬁ
une application continue d’'une droite sur un plan, par exemple — ne peuvent pas se pIgs

duﬁre I)c)rsqu’on se limite & des applications définies par des fonctions polynomiales ou rn.&,chl

nelles.

[La notion de degré de transcendance exposée dans cet Exercice est 4 la base de la dé/lilii

de la dimension d’une variété algébrique.

Eoit V une variété algébrique dans C", i.e. une partie de €* définie par un nombre

ions

AHE) = =f) =0

Olﬁ_fn <+ +».f, sont des polynémes & n variables 4 coefficients dans 0. On appell fiigi funksio=
m::qlrr sur V toute-application de V dans € qui est la restriction & V d*une fonghliis polyno-
mln]:: sur 0. Ces fonctions polynomiales sur V forment évidemment un anngatl A pintenant
O (fonctions constanles), et d’ailleurs engendré sur C par 2 éléments convornhlinin! ¢hoisis
(par exemplo len restrictions & V cles fonctions coordonnées de €+). On dil cque V ol jrroductible
il Pannena A ent intbgro il vevient nu méme, comme on peut le démontrer, d'oxlyer que
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1o peut pas s’écrire comme réunion de deux autres variétés algébriques distinctes de V., $i V
ent irréductible, on peut former le corps L des fractions de A; en notant S« o, les restric-
tlons & V des fonctions coordonnées de €, il est clair que

L=20C(f1  c0sfi)e

On dit que L est le corps des fonetions rationnelles de la variéts V. Cela fait, L est de degré
o transcendance fini sur C, et on appelle alors dimension de V le degré de transcendance de
Litr 0, Une « courbe » est de dimension 1, une « surface » de dimension g, etc...

On démontre que la dimension p d’une variété algébrique irréductible V est aussi le plus
prand entier tel que 1'on puisse construire une chaine croissante

VycVic- . cV, =V

do varlétds algdbriques irréductibles non vides et deux & deux distinctes. Une « surface »
vontlent une « courbe » qui tontient un « point », ce qui explique (sic) pourquoi une « sur-
fhoo » ent de dimension 2. .

Len variéiés algébriques dans C* sont utilisées en Analyse, notamment pour étudier les sys-
thmen d'¢quations aux dérivées partielles linéaires A cosfficients constants. Considérons par
exeimple I'équation

ale et f =0

R Y P

0l f ont une fonction inconnue de » variables réelles, et ot les coefficients a, ... in Sont des
donntantes complexes presque toutes nulles. Si ’on cherche les solutions de la forme

f(xl, - '., x,,) = gWB -t b,
O iy, o 1oy 1, sont des constantes complexes, on est évidemment ramené 4 résoudre I'équation
Dty gy ui - uin = 0.

Lo b dtudier Phypersurface algébrique de " définie par cette équation.]

T, 'I'touver les poles ct les points d’indétermination des fractions rationnelles suivantes :

X2— 1) (Y—1), X+Y+Z, X—2Z

X . X—Y,
' X2+ Vri—1 X—vy °’ Y —7Z

y' XY

(on prendra G pour corps de base),

B Boll K un corps commutatif; on considére (§§ 27, 28, Exercice 11) I'anneau K[[X]] des
wdelen formelles & une variable & coefficients dans K. Comme c’est un anneau d'intégrité on
pout former son corps des fractions, qu'on note X{(X)). Montrer que tout élément de celui-ci
'dorit d'une fagon et d'une seule sous la forme du produit d’une puissance (éventuellement
négitive) de X par une série formelle dont le terme constant n’est pas nul, i.e. sous la forme
d'une « sérle »

n== = 00
(%) Zam'
. Azz et

A coelliclents a, dan K, avee In condition que les enticrs n ndgatifs tels que a, » 0 solent en
nombre finl, :
On notera que, comme K[X] eat un soun-annenu de K[[X]], le corps K((X)) contient un
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sous-corps isomorphe 4 K(X), en sorte que toute fraction rationnelle & une variable & coefli-
cients dans K peut se représenter par une série de la forme {#). Trouver les séries formelles (#)
représentant les fractions rationnelles suivantes :

I . X4 X +1
X —Xxa°® X4 _xz

Montrer que la série (%) représentant une fraction rationnelle / ne comporte aucune puissance
négative de X lorsque f est définie en x = 0, et réciproquement (™. -
Montrer que K[[X]] est un anneau de valuation (§ 8, Exercice 6) du corps K((X)).

9. Soient A un anneau commutatif et S une partie de A; on suppose que S contient 1 mais ne
contient pas 0, et que l'on a xpeS quels que soient x & S, y€8 (si A est un anneau d'intégritd
on peut prendre par exemple pour § I'ensemble des éléments non nuls de A; dans le cas
général, un exemple important s’obtient en prenant pour S ensemble des xe A qui n'appars
tiennent pas & un idéal premier donné de A). '

a) Soit F 'ensemble des couples (x, s) avec x e A, s 8; étant donnés deux éléments )= (x4
ety = (1", s”") de F, on désigne par R 125,371 larelation

il existe un s €8 tel que  s(x's” — »"5") = 0.

Montrer que R est une relation d’équivalence sur F. Que se passe-t-il lorsque A est intdgre
et qu'on prend pour 8 'ensemble des éléments non nuls de A ?

b) Soient Ag Iensemble quotient F/R et § I'application canonique de F sur F /R. Montrer
qu’il existe sur Ag une et une seule structure d’anneau commutatif telle que ’on ait les formulen

O(x, 5) + 8(p, 8) = B(xt + s, st)
8(x, 5).8( 1) = B(xy, 51).

¢) Montrer que I*application ; de A dans Ag donnée par

Jlx) = 8(x, 1)

est un homomorphisme d’anneaux, que j(s) est inversible dans A4 pour tout s&$, et que tout
¢lément de Ag est quotient d’un élément j(x), xeA, par un élément j{s), s&S, Quel ent lo
noyau de I'homomorphisme j? A quelle condition J est-il injectif?

d) Soit f un homomorphisme de A dans un anneau commutatif K. Pour que f () soit invers
sible dans K quel que soit s € S; il faut et il suffit que £ soit composé de I’homomorphismae f
de la question précédente et d*un homomorphisme de anneau Ag dans anneau K,

¢) Soient A un anneau d’intégrité commutatif, K son corps des fractions, et § un icdéal premiar
de A (ie. tel que p 5 A et que la relation xye) implique xap ou ya)); on prend pour §
le complémentaire de p dans A, Montrer que 'anneau Ag est isomorphe au sous-anneau Ay
de K formé des fractions qui peuvent se mettre sous la forme x/yavecs, yaAetyap.

(*) Llopération qui, étant donnés deux polynBmes £, gaK[X], consiste A derire soun ln
forme (#) la fraction rationnelle flg est connue dans les ouvrages anciens sous le nom de
division de f {;ar & suivant los puissances croissantes de X; elle consiste nussi, pour chaqug entlor
r 220 (et si le terme constant de g n'est pas nul, cas nuquel on peut toujours se ramenar trls
vialement), & trouver un polynéme ¢ de degré < r, tel quc_t{'(;(e) e qi Bg(xg noit multiple
de Xr43, Le polynéme ¢ #'obtient en supprimant les termen de degré > r de o formelle (#)

ui représente flg. ' .
Dans ln pratique, on dolt effectuer con opdrations lorsqu'on veut dévolopper on sdrio enllére
ou ce ]]..Inu;'?qul. le quatient do deux polyndmen ou séries ontidres, ou en trouver cles ddveloppes
ments Hmitds,

i Aér
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/) Les hypothéses restant celles de ¢), on associe 2 chaque idéal « de l’anneal..t. A”! distincf de
Ay, I'idéal Ana de I'anneau A, Montrer qu’on obtient de cette facon une bijection de 'en-
wemble des idéaux de Ay distincts de Ap sur ensemble des idéaux de A contenus dans yp.
(elle est Papplication réciproque?

#) Soient L un corps commutatif et aj, .. ., g, des éléments de L. On prend

A=LX, ..., X,]

ol pour p ensemble des polyndmes fe A tels que f (g, .. ,,.an) = 0. Montrer que Ayp est
|'|'||ru-:||||llr-. des fractions rationnelles £ (X, ..., X,), a coefficients dans L, qui sont définies
nu point (ay, ..., a,) de K

1) fitendre les résultats de la question ) au cas d’un anneau de fractions Ag quelconque.

10, Holent A un anneau d’intégrité commutatif et K son corps des fractions. Montrer que le
corpi des fractions de 1’anneau de polyndmes A[X] est canoniquement isomorphe au corps
ile lvnctions rationnelles K(X).

{1, Solent A un anneau d’intégrité commutatif, M un A-module, et X le corps des fractions
de A, On se propose de montrer que, si M est sans forsion (§ 10, Exercice 115 les résultats de cet
lixerclee ne seront pas utiliser ici), on peut plonger M dans un espace vecioriel sur K (exemple
trlvinl ¢ A" ge plonge dans K»).

On ne hit aucune hypothése sur M jusqu’a nouvel ordre.

#) Holt I Pensemble des couples (m, s) avee me M, seAets =,v!= 0. Etant donnés deux éléments
X o (', o'} el ¥” = (m”, 5"} de F, on note R, x” | la relation

il existe uns € A tel que s(s'm” — s"m’) = Oets # 0.

Monitrer que R est une relation d’équivalence sur Pensemble F.

4) Hoit V P'ensemble quotient F/R; on note § Papplication canoniqut? de F sur V. Montrer
(u'on peut définir la somme de deux éléments de V de telle sorte que T'on ait

a(ml’ :r) + B(m.v, Sﬂ) — O(Sx.-m; + sfm.v’ Sr.f”}

(ueli (e soient (m', s, (m*, 5"y eF, et que V, muni de cette loi de composition, est un groupe
oomimutntif, ‘ B

¢} Montrer qu'il existe une application (3, ¥) — d de K X 'V dans V qui vérifie la condition
anlvinte 1 A o /s et i ¥ = 0(m, 1) (avec s, s, te A, meM, cts, inon nuls), cn a

dx = D{um, st).

Montrer que le groupe commutatif V, muni de cette application, est un espace vectoriel
wr I,
4) On définit une application « canonique » j de M dans V par

Jlm) = 0(m, 1);

montrer que o'ext un homomorphisme de A-modules (NB : comme V est un espace vccton;:l
wur IS, on peal a fortiori regarder V comme un Anmoclglc), dont le noyau estblc sous-module
il torsion de M (Lo, Mensemble des m tels que PPon ait sm - 0 pour au moins un s €A non
md), Tin déduire que, si M est sans torsion, j est un isomorphisme de M sur un sous-module
de V. Bxemple (en prenant A« Z) 1 toul groupe commutatif sans torsion se plonge dans un
aipioe vectorlel ratlonnel, ' ‘

¢ On suppose M sans torsion ot de type finl, Montrer que 'V ent de dimennion finio sur K.
l‘?nll [ |\Im (V) (on dit que nent 1o rang de M) ; montrer qu il exlute dewx basea (), e, ot
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()1<m< de 'V telles que, si on désigne par P et Q les sous-A-modules (isomorphes 4 A) de
V engendrés par les g; et §; respectivement, onait PcMc Q).

J) Déduire de la et du Théoréme g du § 18 le résultat suivant : si A est un anneau principal, loud
A-module M sans lorsion ef de {ype fing est isomorphe & A" oit n est le rang de M. Traduction lorsque
A=1Z7 i

&) Soit M un module de type fini sur un anneau principal A. Soit T le sous-module de torsion
de M. Montrer que M/T est libre de type fini. En déduire (& Paide de I’Exercice 8 du § 17)
que M est isomorphe au produit direct de T et d’un A-module libre de type fini. {Ce résultat
raméne 'étude des modules de type fini 2 celle des modules de forsion de type fini. qui sera
faite au § g1, Exercices 8, g, 10.) _

k) Soient M un module libre de type fini sur un anneau principal A et M’ un sous-module
de M. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : i) M’ est facteur direct dans M

-it) le module quotient M/M’ est sans torsion i) quels que solent agA et xeM, la relation

ax e M’ implique ¢ = 0 ou xe M’, Retrouver & partir de 1 le résultat du § 18, Exercice 2.

i) Soit M’ un sous-groupe de Zr défini par un systéme d’équations linéaires et homogenes i
coefficients entiers. Montrer que toute base de M’ fait partie d’une base de Zn.

12. On trouve, dans un manuel d’Algebre destiné aux éléves des Lycées et Colleges, la phrase
suivante : « Sous réserve de ne pas donner aux variables des valeurs qui annulent le numéra-
teur ou le dénominateur, ["ensemble des fractions rationnelles muni des lois d’addition ¢t de
multiplication présente une structure de corps. » Que pensez-vous de cet énoncé ?
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{, Soit K un corps commutatif de caractéristique 0 (par exemple K = C). Montrer que
I'duntion .

xﬂ xn— .

e ¥ L4+ 1=0

nl + {n— 1)!
n'i nucune racine multiple dans K.

i i lynéme fe K[X] de degré 7 tel que 1 soit
9, Soit KK un corps commutatif. Trouver un poly K _ :
|'|1t'i:::1 multiple d’gidre 4 au moins de f (X) + 1, et — 1 racine multlph: d’ordre 4 au moins
de f (X) ~— 1. Généraliser en remplagant les entiers 4 ¢t 7 par n et 2n — 1.

8, Chacun des polynémes suivants admet 1 pour racine; déterminer son ordre de multipli-
oltd

xln — an+1 _|_ anl—l — 13 Xﬂn-ﬂ-l — (21‘! + I)Xn-l—l ,_|_ (2’1 + I)X" S
Xen Bl e g(nd — 1)XP —n?Xemt 4 1

i i commutatif K. On suppose
. Hoit £ un polynéme 3 une variable & coefficients dan.? un corps
?" -I-!‘ll.fMﬁtalrlr(:‘){ que f est constant si K est de caractéristique 0, et que f est un polyndme en

X0 ni I est de caractéristique p 7= 0. Réciproque? ,

isti li-
B, Soit K un corps commutatif de caractéristique 0. On se propose de trouver toutes les app
cations

LU
de K dam anneau M, (K) qui vérifient
U{x +3) = Ux)U(») quels que soient x, rek,
U0) =1

ot qui sont de plus polynomiales, i.e. de la forme
U(t) = Ay + At o vee Ay e

ott low mniricen A, e M, (K) sont presque toutes nulles,
a) Montrer que In dérivée U'(1) de In fonation polynomiale U () vérifie

() = Ay U0
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b) Montrer que la matrice A; = N est nilpotente et que

u() = 2 N~ exp (N}
0 7!
(cf. § 8, Exercice 2).

¢) Montrer inversement ue, pour toute matrice nilpotente N, I’application
. que, p P s Papp

t > exp(IN)
satisfait aux conditions requises, '

d) Trouver la matrice N dans le cas de la fonction U(#) du § 12, Exercice 11, et vérifier dans co
cas qu’on a bien U(¢f) = exp (iN),

6. Soit K un corps commutatif de caractéristique 0. Montrer qu'il n’existe aucun polyndme
SeK[X] non nul tel que 'on ait

S+ =F71()

quels que soient x, y& K. Méme question pour la relation

Sy =5+

Quels sont les polyndémes tels que

S+ =f@+SO)? e

7. Soit K un corps de caractéristique p s£ 0.
a) Montrer qu’on a

(¥ + )P = x0 + yp

quels que soient x, y € K. En déduire plus généralement que

(x+y)qu?—|—y'?
si ¢ est une puissance de p.

b) Montrer que I'application x — x? est un isomorphisme de K sur un sous-corps de K (que
Pon note K#). Montrer que KP = K si K est fini.

) Quels sont les polynémes fe K[X] vérifiant
S @A) =1 )+ ()

quels que soient x, ye K ?

8. Soit K un corps de caraciéristique p o4 0, Montrer que, pour n@Z ot ya K, 'dlément
nreK ne dépend que de ¥ et de In classe de n modulo p. En déduire qu'on peut consicdérar
K comme un espace vectoriel sur le corps Z/pZ,

Montrer que lo nombro d'diéments d'un corps fini do caractivistique p ost une puissance de .

=9, Soit pun nombre premler, Montrer que lo coeflictent bindmial { 7" Y ent diviaible par p pour

'
out n 1ol tout rtol que 1y e ot 1 (Utllivor 1I'liverslen 'y pour Lo corps &« Z/p%,)
Démonatration dldmentalre ) '
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10, Soit f (X, ..., X,) un polynéme 4 n variables & coefficients dans un anneau commutatif
£, On suppose f homogéne de degré r. Montrer que

X fiXKys oo X) A e+ XK fiKy s K = f K Xn)
olif! estla dérivée particlle de fpar rapport & X,. Cette relation (connue sous le nom d’identité

('liuler) caractérise-t-elle les polynémes hornogenes de degré r?

11, Soit
(%) gt + gy gt =0

une écuation algébrique a coefficients g entiers rationnels; on suppose dans ce qui suit les g;

premiers entre eux (cas auquel on peut évidemment toujours se ramener en divisant les a,
piae lewr pged).

Yol v = pfq une racine rationnelle de I'équation () ; on suppose p et ¢ premiers entre cux.
Montrer que p divise a, et que g divise 4.

Application : trouver les racines rationnelles des équations suivantes :

Bt — 1147 — x> —4 =0
ox% - 1252 4+ 13x + 15 =10
Gab 4 1148 — % 4 58— 6= 10
x84 34% + 4xt + gx% — 15%* — 16x 4- 20 = 0
axb | xb —gxd — 6% — 5 — 7x + 6 = 0.

{9, Soit K un anncau commutatif. On considére Panneau L = K[¢] engendré par K et un

élémont o tel gue
2 =10

(wire n oo 1 dans 1"Exercice 23 du § 28). Pour que l'application
gl x + Dx)e
de I dans 1. soit un homomorphisme, il faut et il suffit que D doit une dérivation de
I"nnnenu K.
18, D quels corps a-L-on I’identité
wh 1= (— x4 1) @+ 5+ )7
(| 14, Soit K un corps de caractéristique p % 0. 5i un reX vérifie " = 1 pour un entier 7,
il exinte un entier ¢ non divisible par f tel que
=1
¢ b Soit K un annean commutatif, On définit (par récurrence sur Pentier n 3> 0) les opéra-

{ours diftérontiols d’ordre » au plus sur K gomme suit 't ce sont des applications D de K dans
15, vérifinm

D(x 4 ) = D) | D(y)  quels que woient x, pa kK,
at posddant en ontre propridté sulvante 1ul 1 Oy il exclite un ae 1S el que

D) = ax  pour toul v L)
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sin > 1, il existe, pour tout xeK sur di i
e, 1:qn e , P » un opérateur différentiel D, d’ordre n — 1 au plus sur K

Di{xy) = x.D(») 4 D,(») pour tout ye K.

a) Déterminer tous les opérateurs différentiels d’ordre 1 au plus sur K.

) Montrer que si D' ” i ; s
ti)on po geu si D' et D” sont des opérateurs différentiels d’ordres r et s au plus, applica-

D" D'

est un opérateur différentiel d’ordre r 4 5 au plus, et le crochet de Jacohi
D"o D' —D' o D”

un opérateur différentiel d’ordre r + s — 1 au plus.

¢) Soit D un opérateur différentiel d’ordre n au i
_ plus. On considére une famille {x). eld-
ments de K, avec Card (I) = n + 1. Pour toute partie F de I, on pose ¢ (e 48

Xp = I-[X; et xg = 1.

iEF
Montrer qu'on a ’identité N

2 — 14 Card{F) —
~ ( ) % Dixg) = 0.
Montrer réciproquement que toute applicati
1 pplication I} de K dans K, possédant cette propriété
et telle que D{x + ») = D{x} + D( »), est un opérateur différentiel d’ordre n au plus*l.J d:;\lns1 K.

d) Déduire de 12 une formule ivée i
pour calculer les dérivées tielles d’ § i
n + 1 polynémes, par récurrence sur n. Cas p = 17 A et

¢) On prend
K = kX, ..., X]

ol £ est un anneau commutati i . .
o uls sur £, if. Construire tous les opérateurs différentiels dans K qui sont
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1, Solent %, ..., x, des éléments non nuls d’un anneau principal K et d un de leurs
pred; on choisit u), ..., u,eX tels que uy%, + -+ - + ux, = d. Montrer que Uy, vaay Uy
nont premiers entre eux. '

#, Solent M un module libre de type fini sur un anneau principal K et ¢ un élément non nul
(o M, Montrer que les cing propriétés suivantes sont équivalentes : a fait partie d’une base de
M il exinte une forme linéaire fsur M telle que f (a) = 1; les coordonnées de a par rapport
A une bwe de M sont premitres entre elles; les coordonnées de a par rapport A foute base de M
#ont promieéres entre elles; si @ = ux pour un ue K et un x 5% 0 dans M, alors « est inversible;
8l uy s va avee u, &K et xeM non nul alors v est multiple de x. (On utilisera I’ Exercice 2
du § 18 et ' Exercice 11, k), du § 29). Un vecteur a e M satisfaisant aux conditions précédentes
ent dit primitif.

3, Soit M un module libre de type fini sur un anneau principall K. Montrer que tout xeM
est multiple d’au moins un vecteur primitif de M. Faire Ie calcul en prenant K = Z, M = Z¢
ol ¥ = (126, 210, 168, 504).

A, Boient ay, ..., a, des éléments d’un anneau principal K ; pour qu’il existe une matrice
UeGL(n, K)

dont In premidre ligne (resp. colonne) soit précisément a,, . . ., a,, il faut et il suffit que ay, . . ., a,
nolent premiers entre eux. On peut alors choisir U de telle sorte que dét(U) = 1, i.e. supposer

UeSL(n, K).
B, Construire une matrice U e SL(3, Z) dont la premitre colonne soit 2, g, 4.
0. Construire une matrice U @SL(3, Z) dont la seconde colonne soit 2, 3, 4.

7. Bolt M un module libre de type fini sur un anneau principal K,

1) Montrer que, si a est un élément non nul de M, le pged des coordonndes de a par rapport
A uno base de M ent indépendant du choix de celle-ci, Quelle ent Pinterpréiation « géomé-
(rlqus » de ce rduultat (ef, Exercien g) 7

b) Bolt M' un sounsmodule non nil de M, On cholslt une base de M et on consldére 1ldéal
do I engonedrd par toutes low coordonnden dle toun les dldments do M', Montrer que ot lddal
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est indépendant du choix de la base. Montrer qu’il est engendré par les coordonnées d'un
ensemble quelconque de générateurs de M', [Cet idéal, ou I'un quelconque de ses générateurs,
est appelé le premier facteur invariant de M dans M; voir 1 Exercice suivant.]

qq 8. Soient M un module libre de type fini sur un anneau principal K et M’ un sous-module
non nul de M; on note # et r les rangs (nombres d’éléments d’une base) de M et M'. On se
propose de démontrer le résultat que voici : il existe une hase @y .y a8, de M et des léments

dyy ...y d. de K tels que les vecteurs d,a,, . . ., d,a, forment une base de M' et que d, divise 4y pour
1< ielr—T1.

a) Montrer que, pour toute forme linéaire f sur M, I'ensemble F{M'}cK est un idéal de
. .

b) Montrer qu'il existe une forme linéaire £, sur M telle que, pour toute forme linéaire f sur
M, la relation

HM)cf (M) implique fy(M') = f (M),
Montrer qu'on a alors :
AM) = K.

¢} On choisit f; satisfaisant 2 4); on pose

AHM) = (d))

et on choisit un vecteur #, e M’ tel que

Silw) = 4.

Montrer qu'on a
S () =(dy)

pour toute forme linéaire fsur M (en posant f (x,) = d, montrer qu'il existe une combinaison
linéaire g de f'et £; telle que g(u,) soit un pged de d et dy).
d} Déduire de {¢) qu'on a

= a8
pour un vecteur ¢; & M, tel que fj(e,) = 1.

¢) Montrer que M est somme directe du sous-module engendré par ¢, et de Ker ( £7); el que M/
est somme directe du sous-module engendré par w, et de M'n Ker({ fi). Montrer que
£ (M) c £,(M’") pour toute f.

J'} Achever la démonstration par récurrence sur n.

0q 9. Soit A une matrice & n lignes ¢t p colonnes A cocflicients dans un anneau principal I£,
Montrer & T'aide de I'Exercice 8 qu’il existe des matrices

UeGL(1, K) el VeGL(p, K)
telles que 'on ait

000 L, 0

. 0 dy oo 00 L. 0
UAVe | 0 0 o d 0 ... 0

00 o 00 L0

00 v 00 L, 0

by ooy il nonb dew dldmonts non nulk do 1€ tels que ohmoun divins le sulvant, Lk ddmants
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dy, ..., d, sont appelés les {acteurs invariants de la matrice A; on verra (Exercice 11) que
lon gléaux (d)), ..., (d,) sont entiérement déterminés par A.

10, Montrer que tout groupe commutatif dz type fini est isomorphe au produit divect d’un groupe Z¢ o de
groupes cyeliques finis Ty, ..., ZjdZ of chaque d; divise d ;. (Observer qu'un K-moclult? de
typo fini, ott K est un anneau arbitraire, est isomorphe 4 un quotient M/M' ott M est libre
do type fini — et appliquer I"Exercice 8). Comment ce résultat se généralise-t-il & un anneau
principal quelconque?

{1, On reprend les hypotheses et notations de I’ Exercice 8, dont on utilise les résultats.

@) Bolentj, ..., j, des entiers tels que
10y << ees <Jpifi

montrer que o, . . .d, divise dj{. ..d;

iy
by Molt & tel que 1 <7 A < r; montrer que, si f est une forme A-linéaire alternée sur M, le
prodult d, ... dy, divise f{xy, ..., %} quels que soient #;, ..

., ¥y&M’; montrer qu’on peut en
outre choisir fet &y, . . ., x, &M’ de telle sorte que
d ... d,=flx, .., %)

on dédulre que d, . . . d, est un pged des éléments de K de la forme f{x,, ..., x,) et en conclure

Lo fax dddawx (d ) sont entidrement déterminés par le module M et le sous-module M (i.e. ne dépendent

I

pi du choix des bases construites dans 1 Exercice 8).

o) Bolent (a), <, <, une base quelconque de M et (4)); «; < , un systéme quelconque de généra-
tourn de M'; on note A la matrice (& n lignes et p colonnes) formée avec les coordonnées des b,
pie rapport & la base () de M.

Montrer que, pour 1 -2 h < r, Pélément dy . .. d,, est un pged des mineurs d’ordre h de la matrice A.
i) Uin deduire que les facteurs dy, .. ., d, de Exercice g se calculent de méme. _

#) Bolent A et B deux matrices & n lignes et p colonnes a coefficients dans un anneau principal
K. Pour que A et B soient éguivalentes (i.e. pour qu’il existe des matrices U et V' inversibles
tolten que 13— UAV) il faut et il suflit que A et B aient le méme rang et les mémes facteurs
Invarianta,

(NI), -~ On exprime souvent ce résultat en introduisant, au lieu des facteurs invariants de A,
won (divisours dlémontaires

sy 8, = dl‘lfrd:'—-l)

¢ = dy, &g = dy/di, .

(8, Holent K un annean prineipal et
ap = oy vy ) (1 Zj-2p)

tlen dldments de K8, Pour qulils Gasent partie d'une base de K, 1l faut et il suffit que les mineurs
torilre pdo I matrice

formde avee lew composantos doa vectours donnds solent premiers entre euv (ot en particulior
NO Louw nule),
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qq 13. Soient K un anneau principal et # et p deux entiers tels que 1 =% p <7 n. Soit A une matrice

& n lignes et p colonnes a coefficients dans K. Pour qu’on puisse compléter A en une matrice
carrée d'ordre n et inversible sur 'anneau K, il faut et il suffit que le pged des mineurs d’ordre
5 de A soit égal 4 1.,

14. Trouver toutes les matrices & coefficients entiers rationnels, de la forme
I 4 =
2 5 % Iy
I b %

15. Soit A une matrice 4 coefficients dans un anneau commutatif K;-on appelle opération
élémentaire sur A une opération consistant soit 4 permuter deux lignes (resp. colonnes) de

et de déterminant 1.

" A, soit A ajouter A une ligne (resp. colonne) une combinaison linéaire des autres lignes

(resp. colonnes), soit 4 multiplier une ligne (resp. colonne) par un élément inversible de K.
a) Montrer que toute matrice déduite de A par une succession d’opérations élémentaires ent
équivalente & A (i.e. de la forme UAV avec U, V inversibles sur K).

4) On suppose K = Z, et A 5 . Soit 4, le plus petit entier strictement positif possédant ln
propriété suivante : il existe une matrice qui se déduit de A par une succession d’spérations
€lémentaires, et dont 4, est un coefficient. Montrer qu’il existe alors une matrice de la forme

(dl 0

0 A

(ol A, posséde une ligne et une colonne de moins que A) qui se déduit de A par une succession
d’opérations élémentaires, et de plus que tous les coefficients de A, sont multiples de d,.

¢) Déduire de 13, pour K = Z, une nouvelle démonstration du résultat de I’ Exercice g (dono
aussi de I"Exercice 8), et une méthode pratique pour réduire une matrice a coefficient dany Z
a la forme canonique de 1’ Exercice g.

d) Appliquer cette méthode aux matrices suivantes :

0 2 4 — 1) 0 6 —¢g —3
6 12 14 53, 12 24 9 9,
0 4 14 —1 30 42 45 27
10 6 —g 11, 66 %8 81 69

17 —28 45 1 39

24 —37 01 1 50

25 —7 82 — — 11

31 12 19 —43 — 55

42 13 29 —o55 — b8

16, Soit A une matrice A coeflicients dans un anneau commutatif K quelconque, et soit 1Y
une matrice équivalente i A (iLe, de la forme UAV avee U et V inversibles sue 'annean K),
Montrer que, pour tout entier p inférieur nu nombre de lignes et au nombre de colonnes de A,
Vidénl de K engendrd par les minours d’ordre p de A ent dgal & celui qui est engendreéd par Lo
mineurs d'ordre pde 13,

17, Holt A vne matvioe oneede d'ordre o d coelllolents dang un annean principal 1K, Montrer
e ih eoelnte e matiloe U e CH(ny 18) Lolle fuo LA ot eelnogalidee (atiliner lew Kxaratons 1 at 4
ok ralnonner par pdourrenee sar g), Intorprdtation glomdielgue
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18, On considére un systéme d’équations linéaires
l; ayp¥y + 0t oagr, = by

h cocllicients, seconds membres et inconnues dans un anneau principal K. Montrer que, .

pout que ce systéme posséde au moins une solution, il faut et il suffit d’une part que les deux

mntrices
I ay ... Gy by
A= .c.ovivien. s = .i0ue.. e
Gy +ee Gy Q.- G, b,

alent le méme rang r, d’autre part qu'un pged des mineurs d’ordre r de A soit égal 4 un pged
den mineurs d’ordre » de B,

19, Soient K un anneau principal, f une forme p-linéaire sur le module K et soit 4 un pged
ilew coellicients de f par rapport 4 la base canonique; montrer qu’il existe x;, ..., ¥,€K»

tols que
Flop oen ) = d.

90, Démontrer que tout nombre rationnel peut s’écrire, d’une fagon et d’une seule, sous la
forme d'unc somme finie de fractions de la forme

afp*

aveo p premier, R =1, et 1 <L a < p— 1.
lillectuer cette décomposition pour les nombres -

1887 122
5400 1323

21, Soit K un anneau d’intégrité commutatif. On dit qu'un peK est irréduetible sil n’est

pis inversible et 5%l n’a pas d’autres diviseurs dans K que ceux qui sont évidents (a savoir les

éléments inversibles de K, et les up ot ue K est inversible).

On dit que K est factoriel s’il posséde les deux propriétés suivantes :

(UFD 1) : Tout élément non inversible de K est produit d’un nombre fini d’éléments irréduc-

tibles.

(UFD 2) ¢ Si py. . p. = gy...q, olt les p, et les ¢, sont des éléments irréductibles de K, alors

On A ¢ e 8, et on peut changer I'ordre des ¢; de telle sorte que I'on ait
Kp, = Kg, pour 1<li<r

(0n, ce qui revient au méme, ¢, = u, p, avec y; inversible}. _ .

Clen propriéiés expriment que fout 8iément de K s'éorit, d'une fagon essenticllement unique, sous la

Sforma d'un produit d*éiéments irréductibles de K. '

@) Montrer que tout anneau principal est factoriel (la réciproque est fausse; cf. § 32, Exercice

g1)

4) Montrer que, dans la définition d’un anneau factoriel, on peut remplacer la condition

(LD @) par

(UI'D g) t 8i un élément irréductible p de K divise un produit xy, il divise I'un au moins des

fhatourn de co produit,

¢) Montrer qu'on peut numi remplacer (LD a) par

(LI 4) Pour tout dlément lredductible p de 1K, I"iddal Ip et premier,

§ 81 EXERCICES 597

d) Soit K un anneau factoriel. Montrer que, quels que soient x, ye K il existe un deK tel
que les diviseurs communs & x et y soient exactement les diviseurs de d {on dit que d est un

pged de x et y), et que 4 est unique modulo la possibilité de le multiplier par un élément
inversible de K,

¢} Soient K un anneau factoriel, L son corps des fractions, et p 'idéal premier de K engendré
par un ¢lément irréductible p de K. Montrer que 'anneau local Ky, [§ 8, Exercice 7, (g)] est
I'anneau d’une valuation discréte (§ 8, Exercice 6) de L. :

S} Siun anneau d'intégrité commutatif est 4 la fois factoriel et de Dedekind, il est principal,

£) Soit K un anneau d’intégrité commutatif noethérien. Montrer que tout élément non
inversible de K est produit d’éléments irréductibles — autrement dit que K vérifie (UFD 1),
[Mais un anneau noethérien n’est pas nécessairement factoriel, i.e. la décomposition en élés
ments irréductibles peut ne pas &tre unique : prendre un anneau de Dedekind non principal §
ce dernier phénoméne se produit notamment pour I’anneau des entiers d*un corps de nombres
algébriques, et a longtemps bloqué les progrés dans I’étude de ces anneaux — jusqu’a Dedekind,
qui reconnut le premier que la notion importante, dans ce cas, était celle d’idéal premier et
non d’¢lément irréductible, contrairement & ce qu'indiquait une analogie trompeuse avec leg
entiers rationnels,]



1, 'I''ouver le quotient et le reste de la division de

22Xt — X3 + 4X2—5X + 6 par Xt—3gX 41

4X3 + X2 par X—l—f—l’—z
Xt X8 4 4¥X2—6X + 8 par X —1.

#, Culeuler le pged des polyndémes suivants :

a) X4 — yXt 4 8X3—9X + 7 et gxXF — 7Xe 4 XK —
by Xb - Xt — X0 — X2 —3gX —1 et Ki —oX3 X2 —oX —1;
0 XD XD Xt X X2 X 1, XP 4 X8 X
et X4 —aX? — X 4 2.

#, Powr chacun des couples de polynémes p, ¢ indiqués ci-dessous, trouver des polyndmes
i ol v tel que rp |- oq soit un pged de pet g ¢
ay X o gXe o X8 X2 gX 41 et XXt 4 X o4 g;
by yX0 o gXt o 1 GXP—6X2— 55X —6 et gXt — 4% — X2 —X —6;
) XD | X XD b gX2 g X b 3 et X4 aX? 4 eXe 4 X+
dy Xa et {1 — X)

4 'I'vonver un polyndme de degré aussi petit que possible dont le reste de la division par
KU X0 XM 10X — 7 soit égal & X? - X -+ 1, et dont le reste de la division par
Ko uXh g X  1gX - 10 soit égal & 2XP — 3. '
B Montrer que le pged des polynémes

Xm—r g ct X

ot X0, ol d ent e pged des entiers m el

0, Holont fr et ¢ denx polyndmen & une indéterminde, Si le polyndme p(X") |- Xea(X®) eat
tvlalblo par XY - X o 1, nlom p() = (1) = 0,

. Mol

PN
/(%) ()
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une fraction rationnelle 4 une variable 4 coefficients dans un corps K, et soit ¢ une racine
simple de son dénominateur ¢, de sorte que la contribution du péle a dans la décomposition
de fen éléments simples est

-
X—a
pour un certain A e K. Montrer qu'on a
A = 2@
7'(a)
[Ecrire
P _ A X
WX X—a " s(X)

avec r(a) % 0, s(a) 7 0, réduire au méme dénominateur, dériver, et faire X =a dans lo
résultat obtenu. Le processus de « passage 4 la limite » qu’on utilise en général dans les cours
d’Analyse pour démontrer ce résultat ne s’étend pas & un corps quelcongue].

8. Décomposer en éléments simples (sur €, puis sur R) les fractions rationnelles suivantes |

DSl 2 X5 — X3 — X? .
XX2—1)' X—1)(X—2) X—3)' Xt—1 (X2 1)
X6 —X3L 1 aX® 4+ 3 X
X—r0F ' X—gX—2 @ (X1

Le lecteur qui estimerait ces exemples insuffisants pourra facilement en construire autant
qu'il en désire : la méthode consiste A choisir au hasard deux polynfémes (en s’arrangeant
tout de méme pour que les racines du dénominateur soient évidentes, ou en tous cas calous
lables, si 'on désire avoir des résultats explicites).

9, Soient L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et x un élément de L algébricue sur
K. Soit I ’ensemble des polynomes fe K[X] tels que £ (x) = 0; montrer que c'est un idéal de
K[X]. En déduire qu’il existe un et un seul polynféme

(%) F(X) =X 4 g Xr1 4 - g

4 coefficients dans K qui vérifie f (x) = 0 et tel que tout polyndme g & K[X] vérifiant g(x) = 0
soit un multiple de . Montrer que

(**) an - a"wlxu-—l I ay = 0

est Péquation (& coeflicients dans K) de pluy petit degré possible vérifiée par . On dit que (w)
est le polyndme minimal et (k) Péquation minimalo de x sur K; son degrd n aappello io
dogré do x sur K. Montrer que, considéré comme espace vectoriel sur 1K, le sous-corps K[y]
est da dimension # et admet pour biwe les dlémonin

[T TR L
Autrement dit, on n
[K[x]1 18] == n

aveo les notatlons da § ull, Kvereles .
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On prend L = €, K = Q dans ce qui précéde. Trouver les équations minimales des éléments

wulvants de L : 5
Va+v3 Vet s

] 10, Soit X un corps commutatif.

) Solent L un sur-corps de K et x un élément de L algébrique sur K. Montrer que le polynéme
minimal de x sur K est irréductible (sur K.

4y Solt £ un polyndme irréductible & une variable a coefficients dans X, et de coefficient
dominant égal & 1. Soit ¥ une racine de £ dans une extension de K. Montrer que f est le poly-
nfme minimal de x sur K.

) Lo polyndme f étant comme dans la question précédente, soient x et y deux racines de f
v un sur-corps L de K. Montrer qu’il existe un et un seul isomorphisme j du corps K(x)
wur le corps K( y) vérifiant

j® =3,  jl@) = apour tout aeK,

d) On sppose de plus que K est le corps des fractions d’un anneau A. Avec les notations de
In question ¢), montrer que si x est entier sur A (§ 26, Exercice 6) il en est de méme de y.

¢) Holent A un anneau d’intégrité commutatif, K son corps des fractions et L un sur-corps
tlo K. Soit xe L entier sur A; montrer que les coefficients du polynéme minimal f de x sur K
#iont entiers sur A (plonger L dans un corps algébriquement clos, observer que toutes l.es racines
tlo /' wont den entiers sur A et appliquer le § 33, n® 6). En déduire que f est & coefficients dans
A il A ent intégralement clos (i.e. si tout ¢lément de K entier sur A est dans A).

( /) On suppose dans ee qui précede que L est une extension algébrique de degré fini de K
(§ u0, Jivarcica 4). Montrer que, si x e L est entier sur A, et si A est intégralement clos, on a

Tr jg(x)eA, Ny eh
(utiliner 1" txercice 5 du § 26).

{1, Solont I, un corps commutatif, K un sous-corps de L, et x un élément d(’:! L algébrique
mur K, On dit que x cst séparable sur K s'il est racine simple de son polynéme minimal Ssur K.
a) Pour que x soit séparable sur K, il faut et il suffit que x soit racine simple d’au moins une
dountlon algébrique A coeflicients dans K.
by Onnf' « 08ixn'est pas séparable sur K, et réciproquement.
o) Bl K est de caractéristique 0, tout x algébrique sur K est séparablc sur K, et toutes lgs
rnclnen de (out polyndme irréductible & coeflicients dans K sont simples. )
@) 81K ent de caractéristique p 7 0, pour tout x & L, algébrique sur K il cxistg un éntier n 2 0
tel que

xpt
nolt wdprenble sur IS,
#) Holt L une extension algébrique de degré fini de I (§ 26, !?xer.»:iqe 4). Pour que L soit sépa-
eabilo wur K (§ 26, Exercice 4, (A)) il faut et il suffit que tout x e L soit séparable sur K.

19, 8 un polyndme f @ Z[X] non constant r’est pas irréductible dans l’annca.u. Q[X], al?rs
on pout lo décomponer de fagon non triviale en produit de polyndmes h coellicients enliers
ratlonnels (utiliser le lemme de Gauas, § 27, Exercice 13).
1, Pavmi les polyndmes

XV X oo, X X obon, X XN, XV yXool XV opogXoou

ppueln sont gouk qul aont redduotibles sur G F

§ 82 EXERCICES 6o1

¢ 14. Soit f(X) =gy + ;X 4 -+« + 2,X" un polynbéme 4 coefficients dans Z. On suppose

qu'un certain nombre premier ¢ divise ay, ..., a,_;, ne divise pas a,, et de plus que a, n'est
pas divisible par 2. Montrer que f est irréductible sur @ (critére d’irréductibilité d’El«
senstein; utiliser I’ Exercice 12).

15. (Diviseurs élémentaires d’une matrice & coefficients polynomiaux). Soient £ un corpy
commutatif et K = 4[X] I’anneau des polyndmes & une indéterminée & coeficients dans &,

a) Montrer que GL(n, K} est ensemble des matrices UeM, (K) dont le déterminant est un
¢lément non nul du corps £ (le déterminant d’une telle matrice est donc « constant »).

&) On utilise dans ce qui suit, pour les matrices & coefficients dans K, la notion d’opération
élémentaire du § 31, Exercice 15. Soit A une matrice rectangulaire non nulle 4 coefficients dana
K et soit 2,(X) le coeflicient situé & l'intersection de la i¢ colonne et de la j° ligne de A,
Montrer qu’on peut, & ’aide d’un nombre fini d’opérations élémentaires, remplacer les coeflls
cients situés sur la i colonne ou la j* ligne de A par les restes de leur division par g,;(X),

¢} Soit 4,(X) un polynéme non nul, de coeflicient dominant égal & 1, et de plus petit degrd
possible parmi tous les coefficients non nuls de toutes les matrices déduites de A par une succeiis
sion d’opérations élémentaires. Montrer qu’on peut déduire de A, par une succession d’opérits
tions élémentaires, une matrice de la forme

(6 &)

0 A

oll A; a une ligne et une colonne de moins que A, et pour coefficients des polynémes tous divis
sibles par 4. Montrer que ¢, est un pged des coefficients non nuls de A (et est par suite entidros

ment déterminé par la connaissance de A).

d) Montrer qu'on peut déduire de A, par une succession d’opérations élémentaires, une
matrice de la forme

4(X) o 0 0 ... 0
0 dy(X) 0 0 0
SRR S FETL X
0 0 0 0 0
IORE LI

ol les 4; sont des polyndmes non nuls tels que chacun divise le suivant. Montrer, & Unide da
YExercice 16 du § 31, que pour tout entier £ inférieur au nombre de lignes et au nombre de
colonnes de A, le polynéme 4,(X). . .¢;(X) (ou 'on pose d, = 0 pour i = r -} 1) est un pged
des mineurs d’ordre ¢ de A. En déduire que lentier r est égal au rang de A, et que pour
1 <{ i = r les polyndmes 4,(X) sont enti¢rement déterminés par A si on impose A leurs coallls
cients dominants d'étre dgaux i 1,

¢) On appelle d;, ..., d, les factours Invarianis de la matrice A, ct diviseurs lémontulros
de A les quotients d,(X}/d ., (X). Enfin, on dit que deux matrices A et B & coellicients dani
K = &[X], et ayant toutes deux g lignes ¢t ¢ colonnes, sont dquivalontos s'il existe des matrlces

UVaGL{p, K) el VaGL{y KK)
telles que B = UAV, Montrer gue, pour que A ol I3 soient dgquivalentes, 11 Mt et i aufliy

que A et I3 aient mfme vang of mémen hotours invarinnts, et qw'on peut nlors paser de A A 1)
par une succession d'opdrations dlédmentalres,

qq /) Holent M un Kamodude lomorphe & e ot M! wnsoussmodile de M Montrer gqu'll sxliite

uno bawe (ay oo ay) do My ok don potyndmen dy, o d w6 tole que o, divise dg, ot gua M/
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ré par djay, ... d on r’interdit pas & certains des d; d’étre nuls). [Appliquer
::: i: ;::l‘if{?r? d) g la xlna:.trice, p:ra prafpport 4 une base de M, d’un endomorphisme de M ayant
M' pour image]. . .
Y0it T un K-module de type fini (mais non nécessairement libre). Montrer que E est
fn]l n1:(c]nlril){1cuau produit dircgp d'un module de la forme K¢ et de modules de l; forme
K/dK, ..., K/dK ou d, ..., d, sont des polynémes non nuls tels que d, divise d, +1dpour
{ « i« r— 1.[Choisir un homomorphisme f de K» sur E et appliquer la question prfé.cé ente
A Ker (f)]. Montrer que les entiers r et s, et les polyl}omes d, (dont on supposera qu ilsont 1
pour cocfficient dominant), sont entiérement détcl:mlné_s par E et les condltlonsf qu’on leur la
{mposces. [On dit que dy, .. ., d, sont les facteurs invariants du K-module E; entier s est le
ring cle 1 au sens du § 29, Exercice 11, ¢€]. Montrer que deu_x K-modules de type fini sont iso-
morphes si et seulement si leurs rangs et leurs facteurs invarianis sont égaux,

h) Déduire les résultats précédents du § g1, Exercices 8, 9, 10 et 11 et du fait que 'anneau K
incipal.
;.;L‘L“;'Ili:l:.llll:i:t.‘l de cet Exercice, qui constituent I’analogue pour les anneaux de polyrfémesdz‘a un;
variable sur un corps de la théorie des diviseurs ¢lémentaires des matrices a coe:_ﬂi((:ients a;ns
(i 41, lixercice 17), ont des applications importantes, notamment a la thénrle‘ es :yst mes
tl't‘ll|ll.l1.lilm:i différentielles linéaires d’ordre quelconque a coefficients constailts i?,(i)? rouv;:;z
'oxcellents exposés de ces résultats dans certains des ouvrages cités dans la Bi .mgrdap
(notnmment dans Albert, Gelfand, Schreier-Sperner); mais la véritable cx;:mhclatlcl)n e ces
yésulints est évidemment la théorie des modules de type fini sur un anneau prlnlclpz;;l % ]
Dins len Foxercices 16 2 21 qui suivent (¥}, on demalm%c de réduire la.l matrice donnéeb a orr&‘m
onnonique de I Exercice 15, d), et d’en calculer les diviseurs élémentaires (le corps de base est C).

X 1 17. (X2 —1 X+
s (0 X) (X-+: X“er.-I-I)
(f h—X X2 X 19, X 1 0 0
' ( X, X —X ) 0 X 1 0
L XX —XE 0 0 X 1
0o 0o 0 X
. /X = 0 0 oy 21 /X 11 o1
a0 0 X —1 0 0 0 X 1 . 1 . , )
] 0 X —1 ¢ 0 0o X ... 1 (nligneset co onn
0 0 b G Y e v
? D 9 4 5+ X 0 0 O X

Do len Fvercices 22 et 28 qui suivent, on demande de trouver des matrices U et V é.‘coegicwgts
polynominux, de déterminant constant non nul, _tellca que, A désignant la matrice donnge,
VAV noll mise sous la forme canonique de 1’ fxercice-15.

e g XY X - X 9 2, K o) :Xn |- X
- (X %o g g m xo o oxXE o oxX +)

P deog XX X . oaXt o aXD g X
LN X4 :;;{‘“ )_ﬁ("| |I X1, aX4 |“§{} x\l.lx by | B vt ’
X4 o X0 AXY X 1, X X g XY X e ry aXA o X0 X

(*) Low Fyorolear 16 & a6 wont exctendtn du recuell de Proskurjakoy, ol le leatour trouvera
de nombrows autros dnoneds semblables,

§ 82 EXERCICES 6og

24. Vérifier que les deux matrices suivantes, & coefficients dans C[X], sont équivalentes:

XS+ B6X2 6X 45, X4 aXP 44X + 3
X34 gX2 4 gX 4+ g, X3—|—2X3+2X+1)=A
23 4+ gX® 4+ 3X + 1, 2X3 + 2X? 4 2X

Xe 4 X2 X 2X8 4+ X244 X
<3X3+2X2—|—2X—~1, 6X3—|—2X2+2X—4)¢B
X— X2— X—09, 2X3— X2 X —3q

(on calculera des matrices U, V telles que B = UAV),

25. Calculer les facteurs invariants de la matrice

X3+ X X+3’ ) - Xs_h X . 2X8+ X2 X_|_4’ X3+ e X‘|‘“ﬂ
X34 3X2:—3X |6, X?—3gX?4 gX —2, 2X34-gX7I—3X 4 7, XP4 3X2—3X -} ¢
X34 aX2—oX+4y4, XP—2XP:faX 1, oXP+oX?—2X 45, X4 X2 0oX -8
2X0 XP— X4, oX3— X2 X1, ¢X34 X2— X 49, 2X3 4 Xr X-+3

26. Calculer les diviseurs élémentaires de la matrice

Xt by, XT— Xt 4 X1 Xt X4 4X —5
2X4 3, oX7 — Xt 4 4XB3—2, gX* —10X® 4 X4 10X — 14)
Xt 2, X'— Xt42XP—g Xt 6X54X?4 6X— g

en prenant pour anneau de base soit @[X], soit R[X], soit C[X].

27. On se propose de démontrer que si K est un anneau commutatif noethérien, Panneau do polys
némes K[X] est noethérien. On désigne par I un idéal de K[X].

a) Pbur tout entier n > 0, soit J, « K Pensemble formé de 0 et des.a e K vérifiant la condition
suivante : il existe un polyndéme fel, de degré n, dont le coefficient dominant est égal A a,
Montrer que les J, forment une suite croissante d’idéaux de K. En conclure qu’on a

J P = JJ’+1 =
pour un certain entier r,

b) Pour tout entier { tel que 0 <C 7 <7, on choisit dans I des polynémes £, (=l <) en
nombre fini, de degré i, dont les coeflicients dominants a;; engendrent I'idéal J,. Montrer que,
pour tout fe 1, il existe des polyndémes g, ;& K[X] tels que I'on ait

Z

f:l ~ 2.0y -+ 8 avec
rl]

D tsr

@ (g) < do(f).

,

A
Indp

¢) En déduire, par récurrence sur le degré de f, que les ny -+« - n, polynémes [y engendrent
Pidéal I.

d) Déduire du résultat précédent que si un anneau commutatil L contient un sous-anneni
nocthérien K et des éléments vy, ..., &, en nombre (ini tels que Lo Klay, 2.0 a0, alors 1, ent
noethérien, (Observer que L est un quotient d’un anneau de polynémes & coeflicients danu

K).

28, Solt K un corps commutatil infind, On vappelle quiune partde V de K9 ost appolés une
vartdtd algdbrigue 'l exdate un nombiee find de polyndmes pyy oo, poe X, 0 X el que V
Holt 'emaemble con e 160 of Pon a p(e) = 0o s p(8) = 0 o gu'une partle A de 160 ol
appelée un ouvert de Zarloki ol Vonvemblo compldmentalre Ko< A ent une varldtd aljdbrigue
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(§§ 27, 28, Exercice 1). En utilisant le fait que ’anneau K[X,, .

les propriétés suivantes

a) !,'intersccn:on d’une famille (finie ou infinie) de variétés algébriques dans K" est une

;:u':’é:c(? algébrique dans K. Toute réunion (finie ou non) d*ouverts de Zariski est un ouvert de
Jriski.

h) Toute suite décroissante de variétés algébriques dans K» est stationnaire. Toute suite

aroissante d’ouverts de Zariski est stationnaire.

Montrer en outre qu’on a

0) Il.sn réunion d’une famille finie de varidtés algébriques dans K est encore une variété algé-
!;ru!ulu_ dans Kn. L'intersection d’une famille finie d’ouverts de Zariski est €ncore un ouvertgde
JATIHKL,

i) !.'inu-.r.qcction de deux ouverts de Zariski non vides est non vide. Si U et V sont deux
viwridtéy algébriques dans Kn, telles que U 5£ K» et V # Kt alorsona UuV £ Kn

{On aura intérét, pour chaque variété algébrique V dans K=, 3 introduiré P’idéal
(V) CKI?(I, - vy X,] formé des polynémes qui sont nuls en tout xeV, et & interpréter en
lormes d’idéaux les opérations qu’on demande d’effectuer sur les va,riétés algébriques).

.« X,] est noethérien, démontrer

H'i). Soit }( un anneau commutatif noethérien. Montrer que I'anneau de séries formelle
IK[IX]] (88 27, 28, Exercice 11) est noethérien. (Etant donné un idéal I de K[[X]], considérer

pour tout n 2> 0 'idéal J, de K 'formé des coefficients du terme en X* dans les i
; el
comportent aucun terme de degré < n— 1). d i e

80, Soient V un espace vecForiel de dimension finie sur un corps commutatif K de caractéris-
tique 0, et G un groupe fini, d’ordre 7, d’automorphismes de V. On désigne par A Panneau

doa fonctions polynomiales sur V (§§ 27, 28, Exercice 17; ou bien § 28, n° 2 dans le cas ot V =Ka»
nucuel on peut évidemment se ramener). '

fitant donnés un seG et une fonction pol i i i
_ : polynomiale f sur V, on définit -
ton £, de V dans K par 4 it ne nouvelle applica

Julx) = f(s~1{x)) pour tout xe V.
On :Iillqurz.}_’cﬁt un invariant du groupe G si f, = fpour tout se G. On note Ic A Pensemble
tle cew invariants, qui est un sous-anneau de A, i

a) Montrer qu'on a f,e A pour toute fe A et tout s€G, et que I est un sous-anneau de A.
b) Pour toute fonction polynomiale fe A, on définit la fonction polynomiale

Zf,;

1
r sgc

fa=
montrer que /¥ est un invariant de G. Montrer qu’on a les relations

{(f - g)ki = fB 4 g4 quels que soient f, ge A
SR = siectseulement sifel
(Ji)h = fhg quels que soient fe A et gel.
0) Montrer que si fest un invariant de G, il en est de méme de toutes 1
whnon clo f (Fyereive 17, §§ 2y, 28). s composantes homo-

i) Solt J I'ielénl ']." P'anneau A engendré par I, En tenant compte de la question ¢) et du fait
(que A est noothdrien (Exercies 14, 61 1), montrer qu'il existe dans X des polyndmes homogetnes

VTR ..rﬁu

le nombre finl qul engendrent T, On pose dans co qul sult i == dv( [,

qq
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€) Pour tout feI homogéne de degré ¢, montrer qu’il existe des v,& A homogénes de degrdy
g—g; (on prendra u, = 0 si ¢ — ¢; < 0} tels que f = ¥ f,. Montrer qu’on peut méme
prendre les #; dans I (Ecrire que /= f4).

/) En raisonnant par récurrence sur le degré de f, déduire de 1a que fout fe1 est un polyndme
en les f, & cogfficients dans K, autrement dit que les invariants du groupe G forment un anneau
engendré sur K par un nombre fini d’éléments (théordme des invarianis de Hilbert).

31. (La résolution de cet Exercice suppose acquis les résultats de I’Exercice 21 du § 31). On s
propose de démontrer que 57 A est un anneau factoriel, Uanneau A[X] est factoriel.

@) Etant donnés des polynémes f, ge A[X], soit # un élément irréductible de A qui divise
tous les coefficients de fz; montrer que p divise tous les coefficients de f, ou bien tous ceux de g,
(Raisonner comme dans I’ Exercice 13 du § 27).

5) On dit qu'un polyndéme fe A[X] est primitif si le pged de ses coefficients est 1. Montrer
que si f et g sont primitifs, il en est de méme de fz.

¢) Pour tout fe A[X] non nul, on note ¢{ f) un pged de ses coeflicients. Montrer que

o(f2) = e(f)ele)

(lemme de Gauss pour les anneaux factoriels).
d) Soit K le corps des fractions de A. Montrer que si un fe A[X] n'est pas irréductible dans
K[X], il n’est pas non plus irréductible dans A[X].
¢) Déduire de la et de la question a) que les éléments irréductibles de 'anneau A[X] sont lex
éléments irréductibles de ’anneau factoriel A, et les polynémes non constants qui sont primitifl,
et irréductibles dans 'anneau K[X].
JS) Déduire de 12 et des résultats du § 32, n° 3 (qu'on appliquera 4 K[X]) que tout élément de
A[X] s’écrit, d’une fagon essentiellement unique, sous la forme d’un produit d’éléments irrds
ductibles de A[X], et par suite que A[X] est factoriel comme annoncé,
£) Montrer que, si A est un anneau factoriel (par exemple si A est un corps, ou biensi A = ),
Panneau A[X,, ..., X,] est factoriel.
En particulier, tout polyndme (2 n variables) & cosfficients dans un corps K se décompose, d’une fapon
essenticllement unique, en un produit de polynémes irréductibles a4 coefficients dans K (un polynéme '
4 cocfficients dans K étant dit irréductible s’il est non constant, et si chacun de ses diviseurs
est constant, ou est proportionnel 4 f).
k) Montrer que Panneau Z[X] (qui est factoriel d’aprés ce qui précéde) w'est pas principal
(examiner P’idéal engendré par 2 et X). Méme question pour K[X, Y] oi K est un corps.
i) Montrer que, pour tout corps commutatif K, le pelyndme Y? — X2 est irréductible dans
PPanneau K[X, ¥]. (On éerira K[X, Y] = A[Y] ot A = K[X] et on appliquera la question
d) ci-dessus).
j) Montrer que toute [raction rationnelle f & n variables, & coeflicients dans un corps K,
peut se mettre sous la forme f = p/g o p et ¢ sont des polyndmes A n variables, & coeflicients
dans K, et premicrs entre eux (i.e. n’ayant aucun diviseur commun en dehors des constantes) |
et que, de plus, p et ¢ sont unicues A des facteurs constants prés, Montrer que les points d'indés
termination de fsont les éléments de K oft g et g s'annulent simultanément, et que les polen
de fsont les x @ I< ot "on o p{x) w6 0 et g{x) = 0.
k) Soient p et ¢ deux polyndmes non constants d n = 2 indétermindey ot & coefficients canu un
corps commutntil K, On sappose p et ¢ premiers enlre eux; o' ensuit-il qu'il existe des polys
nomes u et v hon indélermindes, b coefMoients dany K, tels quo

tp | oog =l
(LMnterprétation gdomdteleue du Gt que Panmea Q[X, o X 5’|. pir exemple, ent (hotorlel
enl In sulvante, Bolt Sa O[X, o X,) non constant et selt ¥ [ iypoeriurlnos de 00 définle
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par P'équation f{x} = 0. Soit
{=s

£ = e

=1

In décomposition de f en produit de facteurs irréductibles, et soit V, Phypersurface p,(x) = 0.
Alors V, est irréductible (i.e. ne peut pas se représenter de fagon non triviale comme réunion
de deux autres variétés algébriques), on a

V=V,u...uV,

ol celte décomposition de V en hypersurfaces irréductibles est unique 4 ordre prés,

On peut encore se placer au point de vue suivant. Soit V une variété algébrique dans ¢n
ol soit o 'idéal de C[X,, ..., X,] formé des polynémes f tels que f{x) = 0 pour tout xeV.
Comme C[X,, ..., X,] est noethérien, I’Exercice g, §), du § 18 montre que u est intersection
linie d'idéaux primaires de C[X, ..., X ] (et méme d'idéaux premiers : appliquer I’ Exercice 11
(lu § 18 en remarquant que I’idéal a est identique 4 son radical, attendu que la relation

flx)9 = 0sur V implique f{x) = OsurV
pour cles raisons triviales) ; écrivons donc

A=mn...NnH

of1 les g, sont les idéaux premiers minimaux de ¢, et soit V, la variété algébrique de C* formée
den x tels que

S{x) = 0 pour tout fey,

(V, est définic par un nombre fini d’équations si I’on veut : prendre des générateurs de Po-
Clomme y, est premier, chaque V; est irréductible, et 'on a

V=Viu...uV;

on dit que les V, sont les composantes irréductibles de V. Ceci dit, le fait que Ianneau
O[Xy, ..., X,] soit factoriel montre que si V est une hypersurface (i.e. peut étre définie par
une seule équation) il en est de méme de ses composantes irréductibles; ou encore : si une
visrléid irvéductible W est contenue dans une hypersurface V, il existe une hypersurface irréductible
W' telle que We W’ eV, résultat « évident » péométriquement... .

Coomme autre exemple important d’anneau factoriel, citons {(Weierstrass) I'anneau des séries
entléres convergentes (i.e. & domaine de convergence non réduit & 0) 4 n variables complexes;
col nnnenu intervient dans 'étude « locale » des « variétés analytiques » dans C* (parties de
O définies par des équations dont les premiers membres sont des fonctions holomorphes).
Clol anneau est aussi noethérien].

44 82, Diendre le critére d’irréductibilité d'Fisenstein {Exercice 11) aux anneaux factoriels,

V4

§ 33

g 1. Soit G, 'ensemble des nombres complexes z tels que z°* = 1.

g

a) Montrer que G, est un sous-groupe d’ordre n du groupe multiplicatif C* des nombren
complexes non nuls.
&) Soit

z = cos (2kr/n) + i.sin (2kx/n)

un élément de G,; pour que z soit un générateur du groupe G, (i.e. pour que toute racine
n® de l'unité soit une puissance de z) il faut et il suffit que & soit premier & # (on dit alors que £
est une racine primitive ¢ de unité).

€) Sans supposer k et 2 premiers entre eux, montrer que Pordre de z dans le groupe G, (i.e.
le plus petit entier 4 2= 1 tel que 22 = 1) est n/pged (%, ), et qu’alors z est racine primilive
de de I'unité,

d) Soit ¢(n) le nombre des racines primitives n* de I'unité. Montrer que ¢(n) est Ie nombre
d’entiers £ tels que 1 < & < r qui sont premiers & 5, et que ¢’est aussi le nombre des éléments
inversibles de 'anneau Z/nZ, Montrer que

;‘ = u‘§l; (),

la somme étant étendue A tous les diviseurs € et z (la notation d|nsignifie que d divise r). Montrer

que
p(n) :n(l_ﬁ%)(l_ﬂ%)

ol py, ..., p, sont les divers diviseurs premiers de n.
¢) Classer d’aprés leur ordre les racines a0 de Punité pour n = 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 20, 4.
Calculer les parties réelles et imaginaires de toutes les racines 240 de 'unité.

2. Soient K un corps commutadif et # un entier tel que 'équation av <= t posséde n racines
dans K. Montrer que le sous-gronpe d'ordre » du groupe multiplicatil K* formé par lew
racines de celte duation est gyeligue (utiliser " Exoreice 20 du § 7).
En déduire que si K est un corpy fini h ¢ éléments le groupe multiplloatif K* est cyollque
(conwldérer 1'dquintion

N

clarn 1K),
Iin partieuller, pour tout nombre premier f, le groupe muldplioatil (#/p%)" et cyeligue,
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8, Soit K un corps commutatif fini & ¢ ¢léments. Soient a,, .

<y @, les éléments non nuls de K.
Montrer que si X désigne une indéterminée sur K on a

(X—a)...X— @, ;) = X1 —
(utiliser le Théoréme 1 du § 33). En déduire que
a4 .4, =—1
{(on utilisera, pour déterminer le signe, le fait que g est une puissance de Ia caractéristique p

de KX 1§ 50, Exercice 8),
lin prenant K == ZZ, déduire de 14 le théoréme de Wilson, & savoir que

(p—1)l=—1 (mod g)

[Pour tout nombre premier p.

4. Soient pun nombre premier et 7 un entier; on dit qu'un entier # premier 4 p est une puissance

r module p (si = =2, on dit un reste quadratique modulo #) s’il existe des entiers x tels que
I'on ait

¥ = n (mod p).

i utilisant le fait que le groupe multiplicatif (Z/pZ)* est cyclique (Exercice 2) montrer que
lout ¥ premicr a p est une puissance r¢ modulo # si 7 est premier 4 p — 1. Si 7 divise p—1
(exemple @ r == 2 et p impair, cas le plus important), pour qu’un entier # premier & g soit
pubisance r* modulo g il faut et il suffit que
p=1
n " =1 (mod p).

Len classes modulo p des puissances #* mod p sont alors en nombre égal 3 L1t (par exemple
— . r
g estimpairil y a p—1 restes quadratiques modulo p),
2

On prend p = g1, Pour chaque diviseur r de p — 1 — 30, trouver les puissances r* modulo p,
5

By (Clot Exercice repose sur I Exercice 1). Pour tout entier # > 1, on appelle polynéme cyclo-

tomiquo d'indice n le polynéme

(]’n(x) = {X - EIJ e (X —_— E.’I)

dlont lew racines sont les b = ¢(n) racines primitives n* de Punité dans le corps C; ce polyndme
eaty en apparence, & cocllicients dans €, mais on va montrer qu’en fait il est & coefficients
ntiors rationnels. On convient de poser P(X) = X —1.

1) Montrer que

lllp{x) 1 X - e o o Xt
ol ent premier,
by Viérilier que

Dy (X)) mee Xt X0,

o) Montrer que, pour tout entier n s r, on n

X1 | L)

iln

qq

qq
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ol le produit figurant au second membre est étendu A tous les diviseurs  de # (y compris
1 et n). (Utiliser la décomposition du polynéme X* — 1 en produit de facteurs du premier
degré).

d) En utilisant la relation

b,(X) = B!
Hq’d(x)
d;-[énn

et en raisonnant par récurrence sur #, montrer que b, est & coefficients entiers rationnels,
(Ces résultats s’étendent & tout corps algébriquement clos K, pourvu qu’on se limite aux entierd
# qui ne sont pas divisibles par la caractéristique p de K, restriction qui n'en est d’ailleurs pay
une en vertu du § 30, Exercice 14).

6. Montrer qu’il existe, sur Pensemble des entiers nZzz 1, une et une seule fonction p. (fonetion
de Mabius) 2 valeurs entiéres, vérifiant la relation

Z 1 st on=1
'rrng(d)_ﬁzﬂ si n>1

(la somme est étendue aux diviseurs 4 de n tels que 1 <L d < n).
Montrer qu’on a

p(1) =1 _
p{p) = — 1 sip est premier
p(") =0  sip est premier etsir > 2.
Montrer qu'on a
(%) w{mn) = w(m) u(n) si m et n sont premiers entre eux

(on observera que tout diviseur de mn, lorsque m et n sont premiers entre eux, s'éerit d'une
fagon et d’une seule comme produit d’un diviseur de m et d'un diviseur de n; on raisonners
alors par récurrence en supposant (%) déja établi pour les couples m', n' tels que m'n' < mn),
Déduire des résultats précédents que Ion a

1 sin=1
w{n) = {(—1)" sinest produit de r facteurs premiers distincts
0  sin est divisible par le carré d’un nombre premier,

Calculer p(n) pour 1 < n < 100.

7. Soit fune fonction sur I'ensemble des entiers # > 1, et & valeurs dans un groupe additf A,
On définit une nouvelle fonction g en posant

2
) = &4 S ()
ifln
ot Ia somme est étendue aux diviseurs d de n tels que « < d « 1, Montrer qu'on a inversement
\!
S = Zaudn ()
i

ot g ont In fonotlon de Mobius de I'fvereies préoddant, (On utllimera exeluslvement la propridid
nyant nervl b définle @), = :
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Gomment modifier les formules précédentes si A est un groupe commutatif écrit multiplicati-
vement !

4 8. (Cot Exercice repose sur les Exercices 5, 6 et 7). Montrer queles polyndmes cyclotomiques

wonl donnés par la relation
2,0 = [T — 0@,
il
Cinleuler les polynémes &, pourn = 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, g, 10, 11, 12, 15, et montrer que
Dy (X) R CLINED G LRI, L | LN, "t ) ¢ ¢ T R fe 1 4 X384 X6 . X3 Xoe
|_ X:lg ,_1_ X-‘BI _XZE J— XZE} J— X3=l — XEE_XSD ,_I__ Xl? + Xlﬂ _+_ 15 + w1 + Xla
|- X1 — X% — X8 —oXT X8 — X5 X2 X o,

on wupposant que Faddeev et Sominskii aient raison, ce que l'auteur n’a pas vérifié...

. Déecomposer en ¢léments simples complexes la fraction rationnelle

JS(X)

Xrn ;I
M1/ ent un polynéme quelconque A coefficients complexes.
I 10, Soient gy, ..., z, les racines n* de 'unité dans €. Montrer qu’on a

si h= 0 (modn)

[ n
A I, R
24+ 10 si A= 0 (mod r)

(multiplier le premicer membre par 24).

H, On désigne par 2, ..., 2, les racines ¢ de Punité dans €, Démontrer les relations sui-
vanten |

(ot bz) = @k (— i

et

— E—

(2} — 2z, cos 0 -+ 1) = 2(1 — cosThd)

REROLER N | [P

! f=1

T T — S —
— E—

(9, Holenl n, v, w lew trois racines (distinetes ou non) d’une équation
ax? o bt oov e d 0 0

(o dogrd g A coeflicionts complexes, Thn atilivant les résuliats du § 49, no 6, Fixemple 4, cnlculer
b Pidele de a, by o, o Tew expresions

[T VLR RTTLN [TU R L R TTLR
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g 13. Soient X,, ..., X, des indéterminées sur un anneau commutatif K. On appelle fonotlonw
symétriques élémentaires de X, ..., X, les polyndmes

n=X+X+ -+ X, =3X

Wl
p=XX+ -+ X X, = 14;-§<nxixj
53 =Xy XpXy + o = Z XXX,
1< j<h<n

5, =X X,...X,

{ces expressions interviennent, cf. n° 6 du § 33, dans le calcul des coefficients d*une équation
algébrique en fonction de ses racines). D’autre part, on dit qu’un polynéme JeK[X, .. X,]

est symétrique sil’on a
f(xsﬁ}’ LY Xs'n)) =f(X19 X))

pour toute permutation s des entiers 1, .. ., 7.

a) Démontrer que tout polyndme symétrique f(X,, . .., X} est un polynéme en S1y o ey 8, & coeflicionty
dans K. [On pourra procéder par récurrence sur entier + d°( f). Observer d’abord ¢ua
JXy ooy X4, 0) est symétrique en X, ..., X,_y, donc est un polynéme en les fonctions
symétriques élémentaires de X, ..., X,_,, lesquelles s’obtiennent en remplagant X, par ()
dans les fonctions symétriques élémentaires de X, . . ., X,. En déduire qu’il existe un polyndme
b5y o5 5.0y), de degré au plus égal au degré de £, tel que le polynoéme

gXy 0 X)) =fX,, .., X)) = pls1s ooy 50my)
s’annule pour X_ = 0; en déduire, compte-tenu de la symétrie de g, que

gXy X)) =Xy XK, . X

© avec h symétrique et do(h) < do( f)].
4) Démontrer que si un polynéme peK[X,, ..., X,] vérifie p(s;, ..., 5, =0, alors p =
(raisonner par récurence sur #; prendre p de plus petit degré possible par rapport A 5, et fairo

X, = 0 dans le résultat).
¢} En conclure que lexpression d'un polynéme symétrique f & Uaide de Sgs o0 ey 8, £5E unique,
d) On suppose f homogéne de degré total £ en X, ..., X,, ¢t on pose

f(xl! I Xu) =.ﬂ(‘gb * ")"n};

montrer que les sculs monoémes
Sptoa . g

figurant effectivement dans p sont ceux pour lesquels on a
ryfoarg koo ofonr, ek
¢} Calculer & 'aide des fonctions syméiriques élémentaires les polyndmes suivants :

XX, 4 X XY XEX b XXE b XEK b XKE (e )
(2Xy Xy = Xy} (X, = X Xy) (X = X=Xy (0w 9)
(XX X Xa) (XX 4 XX (XX | XoXy) (=)

31 '\1 \‘i \‘\
LA XIXY T Ld XEXYX d XX Xih e (0 X 1 Xy a, X))
) (ol e ok k W, i

\

il (N X XY [ queloonaue),
b
JAL J
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14, Les notations étant celles de I’Exercice précédent, on considére les sommes de Newton
Xy s X)) = XE 4 XE o oo XE (k= 0,1,...)
Montrer qu’on peut les exprimer en fonction de Sy« .y 5, & Paide des formules suivantes :

T 1%y Sy — o+ (— 1)l e 4 (— Dkso, = 0 pourk <n
O == 540y + o A+ (—1)%_, =0 pourk =n

ileuler complétement, 4 I'aide des fonctions symétriques élémentaires, les sommes de Newton
0y pour O <2 k-6,
1B, Soit
¥ g x4 gy =0

tne dquation algébrique a coefficients dans un corps commutatif K. Soient Xy, - .., X, S€8
rncines dans une extension algébriquement close de K {on pourra prendre C en supposant
(ue I8 est un sous-corps de €, mais bien entendu cette hypothése ne simplifie rien !). Soit f
un polynéme symétrique & n indétérminées, 4 coefficients dans K. Montrer qu'il existe un
polyndbme p i n indéterminées, & coefficients dans K, tel que ’on ait

f(xli "',xn:] =P{an—1’ Tty aﬂ)

ot gue pone dépend que de £ (utiliser I Exercice 13). Applications :
) Caleuler 1 somme des puissances 5° des racines de Iéquation

A — b g — gt x4 1 = 0.
) Calculer Ia somme

Setbins,
00 Xy ooy Xy désignent les racines de Péquation
KO gxd 42 fogx 1 = 0,
0) On désigne par x,, %y, x, les racines de Iéquation
w0 - ax? A bx e = 0
lovmer low dquations dont les racines sont les quantités suivantes :

LD B R R P B TR I B OF

()N wgv M g, gy

HEY (vy Ty o M) vy b 2y - dx)® ot f == ———; o} i\{f ‘
10, Holi
() B R L I R A |

une dguation algébrique h coeflicients dans un corps commutatif K., On désigne par xy, .. ., x,
aen racines (distinetes ou non) dany une extension algébriquement close de K. On appelle
digoriminent de Péquation donnde expresston

D = Il (A == )N
(LA

qq

qq
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a) Montrer qu'il existe un polynéme p & » indéterminées, A coefficients dans K, et indépendant
de I’équation (%), tel que l’on ait

D=pla, .,y ..., a).

6) Calculer le discrimimant d’une équation de degré 2, 3 ou 4.

¢) Pour que I'équation (%) posséde au moins une racine double, il faut et il suffit que son
discriminant soit nul.

d) Déterminer les valeurs de ) pour lesquelles les équations suivantes possédent au moins
une racine double :

X — g% 4 ko= (; %% —8x 4 (13 — Mx — 6 — 2\ = (;
ot — 4 b (2 — Waf - 2x — 2 = (.

¢) Montrer que le discriminant de ’équation
XA pxr 4 g=10
est égal &
Kn=~1) (n—1)n—2)

(._ I) 3 ﬂngnnl _|_ (,_,_,_ I) 2 (?1 — I)fl—lp.ll'

J) On désigne par f le polynéme figurant au premier membre de équation (*). Montrer
que le discriminant D de Péquation (*) est encore donné par la formule

0 o= I .

1<iga

£) Montrer que le discriminant de ’équation

xn xn--l

- —_— s I = 0

M S T
est égal &

Ala—1)
(=1 * .

k) On considére (Exercice 5) 1'équation cyclotomique
B,(x) = 0.

Montrer que son discriminant est égal 4

(— LR

(utiliser Ia question (/) et 1'Exercice 8).

20, Soient KK un corps commutatif et fun polyndme & une indéterminde, i coeflicients dans 1§,
Onse propose de prouver qu'il existe un corps Ly extension de K (i.e, dont K est un HOUH-COTPR)
dans lequel fadmet nu moing une racine (ce résultat est le premier pas dans la démonntration
du théoréme de Steinitz),

a) Montrer qu'on peut se camener au ean ot fent eedduetible s K,

b) Darw 'nnnenn de polyndme A = K[X], on consldere ldéal 1« (/) engendrd par /ol on.
forme I'nnnenu quotient L s AJL(§ 0, Byvereer ), Montrer (ue a'enl Ln corpm,
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#) Soit j Papplication de K dans L qui, 4 chaque ceK, associe la classe mod I du polynéme
constant 6. Montrer que ¢'est un isomorphisme de K sur un sous-corps de L {dans ce qui suit,
on convient d’identifier chaque ¢eK 4 son image j{¢} dans L).

tf) Soit zeL l'image du polynéme X par 'application canonique de K[X] sur L. Montrer
(que z st racine de £, et que L = K[z]. (Ce qui démontre le résultat annoncé).

¢) On prend f(X) = X% —d ou deK n’est pas un carré dans K. Montrer que les construc-
tions précédentes se réduisent alors 4 celles du § g. On vérifiera en particulier que le corps €
el le quotient de 'anneau R[X] par I'idéal engendré par le polynéme X* 4 1 (cette méthode
de construction de € est due 4 Cauchy).

J) Onprend f(X) = X? 4 pX + g, supposé irréductible sur K. Donner du corps L corres-

pondant une description analogue 4 celle qu’on a donnée au § g pour les anneaux K.[‘/E]
#) Que se passe-t-il, dans les constructions précédentes, si le polyname fn'est pas irréductible ?

21, Soientf,, ..., f, des polynémes non constants 4 une indéterminée A coefficients dans un
corpy commutatif K. Montrer qu'il existe dans "anneau K[X,,". . ., X,] un idéal maximal qui
contient fi(X)), ..., £(X,) (utiliser I'Exercice 15 du § 27). En raisonnant comme dans
I"ixercice précédent, en déduire Pexistence d’une extension algébrique L de K dans laquelle
chnque f, posséde au moins une racine. _

(L démonstration compléte du théoréme de Steinitz est une extension directe du raisonne-
ment de cet Kxereice; on introduit un anneau de polynémes 4 une infinité de variables, compor-
lant antnnt (sic) de variables qu’il y a de polynémes irréductibles & coefficients dans K et de
coellicient dominant égal 4 1, puis on prend le guotient de cet anneau par un idéal maximal
blen choisi)

P, Les nolations restant celles de I'Exercice précédent, montrer que tout idéal premier de
'nonean K[X,, ..., X,] contenant £j(X,}, ..., f,(X,) est maximal (cf. § 26, Exercice 3).

88, Soit K un corps commutatif. On dit qu’une extension L de K (i.e. un corps commutatif
ndmettant K pour sous-corps) est algébrigque si tout x e L est algébrique sur K. Montrer que,
pour que K soit algébriquement clos, il faut et il suffit qu’on ait L = K pour toute extension
algdhrique de K.

24, Un corps algébriquement clos posséde toujours une infinité d*éléments.

20, (Démonstration du théoeréme de d’Alembert-Gauss)., Cet Exercice suppose connues les
propri¢idy ey fonctions continues dans le plan (en particulier et tout spécialement le fait
(qu'une fonction continue positive sur un ensemble compact y atteint effectivement son mini-
muim), On désigne par

J(2) = ag+ - + a2

un polyndme non constant & coeflicients complexes; on suppose &, = 0.
a) Montrer que le rapport

.J( (‘:) ffﬂn'z"
tend vern t quand 2| augmente indéliniment, i.e. que pour tout ¢ > 0 il existe » = 0 tel que
| ' ¥ 4 )
[ == implique 18] <,
i, ah

0 Solt
m o= Aol | S ()]
e

qq

qq
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montrer qu'il existe un nombre ' > 0 tel que

2> implique | f(3)|Zm 4+ 1.
En appliquant le théoréme du minimum  la fonction continue | £ {z}| sur ensemble compact
|zl < ¢/, montrer qu'il existe un z,& € tel que

[ (z0) | = m.

[Si Ie théoréme de d’Alembert est vrai, il est clair que mz = 0; pour montrer que le théoréma
en question est vrai, il est donc nécessaire, et bien entendu suffisant, de montrer que m = (),
C’est Ie but de 1a question suivante. ]

f’} On suppose m % 0; en remplagant z par z — zy et fpar ] f(z,) on se raméne au cas ofl
on a

()=

pour tout ze (.
Soit

JE) =1+ bt + b, 29% o o bem avec b2 0;

montrer qu’il existe un nombre M > 0 tel que

dl<it implique [ f(2) — 1 — b,27] <~ M|zt
déduire dela qu’on a| f (z)| << 1 (contradiction avec Phypothése, ce qui achévera la démonse
tration) pourvu que z soit choisi de telle sorte qu’on ait

fel=2n, 2] <8, l/M,  Arg(b) + ¢.Arg(2) = =
26. Soient E un corps commutatif algébriquement clos, L un corps commutatif quelcongue,
et ¢ un isomorphisme de L sur un sous-corps L’ de E. On considére une extension M de 1,
et on suppose M = L[z] ot z est algébrique sur L. Soit

) =X g0 X g,
le polynéme minimal de z sur L; on note
JoX) =Xt tola, )X + - Fa(a,)

le polynéme, 4 coefficients dans L', qui s’en déduit par o, ct on considére une racine 2! de S
dans E; soit M’ = L’[2"]. Montrer qu'il existe un et un seul isomorphisme o’ de M sur M' qul
coincide avec o sur L, et appligue z sur 2/,

Déduire de la le résultat suivant : soient T une extension algébriquement close d’un corpm
commutatil K, et I une extension de degré fini de K. Alors il existe un isomorphisme Jde L
sur un sous-corps de I, tel que f(x) = » pour tout x & K. (Raisonner par récurence sur le degrd
de Lsur K. On peut en fait démontrer que le résultat subsiste pour toute exiension algdbrique,
de degré fini ou non, de K),

27. Soient K un corps commutatil, ' une extension algéhriquement close de K, ei L una
extension de degrd fini de K; on suppose 1, sdparable sy 1 (§ w0, Fxercice 4, h)) el on pose
e Lo K Montrer que lo nombre d'isomorphismes § de L daon 15, tely que jx) = x pour
tout we I, est exactement n (eaivonner comme dans 1 2verefoe w6 en utilinnnt I"fixeredta 11 du
§ gu). “
On déwigne par f,,
clow g& Lo toln qun /, (£)
(I" Iu

oy lew nomorphismon en quention, Pour & o A on note Ly, Pensemble
Inte) L mondrer gque o'est un sousseorps de L contenant I, of clstipet
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On suppose K infini; montrer que la réunion des Ly, n’est pas L tout entier et qu’il existe
un ze@ L tel que les n éléments j, (z) soient deux & deux distincts, En déduire que si L est une
extension séparable de degré fini d'un corps K infini, il existe un z& L tel que L = K[2] (théo-
réme de I'slément primitif, démontré d’abord par Dedekind pour les corps de nombres algé-
briques, i.c. pour K = Q; en fait, il cst encore valable pour K fini vu 1’ Exercice 2 ci-dessus),

#8. On considére ’extension

-
L= Q[Vg» \/21

de Q. Construire un nombre algébrique z tel que L = Q[z].

#0, Soient K un corps commutatif, L une extension séparable ¢t de degré fini n de K, E une

oxlengion algébriquement close de K, et j,, ..., j, les n isomorphismes de L dans E tels que
f(x) =+ x pour tout xe K (Exercice 27), On se propose de montrer que

Trylz) =jilz) + - + 4.2
Nl,f&(z) = jl(z) . ’jﬂ(z)

pour tout e L.
a) Moit (@), -, -, une base de L sur K. Montrer que la matrice
A= (e igmuga
(b coellicients dans 1) est inversible (utiliser 1’Exercice 16 des §§ 10, 11 ainsi que la caractérisa-
tlon des wystémes de Cramer).
i) Pour tout ze& L on pose

20, = i E.‘jﬂj
/

nvee des E:J @ K ; on introduit les matrices

ol
f1(2) 0 0
D 0 0 ),
0 0 . Jul2)
montrer qu'on a la relation
U, = ADA-L

#) Achever la démonstration en observant que Tr g (2) = Te(U,) et que N, ;. (2) = dét{U)
(el § ab, fxercice 4).

| Le lecteur notern que ce raisonnement montre aussi que les valeurs propres dans E de ’endo-
morphisme -

Hyt X > 2y

(o L, of Pon vegarde L conime un espace vectoriel de dimension n sur K, sont précisément los
ey k).

10, Démontrer que le polyndime

xll| I xllp | . ' x—""’.

acg

qq
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ol
n. == r— 1 (maod £),
est divisible par le polyndme

14 X 4 X2 XL
31. Pour quelles valeurs de r le polynome &, (X1} est-il divisible par le polynéme b (X) P

32, Soit fun polynéme a unc indéterminde 4 coefficients dans un corps commutatif, Si f (X0
est divisible par X -— 1. alors f (X*) est divisible par X*— 1.

33. (Démonstration du Nullstellensatz de Hilbert).

a) Soient L un corps commutatif et A un sous-anneau de L; on suppose qu'il existe d
¢léments y,, .. ., », de L, en nombre fini, tels que

L= A[J’ls R ,}’q]:

et de plus que chaque »; vérifie une relation algébrique non triviale a4 coefficients dany A,
Montrer qu'il existe un élément b % 0 de A tel que

<o v don flaiows K= Afp—
| oy A , ]

(choisir b de telle sorte que L soit un A6-1]-module de type fini et appliquer I'Exercice a4 (U
§19).
&) Montrer que tout idéal premier non nul de Panneau A contient b.

¢} On suppose qu'il existe un sous-corps K de L tel que A soit le sous-anneau de L engencrd
par K et par un nombre fini d’éléments de L algébriquement indépendants sur K. Montror
qu'alors A = K et que L est une extension algébrique de degré fini de K (observer que, diny
un anneau de polynbmes sur un corps, lintersection des idéaux premiers non nuls se réduil i 0)
d) Soient K un corps commutatif et L une extension de K; on suppose qu'il existe un nombrg
fini d’éléments 2, ..., z.de L tels que

L= K[zls ey z,,];

montrer qu'alors I est une extension algébrique de degré fini de K, et qu’en particullor
L = K si K est algébriquement clos [extraire de la famille 7, . . ., z, les éléments algdbrigques
ment indépendants en nombre aussi grand que possible et appliquer ¢) 4 'anneau A engendrd
par K et ces éléments).

¢) Soient K un corps commutatif et w un idéal maximal de Panneau de polyndmes
K[X,, ..., X,]; montrer que Panneau quotient L = K[X,, ..., X,]/m est un corps, extension
algébrique de degré fini de K [appliquer la question d), et I'Exercice 7 du § 8]. En déduire la
Nullstellensatz [Voir une autre démonstration au § 45, fivereice 5]

34. Soit run nombre premier etsoit A Zip7 e corps des entiers modulo pr, Si

JIRIT SIX N

estoun polyndme en anovavinhles, & coetlicienis danm &, on note S/ Tn somme dey virlongn
de fy autrement dit on pose
Al
N e SN )

iy

al S nuppone que foesl o mondime X Nlfe Mantear gque 'on n alom 8 (/0 o,
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sanl s tous les m, sont divisibles par p — 1 et = 1, auquel cas on a S (f) = (— 1)n (S
ramener au cas d’une variable.)

hi Utiliser a1 pour prouver que ${ /) = o si deg{ /1 < n(p — 1},
(S0l XY = @(X,. ..., X,) un polyndme i cocflicients dans &. On pose
SIX) =1 = g(x)r
Montrer que on a
SJxI =1 st plx) = o, xeh
S =0 si gl # o, xehn.

i déeuire que le nombre N(o} de zéros de o dans &* vérifie la congruence
Nip) = S(f) {mod p).
1 On suppose que deglo) < n. Déduire de 6] et ¢) que 'on a N(g) = o {mod p),

I'n particulier, si @ est sans terne constant, g a au moins un zéro distinct de (o, ..., 0} {théoréme
il ff!‘fr'a"-‘.‘rﬂ"ef]-‘).

¢ Btendre ce qui précede au cas d’un nombre fni d’équations ¢, (x}) = o, avec ¥ deg o, < n.
(Prendre pour fle produit des 1 — pf-1)

§ 34

Pour chacune des matrices figurant dans les Exercices 1 3 14 ci-dessous, répondre aux quois
tions suivantes : ) Calculer les valeurs propres (on prendra C pour corps de base). 4) Pour
chaque valeur propre, calculer les vecteurs propres correspondants dans € (on identiflo
chaque matrice carrée d’ordre n A coefficients complexes 4 un endomorphisme de @), ¢)
Trouver, ’il y a lieu, une base de C* formée de vecteurs propres, d) Si la matrice considérdo
est diagonalisable sur C, déterminer le plus petit sous-corps de € sur lequel elle est diagornifis
lisable. ¢) Si la matrice considérée n’est pas diagonalisable sur C, trcuver une base de € par
rapport a laquelle 'endomorphisme correspondant de C* posséde une matrice triangulairy,

1. /5 —3 2 2. /9 —i12 6
6 —4 4) (w — 19 10)
4 —4 5 12 —e24 13

3. 4 —5 7 4, 0 1 0
I —4 g —4 4 0
—4 0 5 —2 1 2
5. /9 —6 —g 6. /1 —3 4
8 —i1z2 — g —7 8
18 —g — —7 7
7. (4 6 ——r5> 8. 1 —3 0 3
3 4 —1I2 —2a —6 0 13
2 3 —8 0 —3 1 3
—1 —a4 0 8

0 2 10,

0 2 3 12. 9 2 1 -1
0 0 —2 3 7] Q I -1
2 9 0 1 1 1 0

8 3 1 g

18, /1 0 o0 0 ,.. 0 14,
roow 00 L., 0
[ T S | B ||
S n/

O 00 L, 0D
1] 1] i O ., 0 1}
(n lgnon
SRty ol golonnen)
{) 0 0 0 ,.. B il '
o 0H 0 [} I | 1
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montrer que

PA) =F(A) +2A),  qlA) =f(A)gA) = gA) F(A), HA) =/ (g(A)).

(On wellorcera d'éviter tout calcul en utilisant de fagon appropriée les résultats du § 28}.
b Montrer que
SUAUY) =U. f(a). U

M AaM,(K) et UseGL(n, K).

¢) On wuppose A triangulaire et on désigne par £, ..., t, ses termes diagonaux, Montrer que
/ (A) ent triangulaire, et que ses termes diagonaux sont.f (t,), ..., f(t,).

d) On suppose que X est un corps. Soient 4y, ..., £, les valeurs propres de Ae M, (K) (prises
(now une extension algébriquement close de K, et chaque valeur propre étant répétée autant
o fols que sa multiplicité dans I'équation caractéristique de A; le lecteur pourra supposer
K« @'l ne v'intéresse pas au cas général).

Montrer que les valeurs propres de £ (A) sont £ (z,), . . S (L), et que

At (f(A)) =F(t)- o F (L), Tr(F(A) = Ft) + - +.f ().

1. Soit
J) =g, + a;X + ... + a,Xn-1
tn polyndime & coeflicients complexes. Montrer que
la, e, a a,
a, Gy s =
Ay @y a8y ... e gl =Sf(z1). .. fz)
,c;c ..... a.s. .‘.1; ....... a,l. .I
llll‘l £y g sont les racines n° de P'unité (déterminants eirculants; utiliser I’ Exercice précé-
o),
Appllquer ce résultat au caleul des déterminants
. | )
fa b ¢ dl 'z 3 45
d a b ¢ 2345 :
¢ d a b i‘}?;;l'
] 2 H
hoe doal 5 1 2 3 4

H0, Bolt & une permutation des entiers 1,2, ..., 1 On considire 'endomorphisme u, de €
donnd par

ﬂa(ﬂl’) == ey (I . : i :”‘)

Ol (o)) ent In base canonique de €. Utiliser la décomposition de s en cycles (§ 7, Exercice
W) pour caleuler les valeurs propres de Hy,, ct montrer que u, est diagonalisable,

On rempliee daw ce qui précede € par un corps commutatif I algébriquement clos et de
earhatdrintloue o4 05 on prend » £ ¢l pour s une permutation eireulaire, Montrer que u,
w'eat pun dingonalisable,

A, Holent V' un espace voctoriel de dimension finfe sur un corps commuintil I et I un ens
tamble d'endomorphinmes de Vi on dit que 1" est irlgonalianblo (on encore que la réduotion
mimultande & In formo triangulnire ent posible pour 1Y) w*il existe une base de V par rapport h
lncpuello la matrice o tout e 1" polt trlangulalre,
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Soit V' un sous-espace vectoriel de V stablo par I, i.e. tel que ’on ait
u(V'YeV' pour tout ueF

(au lieu de stable on dit aussi invariant) ; tout «e I induit done un endomorphisme u' de V'
et un endomorphisme & de 'espace vectoriel quotient VIV’ (§ 12, Exercice). Soient F Pensembly
des u’ et F ’ensemble des 7.

On suppose F' trigonalisable dans V', et T trigonalisable dans V/V'. Montrer que F est
trigonalisable dans V (on construira une base dans V en imitant la démonstration du Théo-
réme 1 du § 18).

Déduire de 14 une variante de la démonstration du Théoréme 3 du § 34.

22. Soient. V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K algébriquas
ment clos (on peut supposer K = €, la démonstration est la méme...) et F un ensemble d’endo«
morphismes de V commutant deux & dens. On se propose de démeontrer que F est trigonalisable
(Exercice précédent).

a) Pour tout ueF et toute valeur propre e K de u, soit V(1) le sous-espace des xe V tols
que u(x) = ix. Montrer que V, () est stable par F.

6) Déduire de 12 que les ue F ont un vecteur propre commun dans V [utiliser la question @)
pour raisonner par récurence sur dim (V)].

¢} Terminer la démonstration en utilisant I’ Exercice précédent.

d) On suppose en outre chaque ue F diagonalisable. Montrer qu'il existe une base de V par
rapport a laquelle la matrice de tout ueF est diagonale (« réduction simultande & la forme
diagonale » pour des endomorphismes diagonalisables qui commutent deux a deux).

¢) Montrer qu’au lieu de supposer K algébriquement clos il suffit de supposer que tout v e I
est trigonalisable [ou, pour la question d), diagonalisable].

23. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et F un ensemble d’endo-
morphismes de V. On dit que F est irréduetible si les seuls sous-espaces vectoriels de V stables
par Fsont {0{ etV,

a) Montrer que, si un endomorphisme f de V commute & tout z e F, les sous-espaces vectoriely
Ker (f) et Im(f), ainsi que les sous-espaces propres de f, sont stables par .

6) Onsuppose F irréductible et K algébriquement clos. Démontrer que les seuls endomorphises
de V qui commutent 4 tout e F sont les homothéties (lemme de Schur).

¢} On suppose toujours F irréductible mais on ne fait plus d’hypothése sur K. Montrer que
les endomorphismes de V qui commutent 4 tout e T forment un sous-corps (¢ventuellement
non commutatif) de 'anneau des endomorphismes de V.

d) Onprend K = Ret V = RA. Choisir F de telle sorte que le sous-corps de la question préeés
dente soit le corps des quaternions du § 15, Evereice 11,

24. Soient V un espace vectoriel de dimension finie # sur un corps commutatil’ K de carnes
téristique zéro, et G un groupe fini d*nutomorphismes de V; on note r Vordre de (3,
a) Soit £ un endomorphisme de Vi montrer que 'endomorphisme

1

pras ] ||J‘|| gl
I g

S

commmute b fout seCh et qu'on o /0« /ul ot seulement sl / commute s dldments de ¢,

Montrer qu'on n
(Lot o f Moy

wh g commute m dldmenis de O,
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) Soit W un sous-espace vectoriel de V invariant par G. i.e. {Exercice 21) tel que s(WicW
pour lout seG (on montrera en passant qu'on a du reste (W) = W pour tout s&G}). On
choisit {§ 17, Corollaire du Théeréme 2 combiné avec le fait que W admet un supplémentaire
dinnn V) un endomorphisme p de V tel que

pr=p  pV) =W
Montrer que

Im(pd) = W.

¢) Ln considérant, dans la question b}, le noyau de #*, démontrer le théoréme suivant :
tout sous-espace de 'V invariant par G admet dans V un supplémentaire invariant par G.
d) Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps algébriquement clos de carac-
(dristique 0 {par exemple €) et G un groupe commutatif fini d’automorphismes de V. Montrer
qu'il existe une base de V par rapport 4 laquelle la matrice de tout s€G est diagonale; si de
plun G est d*ordre n, les coefficients diagonaux de ces matrices sont des racines n° de I'unité,
| On utilisera la question &) de I’ Exercice 22]. '
#) Soit X une matrice carrée & coefficients dans un corps algébriquement clos de caractéris-
Hepne 0w

Xe=1

pour un entier n 7> 1, alors X est diagonalisable. Montrer & ’aide d*un exemple que ce résultat
ne w'étend pas aux corps de caractéristique f # 0.

/) Montrer que le résultat de la question ¢) est encore valable en caractéristique p 7= 0 pourvu
tjue V'ordre r du groupe G ne soit pas multiple de p. Méme résultat pour la question d).

() 2B, Soit V unespace vectoriel de dimension finie n + 1 sur un corps commutatif K algébrique-
ment clos et de caractéristique 0. On considére trois endomorphismes u, v et £ de V satisfai-
wint nux formules de commutation suivantes :

(4, u] = 2u, [&, ] = — 2v, [, 0] = 4

oft 'on pose d'une fagon générale [ f, g] = fo g — g o f. On suppose enfin Pensemble {u, o, 4]
{rrdiductible, i.e. que les seuls sous-espaces vectoriels de V stables a la fois par «, v et hsont {0}
ol 'V,

a) Hoient vaV et reK tels que h(x) = kv, Montrer que le vecteur y == u{x) vérifie
h(yy = (A ) 2) 3, et que le vecteur 2 = v{x) vérifiec A{z) = (h — 2)2.

by Montrer qu'il existe un vecteur & = 0 ¢t un scalaire e K tels que Ion ait

I{x), = hx, u(x) = 0.
) Lo vecteur ¥ satisfaisant 3 In question 4), on pose

xy = oYk Y (k22 0).

Démontrer les relations
Kx) = O W),
TS I & S B RV
U CN I (IR R DETREY

d) En tenant compte de hypothése dierdductibilité faite au début, déduire de Th que hoeon
et que dew noof 1 veoteurs Xg, ¥y oo N forment une base de V. Quelles sont len mntrices de u,
o 6t & par capport A cotte bive ! Réelproque P Gl n = @ ou | y

o) On prond pour V 'espace vectoriel formé dow polyndmes do degrd o aa plus, & une Inddters
minde ot & cosfMclonts dans 1, Montrer que In situation déerite dans les questions prace-
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dentes est effectivement réalisée si Pon définit u, » i
S , U ¢t i comme suit : u transforme chaque
Sgllynorrlxc f& (X)fe?}lct; polznéme aX f(X) — X (X}, » transforme chaque polynéme f ?X)
e polyndme f'(X), et k transforme f (X) en — nf(X) + 2X f'(X); i .
ment par f' le polyndme dérivé de f. S S X3 on désigne naniilg

q 286, S_oie:nt. V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K algébriquement clos de
caractéristique 0 (par exemple K = C), et u, », w trois endomorphismes de V. On suppose

[u, w] = [v, w] = 0, [, 2] = w.

Montrer qu’il cxiste une base de V par rapport 4 laquelle les matrices de u, v et w sont trians
gulaires. Déterminer toutes les solutions #, », w du probléme lorsque V est de dimension g,

qq 27. ‘Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K. Un ensemble
F d’endomorphismes de V est appelé une algébre de Lie (d’endomorphismes de V) si F est

un espace vectoriel (i.e. sil'on a au 4 jreF quels que soient ¢, ve F et @, 5 e K), et si de plus
on a

uov—voueF quels que soient u, 2F.
(Excmple : prendre les combinaisons linéaires de u, o, & dans I’ Exercice 25, ou dé'i, o et w dany
I’ Exercice 26). )

On_ dit qu'une algébre de Lie F d’endomorphismes de V est résoluble s'il existe une suite
crolssante

(%) {0} =F,cF,c...cF, =F

n

de sous-espaces vectoriels de F tels que ’on ait
{x%) uov—vuvoueF, | quels que soient #, veF,

pour tout i tel que 1 <7 < n. On se propose de démontrer que si K est algébriquement clos ot do
caractéristique 0 (par exemple si K = C), et si F est vésoluble, il existe une base de 'V par rapport &
laquelle la matrice de tout ue¥ est triangulaire [Théoréme de Lie, qui généralise le résultat ¢)
de I'Exercice 22 ainsi que 1’Exercice 26 comme on le voit facilement].

a) Démontrer le théoréme dans le cas oft n = 1 dans la suite (),
&) Montrer que le terme F,_,; de () est une algébre de Lie résoluble.
¢} On suppose trouvé un vecteur x £ 0 dans V tel que Ion ait une relation de la forme

®%k) u(x) = Au).x pour tout uel, _,

(autrement dit, x est un vecteur propre commun aux ueF,_,). On prend un &, ¢t on pose
» = v{x}, Montrer qu'on a

uf ) = p(u).» pour tout uel

=1

olt w{n) est un scalaire qu'on caleulera, Iin remplagant v par fe dans le résultat obtenu (oft
£ est un élément arbitraire de K), en conclure que

P} = Ay pour toul e I,

d) On note V(1) le vous-eapnea de V formd den vV ovéritlant (iora), Monteer qu'il est atable
par toul ve Iy el que len resteletions b V(1) de dew dlédmenin gqueleonguen de 1Y, commiutont
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witiliser I Exercice 8 des §§ 12, 13, 14). En déduire que les ue F ont au moins un vecteur propre
commun dans V(3).

) 'l'erminer la démonstration en raisonnant par récurrence sur la dimension de V {utiliser
I' Bixercice 21).

/) Ottintervient Phypothese que le corps K est de caractéristique 07

#) Montrer (avec les hypothéses indiquées sur K) que le théoréme de Lie earactérise les algébres
de Lie résolubles.

28, Pour qu'une matrice carrée X 4 coefficients dans un corps K algébriquement clos soit
nilpotente, il faut et il suffit que toutes ses valeurs propres dans K soient nulles.

Montrer que, si K est de caractéristique 0 [par exemple si K = €) on peut remplacer cette
vondition par les relations

'TI‘(X) = Tr(XB) = ... = TI'(X") =0,

oft i ent 'ordre de X.

Pour qu'une matrice U, a coeflicients dans K, soit unipotente (i.e. pour que 1 — U soit
nllpotente), il faut et il suffit que la seule valeur propre de U soit 1. Quel est le polynéme
oarpctéristicue de U?

Montrer que, si K est de caractéristique p == 0, on peut remplacer cette condition par la
sualvinte 1l existe un entier 7 > 0 tel que

Uk = 1.

20, Soit A une matrice carrée inversible a coefficients dans un corps algébriquement clos,
Montrer que les valeurs propres de Pinverse de A sont les inverses des valeurs propres de A,
avee les mémes multiplicités.

110, Boit A unc matrice carrée d’ordre n & coefficients dans un corps commutatif K. Seit /°
une {raction rationnelle & une indéterminée 4 coefficients dans._ K; on dit que A est substituable
i/ 0'1] existe des polyndmes p et g tels que 'on ait

S=0plg et dét(g(A)) #0.

Monirer qu'alors la matrice
|

S(A) = p(A) g(A)

el intdépendante du choix de p et ¢ (pourvu que p et ¢ satisfassent aux conditions énoncées).
On suppose K algébriquement clos, et on note Ay, ..., A, les valeurs propres de A {comptées
aveo lears ordres de multiplicité). Montrer que, pour que A soit substituable dans f, il faut
ol il wllit que fsoit définie en chaque X,;; les valeurs propres de f (A) sont alors £ (), ..., (L),
(Utlliner 1" fxarcice 18).

81, Solent V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatil K, « un endo-
morphisme de V, et W un sous-cspace vectoriel de V stable par w. Montrer que si 1 est diago-
nillmable (resp, trigonalisable) il en est de méme de la restriction de # & W,

88 Solent w et v deux endomorphismes d'un espace vectoriel V de dimension (inie sur un
corp conmutadily On suppose que ket v sont dingonalisnbles et commutent, Montrer que v o ¥
ont diagonnlisable. :

88, Solt K un corpy commutadil, Btant donnde une matrice Ue M, (IK), on consldére 'appli-
oatlon fy 1 M, (K) o M (IK) donnde par

Ju(X) w0 UX o XL = U, X pour tout X e M, (I8),

:-:g-'—‘;—F E a——s"
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et on considére fi; comme un endomorphisme de I'espace vectoriel M., (K). Montrer que;
pour que fy soit diagonalisable, il faut et il suffit que U le soit.

34. Solent K un corps commutatif et n un entier. Montrer que, comme espace vectoriel sur I,
'anneau M, (K) admet une base formée de matrices X possédant la propriété suivants |
pour toute matrice diagonale He M (K), on a [H, X] = «(H).X ot «(H) est un scalalts
dépendant de H, et que 'on calculera.

85. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K ; on déslgnn
par TH(V) I'espace vectoriel des tenseurs p fois covariants et ¢ fois contravariants sur V (4 ur
Exemple 6). Soit u un auiomorphisme de V; on considére 'automorphisme T2(u) de T’ V)
défini au § 21, Exercice 1. Montrer que si u est diagonalisable, il en est de méme de T 10
Montrer de méme que, si un endomorphisme « de V est diagonalisable, I’endomorplilimg
Df(u} de Th(u) défini au § 21, Exercice 1, est diagonalisable. Galculer, dans chacun de ces tloun
cas, les valeurs propres de 'endomorphisme considéré dans T#(V) en fonction de celles de )

38, Les notations restant celles de 1’ Exercice précédent, on choisit une base {a,) de V ol on
désigne par G le groupe des automorphismes de V dont la matrice par rapport & la D
choisie est triangulaire (resp. diagonale}. Construire une base de I’espace TEH(V) par rapporl
a laquelle 1a matrice de TH(u) est triangulaire (resp. diagonale) pour tout ue G.

37. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatil K, et S3.(V)
Pespace vectoriel formé par les fonctions polynomiales homogénes et de degré rsur V (ﬁﬂ aY,
28, Exercice 17); on associe A chaque automorphisme u de V Pautomorphisme u, de H,(J)
donné par w.(f) = fuu. !
Montrer que si u est diagonalisable (resp. trigonalisable) il en est de méme de u,; caleuler lm
valeurs propres de u, en fonction de celles de w.

En supposant u diagonalisable, calculer Tr(x,)} en fonction des coefficients du polyndme ciarnis
téristique de u. Le résultat obtenu s’étend-il 4 tout automorphisme 1 de V? Existe-t-il ¢l
formules analogues pour calculer Tr{u,) quel que soit r?

38.’ Démontrer le r[_‘ héortme 4 du § 34 sans utiliser le fait que les valeurs propres vont log
racines d'une équation algébrique (écrire une relation linéaire non triviale entre #,, .. ,, N
lui appliquer u, et en déduire une relation linéaire non triviale entre n — 1 des veelouri
Ky vvey xn}'

89. Démontrer le Théoreme 4 du § 34 en utilisant un déterminant de Vandermonda (§f a4,
Exercice 15) (crire une relation linéaire non triviale entre x,, ..., x, ¢t lui appliquer sucoens
sivement. u, #%, ..., u-1),

40. Soit A = {a,}, .-, =, unc matrice carrée d’ordre n & coeflicients dans un annean K, ftant
données deux parties 1T et K de Pensemble 1, 2, ..., n{ on désigne par Ay, Inomatrlon
formée avee les termes a;; de A pour lesquels on o fa et ja K,
Soit :

(= 1) (K)o Ko g (A) X1 g (A X b

(§ 84, n¢ g, formule (9)). Dédmontrer que len coelliclenis 1, (A) do co polyndme wont donnds
par L formule .

CAA) s Xadt(Ay, )

oft Inowomme out dtendue A touten los parthon BEde |10, 000, | tollen que Card (FL) w1
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41, Soient L, un anneau commutatif et A un sous-anneau de L; un xe L est dit entier sur
A #'il vérifie une équation de la forme

oo, x4 g, =0

nwee a,_y, ..., ¢g€ A (la condition que le coefficient de x" est égal A 1 est essentielle si A n’est
pis un corps). Un nombre complexe est appelé un entier algébrigue s'il est entier sur le sous-
anneau Z de G,

a) Dans ce qui préceéde on suppose que L est de type fini comme A-module. Soit {(m,); <, <. un
wymtéme fini de générateurs du A-module L. Montrer que pour tout &L il existe des a,;€ A
el que

j=r
—
xm, = agm; (10i =y
J'-._—],
On pose
dyy X g 2,
a4 Ggy — % Ay =d;
II:‘Ir‘]. ar! a:'r —X

montrer que dm; = 0 pour 1 i sJr; en déduire que d = 0, puis que tout xeL est entier
war A,

h Lanneaun L n’étant plus supposé de type fini sur A, solent x;, ..., x, des éléments de L
entiers sur A. Montrer que le sous-anneau Alxy, . . ., x,] est un A-module de type fini.

0) Montrer que Pensemble B des x & L entiers sur A est un sous-anneau de L. (On I’appelle la eldture
Intégrale de A dans L), Exemple : les entiers algébriques forment un sous-anneau de C,
résultat ddc i Dedekind {ainsi que le raisonnement ci-dessus).,

o) Soient € un anneau commutatif, B un sous-anneau de C, et A un sous-anneau de B. On
nuppose tout xe G entier sur B, et tout x& B entier sur A, Montrer que tout x= C est entier
wur A,

M, Les valeurs propres d'une matrice carrée a coefficients entiers rationnels sont des entiers
nlgébriques. Réciproquement, tout entier algébrique est valeur propre d’une matrice carrée
h ooellicients dans Z,

48, T'out nombre rationnel qui est un entier algébrique est un entier rationnel.

M, On consicdére une extension quadratique

L = Q[yd]

du corpy des nombres rationnels; on suppose que ¢ est un entier rationnel qui n’est divisible
par le carréd d’aucun nombre premier (on montrera en passant qu’on peut loujours ramener
une extension quadratique de @ & éire de ce type).

a) Pour qu'un élément &« x |- p \/u’tlr-. Lo soil entier sur Z, il faut el il suflit que

aves'd ot X0 Wl @2,

wd),

h) Bolt I 'annenu des g e L ontlers nar &, Montrer que, comme groupe additfy L admet une

(obrerver que al 2 ent un entier algébriquo It en et de mémeo do 2 — y

4
i
|

qq

qq

19
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base formée des deux éléments

I, \/‘3 si d=22 ou 3 (mod 4)

1tV

2

sid= 1 (mod 4).

45. Montrer que tout nombre algébrique est le quotient d’un entier algébrique par un entfay
rationnel non nul.

46. On dit qu'un anneau d'intégrité commutatif A est intégralement elos si tout élément di
corps des fractions K de A qui est entier sur A appartient 3 A; exemple : I'anneau Z (Exerele
43)-

a) On suppose que A est un anneau de valuation (L.e. qu'on 2 xe A ou x~1e A pour toul
xe K, cf. § 8, Exercice 6). Montrer que A est intégralement clos,

b} Si A est intersection d’anneaux de valuation de son corps des fractions K, alors A il
intégralement clos [NB — On peut démontrer la réciproque].

¢) Tout anneau factoriel (§ 31, Exercice 21) est intégralement clos, de méme que tout annenu
de Dedekind (§§ 10, 11, Exercice 14 et § 18, Exercice 7).

d) St A est intégralement clos et si p est un idéal premier de A, 'anneau local Ay [§ 29, Exervio
9, £} 1 Ay est ensemble des x € K qui peuvent s’écrire sous la forme u/v avec u, ve A et udp]
est intégralement clos,

£) Soient A un anneau d'intégrité commutatif, K son corps des fractions et L une extension de
K; alors la clbture intégrale de A dans L est un anneau intégralement clos.

47. Soient A un anneau intégralement clos et K son corps des fractions.

a) Soient E une extension algébriquement close de K et x un élément de E entier sur A (dong
algébrique sur K). Soit f le polynéme minimal (§ 32, Exercices g et 10) de x sur K. Montrar
que toutes les racines de f dans E sont des entiers sur A. En conclure que les coefficients de f
appartiennent & A. (Pour vérifier qu'un élément x algébrique sur K est entier sur A, il suflit
donc d’examiner son équation minimale sur K).

b) Soit L une extension de degré fini de K. Montrer qu'on a
Trux(x)ed,  NygxeA

pour tout xe L entier sur A (Exercices 4 et 5 du § 26).

¢} On suppose, dans la question 6}, que L est extension séparable de K (§ 26, Exercice 4} on
rappelle que cette condition est toujours vérifiée en caractéristique nulle). Soient ()¢« ,
une base de L formée d’éléments entiers sur A {on montrera qu'il existe de telles bases) 6l
(1< <, 12 base complémentaire (§ 26, Exercice 4); soit B la cldture intégrale de A dann L,
Montrer que les composantes par rapport 4 la base (v,) de tout x e B sont dans A. En dédulre
que le A-module B est de type fini si A est noethérien, et isomorphe & A» si A est principal.

48. Soient L un corps de nombres algébriques (§ 26, Exercice 4) et B Panncau des x & L entierm
sur Z (on dit habituellerent que B est 'anneau des entiers de L.).

a) Montrer que le groupe nddiiil’ B admet une hase i n éléments, otvn - [L 2 Q] (autrement
dit, qu’il existe une base de L sur @ qui ent en méme tempy une base du Z-module B),

&) Montrer ¢ue, pour tout idéal Tde B, In relation 154 10 implique 102 4 10| (prendre
unx el et examiner lo premier coefMciont non nul do son dguation minfmale sue Q). ¥ dddnire
que Pannean quotient B/1 ext finl pour tout tddal non nul 1 de I,

o) Montrer gquo tont fddal premier p non nal de 13 ont omsdnal, gue B est uncorpa finl, et
(Que 0% e p% ol poeat In cnraetéreintique de 1/, ;
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|Cles résultats classiques sont dus & Dedekind, et ceux de 1’ Exercice 47 en sont des généralisa-
tlonw faciles, Le fait que les corps B/y soient finis explique en partie I'importance d'une étude
#énérale des corps finis, d’autant plus que fout corps fini peut s’obtenir de cette fagon. L'un des
réwultats fondamentaux de Dedekind, que Gauss et Kummer avaient cherché 4 obtenir avant
lil, est que 'annea des entiers d’un corps de nombres algébriques est un anneau de Dedekind
('otr L terminologie...}, autrement dit que tout idéal de Uannean B s°écrit, d’une fagon unique & des
fermutations prés, comme produit d’idéaux premiers. Les Exercices 49 et 50 ont pour but de donner une
démonstration de ce fait. On utilisera uniquement le fait que B est un anneau noethérien
[¢vident d’apres la question a) de I’ Exercice 48], intdgralement clos [évident d’apres la question e)
o Itixereice 4G], dont tout idéal premier non nul est maximal.]

M. Soient A un anneau d’intégrité commutatif et K son corps des fractions. On utilise dans
et (ui suit la notion d’idéal fractionnaire de A définie au § 1o, Exercice 14.

) On dit qu’un idéal fractionnaire I de A est divisorisl s’il est Pintersection des idéaux frac-
tHonnaires principaux (i.e. de la forme Ax, avec xeK, » 4 0) qui le contiennent. Montrer
(que i 1 et | sont divisoriels il en est de méme de (I:1).

Montrer que tout xe (I : 1) est entier sur A si A est nocthérien, et en déduire que

{(L:I) = A si A est noethérien et intégralement clos.

1) Onosuppose A noethérien. Montrer qu’il existe au moins un idéal premier non nul de A
qui-ent divisoriel (considérer I’ensemble des idéaux divisoriels T tels que IcA, I A, eten
prendre un élément maximal).

) Onmippose dorénavant que A est un anneau local (*), noethérien, intégralement clos, et que le
tod (dbal premier non nul de A est Punique idéal maximal y de A un anneau de valuation discréte
(4 8, Livercice 6) vérifie ces conditions; on se propose d’établir la réciproque,’

Monirer rue p est divisoriel, et en déduire que

(A p} = A,
Maontrer que, pour tout xe{A: p), on a
xp = §p ou xp = A
on déduire que
(A : p)._p = A

eepar suite aue 'iddal y est inversible.

d) Montrer qu'on a P/ p* et = Ax pour tout x&j n’appartenant pas A P2

0) Montrer que pour tout idéal a de Panneau A il existe un entier # tel que n soit contenu dang
P e non dans p 1, Enatilisant le fait que p est inversible, montrer que w = p et en déduire
(i 'annea A est principal,

/) Démonirer que A est Panneau une valuation diserite.

B0, Hoit A un nnnenn d'intdgrité commuindif, de corps des [ractions K. On suppose A noethé-
on ol intdgralement elos, el que tout idéal premicr non nul de A est maximal; on se
prropone de montrer que A est un annean de Dedekingd, f.e. que tout idéal fractionnaire de A est
invernible,

(") O appelle annean docaf tout anneau commutatit A el que Pensemble des éléments
non bversdblen de A woit un iddéal e A, Cel ddéal et nlors Muntgue idéal maximal de A, el
a A enl intdgre le sows-nnn e Ap el corps des frnctionn de A est dgal b A lui-méme, [nverse-
ment, mb A et wn gnnenn cdiodgried, el sl | estoun iddal premier de A, Mannenu Ay emt ua
annonn looal, Les anneaux loonux serven principalement & dwdier les propridtion d’une
vartdtd algéhelgue « an volsinnge » d'un polnt donnd, e qul explique tn termin hi fle ndopiee
poir low cldnlgner,

§ 34 EXERCICES 631

a) Soit p un idéal premier non nul de A; montrer, 4 I'aide de 1 Exercice précédent, que 'anneay
local Ay est I’anneau d’une valuation discréte de K. Soit vy cette valuation, choisie de telle
sorte gque

v(K¥) = Z,
Montrer que les éléments de A sont caractérisés par le fait qu’on a

vy{x) 2 0

pour tout idéal premier non nul p de A.
&) Montrer que, pour tout xe K non nul, les p tels que uy(x) 7= 0 sont en nombre fini (3o
ramener au cas olt x & A et appliquer I'Exercice 6 du § 18 & I'idéal Ax de A). Montrer qu'étant
donnés des idéaux premiers Ps Prs - - -, P de A, deux & deux distincts et en nombre fini, et dey
entiers ny, . .., n,, il existe un x& A vérifiant les relations

ox) = 0, oy(¥) >,

pour I Slis<lT.

¢) Montrer que, pour tout idéal premier non nul pde A, il existe un xe K tel que

vpx) = — 1, vg () 20 pourtout ¢y

(choisir un x, vérifiant vy(x,) = — 1, poser x = x, 3, et déterminer y 4 I'aide de la question
précédente).

d) Montrer que tout idéal premier non nul de A est inversible, puis que A est un anneau de
Dedekind (cf. § 18, Exercice 7).

e) Solent A un anneau de Dedekind, L une extension séparable de degré fini du corps des
fractions de A, et B la cléture intégrale de A dans L. Montrer que B est un anneau de Dedekind,
[Ce procédé, appliqué a4 A = A[K] ol & est un corps commutatif, conduit & des exemplen
d’anneaux de Dedekind tout 3 fait différents de ceux de la théorie des entiers algébriques],

f) Montrer que I’anneau Z[\/ —_5] est un anneau de Dedekind, et que I'idéal engendsd
dans cet anneau par § et 1 4 2 ‘/ — 5 €st premier et non principal.

&) Soit & un corps commutatif algébriquement clos. On pose A = 4[X] (ot X est une indéters
minée sur £), K = &(X), et

ol p et g sont des éléments donnés de & (de sorte que L est une extension quadratique de K,
correspondant & la « courbe du troisitme degré » d’équation

Y= a% px g

Trouver la cléture intégrale B de A dans L, Ktant donné un ¢ek, soit y Piddal premier (ol
maximal} de A formé des fe A tels que S (¢) = 03 dans quel cas I'idéal pB engendré par y
dans B est-il premier? S’il n'est pas premier, comment se décompose-1-il en procuit de fiotears
premiers ? '

61. (Autre démonstration du Nullstellensatz de FLlbert, qud utilive | Exereice 41},
Soit K un corpy commutntil infini et noil

Lows Klvy oo ay)
un wnneau d'intdgritd oommutntil, contenant 15 ot engended par K ot an nombre (ol d'dlds

IO Ny N
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) On suppose qu'il existe une relation algébrique

S e x) =0

entre les x,, ot fest un polynéme non nul 4 n indéterminées et 4 coefficients dans K, de degré
total r. Soit £, la partie homogéne de degré total r de £ Ftant donnés des indétermindes
Zay ooy iy, Yosur K et des éléments ¢y, .. ., ¢,_, de K, on pose

.f(Zl + cle R zrl—‘.l + cﬂ—-].Y’ Y) = E pk(zls LIRS | Zn—l) Yk;
Dy
montrer que le polyndme p, est donné par

pr(zll sy zn»—l) :f;r(cls [

et ent done constant, Montrer qu'il existe ¢;, .

ey lpi1s 1)
.. 6,1 EK tels que
Sleg ooy 6pgy 1) 550
(utiliner 'homogénéité de f, et le Théoreme 1 du § 28). Les ¢, K étant ainsi choisis, on pose
G=xtom (1<i<n—1);

montrer que L= K[z, ..., 2,4, %,] et que x, est entier sur le sous-anneau K[z, ..., 2, ,] de L.
6) Dédduire de 1a le résultat suivant (« lemme de normalisation » d’Emmy Noether; il est
ongore valable si K est fini, mais la démonstration est alors notablement plus difficile) : si
e Klxy, o0y a,] est un anneau d’intégrité 2 engendrement fini sur le corps K, et si les xe L
ne sont pas tous algébriques sur K, il existe d < n éléments z,, ..., z, de L possédant les
propridtén suivantes @ (i) les z; sont des combinaisons linéaires des #, 4 coefficients dans K
(1) 24 vy 2, vont algébriquement indépendants sur K {##i) chague élément de L est entier sur le
souksannenu Kz, ..., z,] de L.
) Montrey que, si les xe L ne sont pas tous algébriques sur K, 'anneau L ne peut pas étre
un corps (¢erire que Pinverse de z, dans L est entier sur le sous-anneau K[z ..., z ]eten
déduire une contradiction). Autrement dit : si un anneau L 3 engendrement fini sur un corps
commutatil K est un corps, alors L est extension algébrique (de degré fini nécessairement) de
© K, ot en particulier L - K si K est algébriquement clos (d’oti le Nullstellensatz : § 33, Exercice
44 (el

e R P o

q

§ 35

Mettre sous la forme de Jordan les matrices suivantes {on calculera dans chaque cas le changes
ment de base permettant de se ramener 4 la forme dé Jordan) :

1. ¢ 1 0 2, /12 —b6 —a ./ 1 —3 9
—4 4 0) KEB —9 —3) (—2 —b 13)
I

—2 1 2 1B —g —3 —1 —4 8
4. 7 1 —3 0 3\ 5 ,3 —1 1 —%y 8. /0 0 0 ver D
—2 —6 0 13 9 —3 —7 —1 % | ... ..... e P
0 —3 1 3 0 0 4 —8 0 n n—1 ... 9
—1 —4 0 8, .0 0 2 — 4, n o oR—1 r—2 ... 1,
7. Montrer que st
a 1 0 0 0 0
0 a 10 0 0\
A= i e
¢ 0 0 0 a 1
"0 0 0 0 0 a

est une matrice de Jordan d’ordre 2 et si f£{X) est un polynéme & une variable, alors

S fala) Sfala) .. fa(6)
0 fla)y file) ... [f,.(a)

ol I'on pose
Jila) = SO a)fk !

\cech suppase le corps de base de carnetéristique 03 que se passest-il en carnctévisticue o non
nulle P

8, Soit A une matrice carrde b coeflicients dans un corps commutatil 1K, Montrer, s
utiliser le théortme de amilton-Clayley, qu'il existe des polyndmes non constanin f e KX
tels quo f(A) = 0, Montrer que ce sont lew multiples de colud d*entee oux qui posséde o plus
pett deged possible, et que celul-ol ont woleue sl on fmpose & son coolliclont dominant d* e
gl b 1 On it nlor que o'eat lo polyndme minimal da A gur 1 4 divise lo polyndme caraes
téelsthue co Ay ot ont done de degrd su plos dgal & ordes de A,
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T“m rer que si A est la matrice de Jordan de 1'Exercice précédent, le polynéme minimal de
onl
(X —a)m.
Morntrer que si
A (A’ 0y
0 A"

le polynéme minimal de A est le ppem des polyndémes minimaux de A’ et A”,

Muntrer ¢ue deux matrices semblables A et PAP-1 ont le méme polyndme minimal.

lin supposant K algébriquement clos et en utilisant le théoréme de Jordan, déduire des
rénultaty précédents le caleul du polynéme minimal d’une matrice carrée quelconque.
Applicquer I méthode aux matrices des Exercices 1 2 6 ci-dessus.

0, Solent L un corps commutatif, K un sous-corps de L, et A une matrice carrée a coefficients
divon IS Le polynéme minimal de A sur K est-il égal au polynéme minimal de A sur L?

10, Soient & un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension finie sur &, et u un
endomorphisme e V. On considére P'anneau de polynéme K = £[X], le K-module V[X]
délin dans I'Fxereice 19 des §§ 27, 28, et enfin le K-module V, de U'Exercice 20 des §§ 27, 28;
dinnt donnés un ¥eV et un fe K on notera ' '

Sox = f(u)(x)

lo produit de x par £ dans le module V,; on note d’autre part & I'endomorphisme du K-module
VI X | donné par

almy + mX A4 ) = ulmg) + u(m)X + .
(uols que soient les m; & V presque tous nuls,
a) On considere P"application

0:V[X] =V,
donnde par
Dy 4 X X ) = g+ u(m) + wEmg) + -
montrer que c'est un hemomorphisme de K-modules, et que 8 est surjective,
) Montrer que le noyau de 0 est égal 4 'image de I’endomorphisme
i—X.j

do VX] (ol1 j désigne 'application identique de V[X] dans lui-méme; X j est donc Phomo-
(héttle de rapport X dans ce &[X]-module).

¢) Hoit A {ady -y - la matrice de u par rapport & une base de V sur k; on considére la
milrice
thy — X ay e dq
AN Uy gy — X G
g y O X

v conflicients dans Panneau K5 montrer, d Maide de U Exereice 15 du § 32, qu'il existe des ma-
trloen 1Py Qe GLO K) telles gue

Xy 0 L 0
A X100 0 d(X)y ... 0

BTEERE EEEEEEE

{} 0 o, (X)

qq
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oltd,, ..., d, sont des polynémes non nuls tels que chacun divise le suivant (on fera attention
au fait qu’en général les coefficients de P et Q dépendent effectivement de X}, Montrer que
pour tout i, le polynéme d, . .. d, est un pged des mineurs d’ordre { de A— X, 1,. Dans ce qui
suit on suppose le coefficient dominant de chaque ¢, égal 4 1.

d) A laide de la question ) et de I"Exercice 15 du § 32, montrer que le K-module V, est igo
morphe au produit direct des modules quotients K/d K. On suppose

(fl - = r)!'a |
et d,;, non constant; on pose
d(X) = XM — XML oy

pour s + I <74 n; enfin on considére les matrices

0 0 0 a

1 0 0 @

A=10 1 0 e, H
0 0 0 Qi1

montrer qu'il existe une base de V sur £ telle que la matrice de u par rapport a cette basg
soit

As—l—l 0 0"
0 Aﬂ-'& 0
0 0 A,

Montrer que &, est le polyndéme minimal de u.

e) On dit que 4,(X), ..., d,(X) sont les invariants de similitude de « (6u de la matrice A de
u par rapport 4 une base quelconque de V sur k). Montrer que, pour que deux endomorphismes
u et v de V soient semblables (i.e. pour qu'il existe un automorphisme w de V el
que 7 = wouow") il faut et il suffit qu'ils aient les mémes invariants de similitude. [Notor
que si « et  sont semblables, et si A et B sont leurs matrices par rapport 4 une base quelconque
de V, alors les matrices A — X. 1, et B— X.1, sont équivalentes sur Panneau K = k[X], el
appliquer le § 32, Exercice 15, ¢), ou bien utiliser la fin de la question ¢) ci-dessus].

Ou encore : soient A et B deux matrices carrées d’ordre n 4 coefficients dans un corps commni«
tatif arbitraire k; pour qu'il existe une matrice Ue GL(#n, £) telle que

B = UAU-,

il faut et il suffit que, pour 1 < ¢ <] n, le pged des mineurs d’ordre { de la matrice A -~ X 1,
soit égal au pged des mineurs d’ordre i de la matrice B— X.1,.
(Corollaire immédiat : toute matrice A e M, (k) est semblable & sa transposée 'A).

11. Montrer que les matrices

3 2 —5 6 2b 34
2 6 —10 et 6 92 — 5[)
L B 4 20 g2

sont semblables en caleulant leurs invariants de similitucde, Méme question pour

i 1 1 4 "t ' uh v o

1 () oy ) T 1 01 iy,
1 i 6w t 40 1 ay )
0 o0 0 0 0 |
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18, Soient L. un corps commutatif, K un sous-corps de L, et A, B deux matrices carrées
d'ordre n & coefficients dans K. On suppose A et B semblables comme matrices 4 coefficients
danw LL; montrer que A et B sont aussi semblables comme matrices & coefficients dans K
(utiliner I’ #xercice 10), Rapport avec I’ Evercice 22 du § 277

18, Soit A une matrice carrée d’ordre 7 4 coefficients dans un corps commutatif K ; on suppose
(jue le polynéme caractéristique de A a toutes ses racines dans K (i.e. que A est trigonalisable
mir K). Montrer qu’il existe un tableau diagonal de matrices de Jordan sur K dont les inva-
tlanty de similitude sont égaux  ceux de A. Déduire de 1a et de 1a question &) de ' Evercice 10
une nouvelle démonstration du théoréme de Jordan.

{4, Soit A une matrice carrée inversible d’ordre n & coeflicients dans un corps algébriquement
clow K. Montrer qu’il existe dans GL(», K) une matrice diagonalisable D et une matrice unipo-
tonde L] telles que Pon ait

A = DU = UD,

ot ¢que de plus D et U sont uniques (s¢ ramener 4 une matrice de Jordan). On dit que D et U
font les eomposantes semi-simple et unipotente de A [on peut démontrer que, si K est par
exemple de caractéristique 0, ou fini, mais non nécessairement algébriquement clos, alors
1) ot U, caleulées dans une extension algébriquement close de K, sont encore & coefficients
Unnw K wi par exemple K = R, il est clair que si D, Ue M, (€) conviennent il en est encore
méime des matrices imaginaires conjuguées, et vu P'unicité de D et U on voit bien qu'on a en
fhlt 1), U e M, (R) dans ce cas. Naturellement, si K n’est pas algébriquement clos, D est semi-
nimple mais non nécessairement diagonalisable sur K.]

16, Soit X@ M, (K) ol K est algébriquement clos. Montrer qu’il existe une matrice diagona-
linable 1) et wne matrice nilpotente N telles que

X = D N, D.N=N.D,

ol que ces matrices sont entiérement déterminées par ces conditions. On prend K = € et
X i coellicients réels; montrer qu’il en est de méme de D et N. (En fait, comme dans le cas
précédent, on peat montrer que si X est a coeflicients dans un sous-corps de caractéristique 0,
ou (ind, 1l en est de méme de D etN.)

10, On démgne par I5 Pensemble de toutes les applications (*)

fiN>C

(ul vérifient Ia relation

() SO py o= ay S (nf p—1) - o - gy f (1) pour tout neN,

Ot dyy 10y 6y bont des nombres complexes donnés,
@) Montrer qu'il existe une et une seule f@ i pour laquelle les nombres £ (0), ..., f(p — 1)
ont den vileurs donndes (on ne demande pas de caleuler f explicitement), En déduire que
I et un noun-enpace vectoriel de dimension p de 'espace e toutes les applications de N dany @,
by Pour 0 o) p— 1, on désigne par e, "unique édlément de I tel que Pon ait

el f) -3{: ::; "J : pour O <2 f oo e,

(*) Clon « appliontions » ne sont autres que len « suiten » cdo nombres complexes, mals |
et plus commaode Lol de lon regarder comme des fonotions,

§ 86 EXLRUIOLN 634

Montrer que ¢, .. ., ¢,; forment une base de I,

¢) Montrer qu'il existe un et un seul endomorphisme « de K tel que, pour toute feE, la fonc-
tion g = u{ f ) soit donnée par

g =S ().

Calculer la matrice de u par rapport i la base ¢y, ..., ¢, , de T, et montrer que le polynéme
caractéristique de u est, au signe prés,

Xro—a, (Kot e —ay,
d) Montrer qué pour tout entier r 2=-0 ¢l toul A e G, le sous-cspace
Ker[ (1 - 2)"]
de E est formé des fe E gui sont de la forme
J () = ag(n)
ol1 la fonction g est polynomiale de degré » — 1 au plus.
e} Solent )y, ..., %, les diverses racines de I'équation

We—g P — gy = 0,

p—=1"

etry, ..., r, leurs ordres de multiplicité, Montrer que, pour qu'une application f de N dans ¢
soit dans E, i.e. vérific la relation de récurence (%), il faut et il suffit qu'il existe des polynomes

By« v ghEG[X]:
vérifiant
do(gl) < LS TR do(gh) < Ths
et tels que I'on ait S
Sn) =g (M + - + g(m}; pour tout nel;

s’il en est ainsi, les polyndmes g, . .., g, sont entitrement déterminés par f.
) Trouver toutes les suites (#,),», de nombres complexes telles que ['on ait

url-}-ﬁ = uil+-i + 5“n+3 - un-l—-! - Bun—kl — 4,
pour tout n 2 0.

17. Soit A = (a;), <, j<, une matrice carrée d’ordre p & coefficients complexes, Trouver
toutes les applicalions

J=0f o fp)t N> Cr
qui vérifient

J=p
R

Jiln - 1) = JZ.,«U-./;(-~>

pour 1 < i < pettowt na N (Mettre A sous la forme de Jordan), .
Ultiliser les résultals obtenus pour retrouver ceux de 'fovereies précédent, en nssociant i toule

solution de la relation () Ia fonetlon

(S SOl )y o Sl pe))

A valeurn dana O,
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18, ‘Trouver toutes les applications ( f;, Jo fo: /i) de N dans C* vérifiant les relations sui-
vanties :

Siln + 1) = —5A(r) — 3 £,(n) — 2£4(n) + 4fi(n)
Hlr+ 1) =2 fin) T+ Saln) — film)
ol 1) =10 fi(n) + 7£,(0) + 4f5(n) — 9 fi(n)
Siln + 1) =2 fi(n) + fa(n)

(utiliver ' FExercige précédent),

1 Soit K un corps algébriquement clos et de caractéristique 0; dans cet Exercice (*), on
comidere des séries formelles & une indéterminée 4 coeflicients dans K (§§ 27, 28, Exercice ).

a) Ihiant donnée une série formelle

= DT

rEN

o une indéterminée T, & coefficients dans K (de sorte que f est une application de I’ensemble
N don entiers naturels dans K3, on appelle dérivée de x la série formelle

~
X = %Jf(n + 1)Tnfrl,
nEN

Montrer que Mapplication x — ¥’ est une dérivation de ’anneau K[[T]]- Dans ce qui suit, on
notern

A= ) A=) L w = (), L

low divivéen suceessives de x,
) Bitant données des constantes @ .-, 8, €K, montrer que la recherche des séries for-

mellon
Wl
x = Zf(n)'l“"{n!

NEN
véelliant I'tguation différenticlle lindaire et homogéne 4 coefficients constants
(i) XY = Qy 1% Pl -t gk

tovient  ln résolution de Péquation (k) de I Exercice 16.
¢) Pour tout Aes K, on considere la série formelle

-
exp(AT) = 211“’1""{::!
HEN

(*) Lo bt do 1 fivercien 1o et des suvants est de montrer au lecteur la liaison existant entre
I théorke de I récluction des matrices et colle des systtmes d’équations différenticlles. Il va
o wol ey vicson importance, le sujet mériterait de |J:'.:uu‘.t1u]: plus amples dévelo pements —
mith oevceol uppartiennent pluy & un coury ("Analyse quh un cours d'Algébre, 1intervention
towdelon formetles daos Tn théorie est conforme aux meilleures traclitions, puisque In méthode
o Clauchy-Kownlawsln pour ¢tabliv Pexistence e solutions pour des systémes d'dquations
difdrentiellon & coollicienty analyticuen consinte d'ahord & constiulre dey néries entidres qui
vérlliont « formellement » le depuntionn données (nutrement dit, i e placer, comme nows le
dnonm Tel, dao o ondree den sérles fovmelles, convergantes ou non), puls b démontrer, & alle
o mnjoritlons de leur coolliolontn, que con séelon formollex convergent, Do o on den syntémen
dudldn fel, len ddmonsteations o vonvergonee (lomeguo 1€« @ blon antendu) sont (rlvinles
Vi i forme partioutidremont mrple den sdrion abtenues,
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(dont la définition est évidemment inspirée du ddéveloppement en série entiére de la fonction
exponentielle classique). Etant donnée une série formelle

& e 2 () 1!,

montrer que les propriétés suivantes sont dquividentes : (i) on a f{n) = g(r)A» ou g est une
fonction polynomiale sur N, & coefficients dans K, ¢t de degré 7; (i) la série formelle x est pro-
duit de la série exp (AT} par un polynéme de tegré r en T, A coefficients dans K. (Il pourra
étre utile d’utiliser I’ Exercice 8 cles §§ 27, ald),

d) Soient3,, ..., }, les racines dans K de I'équation

AP == rI;,._ll-“'"l R i

etry, ..., r, leurs ordres de muitiplicité, Montrer que la solution générale de I’équation diffé
rentielle () est

* = g(T)exp(WT) + -+ + g,(T)exp(:T)

ou chaque g, est un polynéme de degré r,— 1 au plus i coeficients dans K.

e} On suppose K = 0. Que resterait-il 4 faire pour déduire des résultats précédents la théorie
classique des équations différentielles linéaires et homogénes & coefficients constants ?

J) On cherche maintenant p séries formelles

% = L fi(n)Trfn!

J=p
x! = Za X
i J=t W

ol1 les g;; sont des éléments donnés de K, Montrer que la résolution de ce probléme revient
& celle de I’ Exercice 17, et interpréter les résultats de 1'Exercice 17 dans le langage de la théorie
des systémes d’équations différentielles,

Dans les Exercices suivants, on demande, en utilisant 1’ Exercice 19, [}, de résoudre les sysidmen
différentiels donnés :

vérifiant le systéme

20, x = 5% — 3y 4 2z
2= gx—gy 52
21. } ¥ = — 12y - 62
Vo= 1ok —— 19 V- 1oz
Zheren— a4y - 142
29. R R B IR A P
Yo an Gy o) 132
2 ey o B
28, B LA |
]-" N | y
' e [+ B e g

[ T Y A
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24, Intégrer I'équation différentielle
28— &) — 5x® 47 L By 4 4x = 0.

26, Utiliser I’ Exercice 16 pour établir identité

p=n

Wl 2
_alat 1) a—7n— (2@ —5a+ 1)n" ey

%pea!’— (1—a) + 21 —ay a

(on suppose a 5& 1).

26, Soient K un corps commutatif et # un entier positif. Qn désigne par V l'espace vectoriel
(sur IX) formé des polynémes a une indéterminée, 21 coefficients dans K, _c’lc degré au plus éga!
i n. Quelle est la dimension de V sur K? On désigne par D application de V dans V qui
transforme chaque polyndme en le polynéme dérivé. Montrer que D est un crgdomorphl;.me
nilpotent de V, et trouver une base de V sur K par rapport a laquelle la matrice de D aitla

lorme de Jordan.

§ 36

(Les Exercices 1 & 21 sont relatifs 2 des propriétés valables sur un corps de base K quelconque,
4 ceci prés que le lecteur devra parfois exclure les corps de caraciéristique 2, ce que nous n’avons
pas mentionné explicitement dans les énoncés en question. Les Exercizes 22 & 51 supposent
par contre que le corps de base est R ou C, ce qu’on a indiqué dans les énoncés. 11 va de soi
par ailleurs que les énoncés valables sur un corps de base quelconque, notamment ceux des
Exercices 1, 2, 9 4 21, sont tout aussi utiles lorsque le corps de base est R ou c.)

1. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K; on appelle
forme quadratique sur V toute fonction polynomiale homogéne de degré 2 sur V (§§ 27, 28,
Exercice 17); i.e, toute application ¢ de V dans K donnée par une relation de la forme

g(x) = Xa; xxy
ol les a;; sont des ¢léments donnés de K, et ou les x,eK sont les coordonnées du vecteur

x&V par rapport 4 une base de V,
a) Montrer que si f (x, ») est une forme bilinéaire symétrique sur V, la fonction

g(x) =S (% %)

est une forme quadratique sur V (dite associée 2 /).

b) On suppose K de caractéristique % 2. Montrer que la donnée de ¢ permet de reconstituer
/> 4 laide de la formule

x - — g(x —

Fla gy = 132 —qx—p)
4

¢) Inversement, si ¢ est une forme quadratique sur V, la formule précédente définit une forme

bilinéaire symétrique fsur V, et on a g{x) - < (% A, '

d) Pour qu'une base de V soit orthogonale par rapport &/, il faut et il sullit que expression

de ¢ par rapport & cetle base soit de la forme .

a0) = e b b el

(on dit nlovw que ¢ ent rodulto & uno sommo do onrron),

[ Loen vebwuiltats préoddents montrent guae Péade den formes bilnoalros nyméteiguon est deulveas
lente, en onvactdelitlgue o u, b oolle den e uandrmtieuen, On wtilivern souvent I langage
clew Tormen quadhentieuen di o Bvarieos sibvints, |
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2. Soit K un corps commutatif de caractéristique # 2. On considére une forme quadratique

|
q(x) = Z a‘-_]-x,.xj

1<7,7€n
wr K, . -
oo . . )
@) On suppose a,; == 0; montrer qu’il existe alors une forme linéaire f; sur K" telle que 'on
nit

g(x) = ay S1(x)F + q1(x)

oft ln forme quadratique ¢; ne dépend plus de la variable x; (écrire g{x) comme 1_.1r1~trmome
dunecond degré en x,, dont les coefficients dépendent de x,, .. ., x,, €t mettre ce trindme sous
ln forme canonique des Lycées et Colléges). 3
lai 5 i

by On suppose a;, = 0 mais a,, == 0, et on choisit comme nouvelles coordonndées dans K
lew formes linéaires

J= %+ %

Y =X

i = X (3 T b ﬂ).

>
9(x) = byyi;

1Lijsn

Montrer qu'on a

wvee by, o4 0, el par suite qu'on peut, dans le nouveau systéme de coordonndes, appliquer la
question a), ‘ )

. . (o _ R
¢) Déduire de ce qui précéde une méthode pratique pour réduire une forme quadrauquc?:lmnc
somme de carrés Exercice [1, d)], ou pour construire une base orthogonale pour une fo
bilindaire symétrique donnée. ] ,
Do lew fixercices 8 4 8, on demande de mettre la forme quadratique donnée sous forme d L:ﬂn:
womme de eareds en utilisant la méthode indiquée dans I’ Exercice 2; on pr‘cndrg Q po1.u“é;.‘,01t}:lt
de bane, et onindiquera dans chaque cas le changement de coordonnées qui conduit au résu
cherché

N N F ATk ga b qers o280 1 250X

A & o — 4ad b o2xgx, — 4k,

Iy, axy | 18 | Bad — 12xyxy 4 Bapyg — 274,

i, A loawd boat b gy b dary b oawgxg o 2xxy b 2Xxy e 28N,
1 I R R I A 15 B B RO NS EOE N S RS

i, AT R B 2 S R BT R e

), Hoit S une forme bilindaire sur un espace vectoriel I de dimension finie sur un corps K.
a) Holt

"\ {,r"l(ﬂl' ”J}}l (L ]

In madelos da fpar rapport doune base (a) do B On ldentilie chague veetour o . 1% h_l,“. III.II'II'II'I'
colonno formde nveo lon composanten do y par rapport i la bise en question, Monteer qi‘on i

e e~ e
e i . e e
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alors

f(xs » = UJ.A.X
quels que soient x, ye E.

&) Soit B la matrice de f par rapport & une autre base {4,) de E. On note P la matrice de
passage de la base () 4 la base (4,). Montrer que '
B = ‘PAP.

¢) Déduire de la que, pour toute matrice symétrique 8 e M, (K), il existe une matrice diago-
nale IJ et une matrice Pe GL(x, K) telles que

S — PDP,

et réciproquement ; montrer de plus que, si K est algébriguement clos, on peut supposer tous

les coefficients de D égaux 4 1 ou 0, et que si K = R on peut supposer qu’ils sont égaux a (),
+ 1ou—1.

10. Pour toute matrice symétrique S d’ordre n, & coefficients dans un corps algébriquement
clos K, il existe une matrice X &€ M, (K) telle que

8 = XX,
et réciproquement.

11. Soit f une forme hermitienne sur un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps
commutatif K (muni d’une involution, cf, 'introduction du § 36).

a) Soit A = (f(a,a))), -, j-7u la matrice de f par rapport 4 une base (a,) de E. Montrer que,
si ’on identifie chaque » < E 4 1a matrice colonne formée avec les composantes de x par rapporl
& 1a base en question, on a

S, ¥ =% Ax
quels que soient x, ye E.

&) Soit u une endomorphisme de E, dont la matrice par rapport 2 la base {a,) est U; montrer

que la matrice par rapport i cette base de l'adjoint de u relativement 4 f (on suppose mainte-
nant f non dégénérée) est

ATIU#*A,
¢} En utilisant Pexistence pour toute forme hermitienne d’une base orthogonale, montrer que,

pour toute matrice hermitienne Ae M, (K), il existe une matrice hermitienne diagonale
DeM, (K} et une matrice inversible Pe GL (n, K} telles que

A = P*DP.

12. Pour que le produit de deux matrices hermitiennes soit une maltrice hermitienne, il faul
et il suffit que les deux matrices données commutent.

13. Soient E un espace vectoricl complexe de dimension finie ot J une forme hermitienne
définie positive sur T,

a) Montrer que, pour tout sous-espace vectoriel M de I, lopérateur de projection orthogonale
fy est autoadjoint relativement i Jf, -

b) Inversement, pour tout endomaorphivme p de 15 tel (ue

fi = p¥ o Y,

I exdate un sownespace veotoriol M ol (qUe pros fyg
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#) Soient M et N deux sous-espaces vectoriels de E; soit M’ (resp. N') le sous-espace formé de_!i
yee M (resp, xeN) orthogonaux &4 M nN. Montrer que, pour gue by et py commLétcrcllt, i
faut et il suflit que M’ et N’ soient orthogon:aux (la situation genera‘hse alors celle de deux
plans perpendiculaires dans Pespace usuel). Si cette condition est réalisée, on a

Pranx = Py Py
Purx =Pu+ Ix— Py obx

d) Geéndralisation 4 un corps de base quelconque ? (Considérer des sous-espaces non isotropes).

14, Soit fune forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E de dimension ﬁm‘c]sur }J.ln
corpy commutadil’ K, Soient a4, ..., a, des éléments_de EetU ‘lc sous-espace vectorie (111.1 ils
angendrent. Les deux propriétés suivantes sont équwalentcsi {i) U est non isotrope .ct. es a;
forment une base de Uj (i) le déterminant des f(a,, a;) n'est pas nul. Corollaire: si f ne
pomséde nueun vecteur isotrope (exemple : K’ = Ret f définie positive), pour que cées vecteur)s
iy « ooyt s0ient linéairement indépendants il faut et il suffit que le déterminant des f{a,, g;
#olt non nul,

Ih, Soil
8 = (a’ijjl '_,‘,j’-.n) aij = a,fi!

une malrice symétrique a coefficients dans un corps commutatif K. On suppose que les mineurs
prinolpnux

1
Dy=|........... | {r=lp In

e 0 0 0
D={° & 0 0
0 0 0 e,
ol une matrice trinngulaire de la forme
10 0 o 0
Tt 1 0 0 0
'rnl 'ta.:! 'Eﬂs e trn #—1 1,

i coellaients dang K, telles que
S = TD'T;

(e 1 et "1 sont entigrement détermindes par S; et que les termes diagonaux de D sont donnés
pive ew relationy

f [)1' oy == D'.!J”)h vy By = Dnﬂ)n-—l'
Ciorolladre ( Jacobi) @ soit
gx) oo Nagwxg  (agy = ay)

une lormo guadratique telle que les mineurs prinelpaax de En matrice (a;,) ne soient I';m
il mlors on peut rddulre ¢ A une somme de careds i 'adde un ehinngement angdaire de
aoordonndaos,
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(Pour établir 'existence de T et D on pourra utiliver le § a3, fixercice 11, ou bien raisonner par
récurrence sur #, en écrivant
S, lu
v )
Sw (1
n [

ol S, est une matrice carrée d’ordre n — L, & une matrice colonne A n — 1 éléments, et utiliser
une décomposition en blocs analogues pour 1) et 'I'),

16. Les notations restant celles de I Exercice précédent, on suppose 8 de rang r quelconque, et
on cherche & mettre S sous la forme

S - I'DIT

AVEC &1 F 0, ..., 6, 0, 6y == ce s = ¢, = 0. Montrer que, pour que le probléme admette
une solution, il faut et il suffit qu’on ait

D, 0 pourr - p<y,

17. Soient E un espace vectoriel de dimension finic sur un corps commutatif K, et S une
forme bilindaire symétrique non dégénérée sur E; on note q la forme quadratique £ {x, ),
On suppose qu’il existe des vecteurs isotropes non nuls peur £, Montrer alors que, pour tout
ca K, il existe x E tel que

g(x) = e

18. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K, et June
forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E, come -

a) Soit H un sous-espace vectoriel de E, non isotrope pour f. Montrer qu'il existe un et un
seul automorphisme s,, de f pour lequel on ait '

_ x sixeH
Sulx) = —x sixeHt

{symétrie par rapport 3 Hj}.

b) Soient ¥ un automorphisme de J et x un vecteur non isotrope pour f. Montrer que l'un
au moins des vecteurs u(x) — x, u(x) + x est non isotrope. En déduire qu’il existe dans B
un sous-espace H non isotrope tel que I'on ait su{u(x)} = x. [Prendre pour H soit le SOUS-CSPACH
orthogonal & u(x) - x, soit le sous-espace engendré par u(x} — x].

¢) En déduire, par récurence sur %, que tout automorphisme de f est produit d’au plus n symdtries
bar rapport @ des sous-espaces non isotropes de E,

19. Soient E un espace vectoriel de dimension finic sur un corps commutatif K et /" une
forme bilinéaire symétrique sur E. On dit quun sous-espace vectoriel U de Tt cst totalement [80s
trope pour fsif (x, x) = 0 pour tout x & U; on dit que U est un sous-cspace totalement isotrope
maximal s'il n’est contenu dans aucun autre sous-espace tolalement isotrope pour fi On se
propose d’établif que fous les sous-espaces totalement isofropes maximawx de_f ont la néme dimension,
qu'on appelie Pindiee de f (ou de la forme quadratique correspondante)
a) Pour que U soit totalement isolrope pour £, il faut et il willit que

JAwg) 0 quels que solent v, ye U
e que Uae UL (wiliver 1 fiverofee 1)

&) Solent U ot V doux Rovnsarpaees totalement inatropos pour /i Montrer que pour toul,
reLa VA o sounsenpies Vo Iy onl totalement Iotropn; :
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0) Soient U et V deux sous-espacer totalement isotropes pour f; soient M un supplémentaire
de UnV dans U, et N un supplémentaire de U n V dans V. Montrer que

UnVi=(UnV)&(MnNL).

Montrer que les ééments de M nNL s'obtiennent en résolvant un systtme de 5 = dim (N)
depuidtions lindaires et homogénes 4 r = dim (M) inconnues. En déduire que, si '

dim (V) < dim (U),

il existe un xe U non dans V tel que le sous-espace V 4 Kx soit totalement isotrope.

) Montrer que tout sous-espace totalement isotrope est contenu dans au moins un sous-
aipiee totalement isotrope maximal. En déduire, 4 I'aide de la question ¢), le résultat annoncé.

N0, (Démonstration du théordme de Witt). Soit f une forme bilinéaire symétrique non dégé-
niérde nur un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps commutatif K de caractéris-
thipue dillérente de 2. Soient M et N deux sous-espaces de méme dimension de E, et u une
npplication linéaire bijective de M sur N. On se propose de montrer que les deux propriétés
milvitnies sont ¢quivalentes : (1) il existe un automorphisme de f qui coincide avec usur M;
() onon fulx), w( 0] = f{x, 3 quels quesolent x, y& M. Comme il est trivial que (i) implique
(1), onwe borne ci-dessous & montrer que (it) implique (7).
) Solent y et p deux ¢léments de E tels que

Flx ) =S () #0;
montrer gu'il existe un automorphisme de f appliquant & sur y (montrer que x — y et x + y
ne Hond pas tous les deux isotropes, et prendre la symétrie par rapport a H, ot H est soit 'hyper-
plan orthogonal & x — y, soit la droite engendrée par x + 3).
by On wuppose que M et N ne sont pas totalement isotropes. Montrer 4 'aide de la question a)
(u'on peut supposer wlx} = x pour un & € M non sotrope. Soit E' I'hyperplan orthogonal 4 x;
maontrer ¢ue, pour construire un automorphisme de f prolongeant w, il suffit de construire un
mutomorphisme de la restriction £/ de f4 B égal 2 v sur E‘ n M. En déduire dans ce cas le
théortme de Wiil par réeurence sur dim(E).
1} On wuppose dorénavant M et N totalement isotropes. On choisit un x ¢ ML, Montrer qu'il
exinto un yar Nt el que 'on ait

Sy, w(2)] = flx, 2) pour tout ze M.

Maontrer ¢qu'on peul en outre supposer
f(.)": )’} :f(x’ x)

(remiplacer y pary |- i avee te K et ne N convenablement choisis).
d) Ddduire de ln question ¢} qu'il existe des sous-espaces non totalement isotropes Mo M
ot N9 N, adosi ga'an isomorphisme ' de M sur N, tels que 'on ait

Sl (), w0 (0] o flx ) quels que soient x, ye M’
w'nsur M,

et aehever i partie de I la démonstration du théordme de Witt,

1, Holent 1vun enpiee veotorlel de dimenston finde s un eorps commutatil I8, /S une forme
billndadre symdteloue non dégdndrede sur 1, ot Mo soutseapace totalement lsotrope de dimens
wlan v cla 1,

a) Montrer qu'tl exlate diaos 1% don voeteurs non otropes non orthogonaus & M,

e
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8) Montrer qu'il existe un sous-cspace totalement isotrope N tel que
I = Ml@N

(prendle iC Symétl lquc d{.. IVI Par ra )p L: ]c dl 011 Cllg cnaree p L
orl i @ 6 d ar I url dCS vecteurs Coll‘"]"“I
dan.s Ia quSSUOH FIéCédCIlte).

€) Soit H = ML n Ni; montrer que
L = M@Ha@N,

v‘g q;‘.le: H ne contient aucun vecteur isotrope non nul si M est totalement isotrope maximul,
n lorme une base de E en réunissant des bases de M, H et N; montrer que la matrice da /
par rapport 4 cette base est de la forme :

00 A
sz(o S, 0
A0 0

h

ot A est une matrice carrée inversible d’ordre 7, et S; une matrice symétrique d’ordre 2 — g
d) Trouver a quelles conditions une matrice de 1a forme

U0 o
(o v 0)
0 0 W,

]()01‘1 U et ‘W sont carrées d’ordre 7, et V carrée d’ordre n — 2r} représente, par rapport A li
dasr; considérée d{ms E, un automorphisme de f. En déduire que pour tout automorphisme 1

el espace vectoriel M, il existe un automorphisme de fqui se réduit & # sur M. Pouves-
vous déduire ce résultat du théoréme de Witt ?

22. Soit g(x) une forme quadratique sur un espace vectoriel réel (resp. complexe) I e
dimension finie; montrer qu'il existe une base de E par rapport a laquelle Pexpression de (i
est de la forme

(%) At b= e+ o+ xhg)

{resp.
).
Trouver une telle base (dans le cas réel et dans le cas compl les forme i
des Brapopms telle plexe) pour les formes quadratiquen

23. Solentf, ..., -y des formes lindaires sur un espace vectoriel réel U de dimension finie;
on suppose que, sur U, la forme quadratique

(](1‘) ZJG(xJz |- v o f},{x)ﬁ '_"./.In“'i (_\.)B T ,_____Jf“_|_”(xJ!|

soit définie positive, i.e. vérifie

g(x) =0 pour tout XA,
Montrer qu'on a alors
dim (U) & p.
(Remarquer que dams lo e contradre i oxlatornlt un 4 A0 00 S oy Sy nersdent touten

nullen),
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#4, Soil ¢(x) une forme quadratique sur un espace vectoriel réel E de dimension finie. On
¢hoisit une base de E par rapport 4 laguelle g est mise sous la forme () del’ Exercice 22 ; montrer,
h nide de I’ Exercice précédent, que tout sous-espace vectariel U de E sur lequel g(x) est définie
positive est de dimension g au plus. En déduire (loi d’inertie des formes quadratiques) que les
entiers p et ¢ de I’ Exercice 22 sont indépendants du choix de la base de E par rapport 4 laquelle
g(x) se met sous la forme ().

| Le couple (, ¢) formé du nombre p de carrés positifs et du nombre g de carrés négatifs dans_la.
lormule (#) s’appelle la signature de la forme quadratique considérée ou de la forme bilinéaire
nymétrique corrcspondante. Le nombre p est la dimension maximum des sous-espaces sur
lencpuelles la forme donnée est définie positive, et le nombre g la dimension maximum des sous-
eipices sur lesquels elle est définie négative].

85, Deux fon mes quadratiques g et ¢' sur un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps
commutaiil sont dites équivalentes s’il existe un automorphisme # de E tel que I'on ait

g'(x) = g(u{x)) pour tout x=E.

On suppose que le corps de base soit R; montrer que, pour que ¢ et ¢’ solent équivalentes, il
Tt et il suflit qu’elles aient méme signature.

20, Montrer que les deux formes quadratiques suivantes sur R? sont équivalentes, et cons-
truire un automorphisme de R® transformant la premiére en la seconde :

2.1:2—{-9)12-1— 3z2+8x};_4xz—10}z
3%t - 32 + 622 — 4%y — 4xz + 8)2.

Méme probléme pour les formes

¥ b 5ot 22 By Bz b 6z et 44+ 4 02— r2az

97. On considére sur Rr la forme bilinéaire symétrique f correspondant 2 la forme quadra-
thague
§6) = 5t g — o ¥

el on suppose o ¢. Montrer que le sous-espace engendré par les vecteurs

¢ I hin €y -+ Cprpr vy ep + €aps Cprgrls v s &,
ent tolnlement isotrope maximal pour f (Exercice 19).
1in déduire que si fest une forme bilinéaire symétrique de signature (1, ¢) sur un espace vectos
viel réel da dimension #, Vindice de f (Exercice 14) est r -1 n — p — g ol 7 est le plus petit dew
teux entiers p ot g,
Quelle st 1 dimension des sous-cspaces totalement isotropes maximaux de la forme deo
Lovenls

A8, Hoit £ une forme bilinénire symétrique non dégénérée sur un espace veetotiel réel I de
dimension finte, Solent M et N deux sous-espices vectoriels de B, tely que dim(M) = dim(N),
Pour quil existe un antomorphisme de f appliquant M sur N, il faut et il suflic que les restrics
ton de /M et N ndent e méme signatare (uliliser le théoréme de Witt et les Lixercieos 24 ol 25)
On prend poure /' la forme de Lorentz et on comlddre, nar ensemble de tous les sous-espaoes
veatoriels de 14, Tn relation d*équivalence « il exivte un nutomorphinme u de /iel quou(M) =N »,
Clomblon d'élédments 'ensemble quotlent ecomportes«il

Méme question pour In forme quadratiepne

‘.I | |.l { L (L] "I
war 1Y,

§ 36 EX RO 649
29:_ Pour quune mntrice hermiticnne complexe e M, (C) soit positive, il faut et il suffit
qu'il existe une matrice X &M, (C) telle que

FL v XWX
si de plus H est réelle on peut supposer X réelle [utiliser I Exercice 11, ¢), et noter que les termes

diagonaux de D) sont positifs si H est positive|
En déduire que si

H = {ﬂr,j)l S
est une matrice hermitienne complexe positive, on a
yy Ty X
P AP 20 pour 1<l pTn
o ay,

et que
D, =0 implique Dppr= =D, =0
(Montrer d’abord que D, >> 0, puis remplacer H par la matrice dont D, est le déterminant,

et uti_liser IExercice 16), Cas n = 27 (Retrouver Pinégalité de Cauchy-Schwarz, et le « signe
du trindéme ».) .

30. Soit
H= (ku)lé:.jéu

une r{;atmce hermitienne complexe positive. Montrer qu'il existe une matrice triangulaire
complexe

il.]. lf1"! g1r\ .
T = 0. N ’fn ly, avec ¢y réel positif
o o0 ... ¢,
telle que
H = T*T

(utiﬁs.er les Exercices 15 et 16). Si H est inversible, T est unique,
Déduire de ce qui précede que pour toute matrice hermitienne positive H on a Iindgalité

0 << dét(H) <2 hyyhges - o2

an ;

si H est inversible, on ne peut, de plus, avoir ’égalité que si I est diagonale,

31. Soit A une matrice carrée inversible & coefficients complexes. Montrer qu’il existe une

matrice unitaire U et une matrice triangulaire T = (£,), avee &, = 0 pour tout i, telles que
A=U.T,

et que U ct T sont uniques (appliquer I'Fxercice précédent & A*A), Montrer que U et T son
réelles si A est réelle.

§ 82 Soit A v (ag)y <, <, une malrice complexe; montrer qu'on a

Jon
[ddi(A) " '! ety [ b oo Jag )
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38, Pour qu’une matrice hermitienne complexe soit définie positive, il faut et il suffit que tous
foi mineurs principaux soient strictement positifs (utiliser "Exercice 30 et calculer les ¢, en
lonetion des mineurs principaux de la matrice donnée).

34, ‘l'vouver, & Vaide de I Exercice précédent, les valeurs réelles de £ pour lesquelles les formes
(uidratiques suivantes sont définies positives :

5a2 - 2 b k3 4%, — i, — 2,0,

2x% 4 x% + gad 4+ 2ivx, + 23,

axt 4 2xf 4 3 4 ot + Gagxy + 21,0
tHx} -+ 2 -+ 43) + grxe + Bxixg + Baxg

46, Montrer que toute matrice hermitienne positive est somme de matrices de la forme

ol réciproguement,
Iin llm_iuirr- que si deux matrices complexes (a;)1 <, j<q €t (8;)1 <4, j<,q 500t hermitiennes posi-
tven, il en est de méme de la matrice

(aubu)lés.jén

ohlenue en multipliant les termes de mémes indices des deux matrices données.

40, Soit 1L une matrice hermitienne complexe, Montrer que 1 —iH est inversible, que
U= (14iH) (1 —iH)~? = ({—H) (i + H)-

enl unitinire, et que — 1 nest pas valeur propre de U. Inversement, toute matrice unitaire U
tlont —— © n'est pas valeur propre peut s’obtenir de cette fagon (transformation de Cayloy).

47, Boit [ une matrice complexe hermitienne positive. Montrer (en réduisant H & la forme
tlingonnle & Pnide d'une matrice unitaire) qu’il existe une et une seule matrice hermitienne
poritive FY telle que

H = ",

1
(t I dit que I est la racine earrée positive e I, et on éerit 1T’ = H “).
U8, Solent 8 el "I’ deux matrices hermitiennes complexes; on suppose S définie positive,

Montrer gue les valeurs propres de ST sont réelles, et méme positives si T est positive
(utiliner 1"fixercice 573,

Ik Boit A une matrice carrde inversible & coeflicienis complexes; montrer que la matrice
AMA

enl hermitienne el définie positive, 1in considérant s racine envede positive, montrer qu'on
peut dorlve

A= UL

aveo L undtadee, ot T hermitlenne définle postthvey monteer do plun que Js probléme n'adimet
qu'une solution,
Maontear que, sl A ond vdello, 1 on ost do mbme de U o de 1T,

qq
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40. Soit FcM,(C) un ensemble de malrices normales deux 4 deux permutables. Montror
qu’il existe une matrice unitaire Ue M, (C) telle que UAU! soit diagonale pour toute A alf,
Interprétation géométrique? (Utiliser I’ Exercice 22 du § 34).

Dans les Exercices 41 & 47 on demande de ramener la matrice symétrique réelle donnée & ung
matrice diagonale & aide d’une matrice orthogonale réelle.

41, 6 —z 2 42. /11 i} 2 43, 8 4 —1
(— 2 5 0 8 5 — 10 4 —7 )
2 0 7 2 — 1l 2 — 1 4 g

44, 17 —2 —2 48, , 0 1 —3 0
<—2 14 —4> 1 0 0 —3

—2 —4 41 —3 0 0 1

. 0 —3 I 0,

46. ' 5 —§ I 3 47, ‘g 0 0 0
—35 5 3 r 0 5 4 —2

1 3 5 —5 0 45 2

3 I —35 5 0 —2 2 8

48. Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, £ une forme bilinéaire symétrigque
définie positive sur E, et « un automorphisme de f. On suppose que les seuls SOUS-CSPACIN
vectoriels de E stables par u sont E et {0}, Montrer qu’on est alors dans Pune des situations
suivantes ! (i} E est de dimension un et z est égal & + 1 ou & — 1;{if )} E est de dimension deun,
et il existe une base orthonormale pour f par rapport & laquelle la matrice de « est de la forme

cos g —sin'y
sin ¢ cos g

ol g est un nombre réel non multiple de .

49. Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, £ une forme bilinéaire symétrique

définie positive sur E, et « un automorphisme de £, Montrer qu'il existe une base de B, orthos
normale relativement 2 f) et par rapport 4 laquelle la matrice de  est de la forme

(1 M
1
—1 @]
—1
cos ¢; — sin g,
$in g, co8 @,

O .
con g, - win gy,

\ win Py CON gy J

oft low g nont den nombrow edels non multlples do w,
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B0, Pour tout nombre réel £. on pose a laquelle 'expression de S en fonetan den conrdonmees tle xoel gy oest
« Pour s : ;
I i
; cost sint 0 /1 0 0 \'
U(t) = - Si]l ¢ cos ¢ 0 1 \ ”) = (0 C.OS t sin ¢ ' J(I("" M o] il Illlu i II|".'r| [
0 0 1 O —sin! cos ¢ -
Montrer que, pour toute matrice orthogonale réelle X d’ordre 3 et de déterminant 1 (matrice En déduire que deux formes hilindniren ahernden non dégdndrées sur v peuvent &tre (rangs
p antrer que, l.d Pespace usuel) il existe des nombres récls o, 4, 0 tels que formées I'une en Pautre par un automo; phinme de VO Fsistestil des formes bilinéaires alterndey
'une rotation dans esp non dégéndrées sur un espace de dimennlon b
X = U{p)IV(OU (). _ [ 6) On choisit une forme bilindaire ahernde non dégénérde £sar V. et on appelle plan nan
- ik de la premiére 4 la | dégénéré de V tout sous-espace oo dimoniton o de V' owar lequel fn'est pas identiquemaeril
(Obuaerver que si 'on a deux bases orthon_ormalcs b €L, v, w, on passe de la p nulle. Soit Sp(V) le groupe des automorphivmes v de V' el (que
neconde en effectuant d’abord une rotation autour de & de fagon a amener ¢ dans le plan
engendrd par # et », puis une rotation autour de Pintersection des plans i et uv de fagon A SWN u( ) e
N . i . i ) es et f sont appelés les . Cons . .
nmener A sur e, et cnhn’unt.’rotatror} a.utoul_‘ de ). LZS 32:12;‘ P PP quels que soient x, rev i« groupe synplectioue wi, Montreer que SHV opére transitivermen|
L} i . & ¥ ") . - n 3 ! N 2 i . 4 r . .
anglos A" Eulor de la matrice X {ou de la rotation correspon sur I'ensemble X des plans non degdndrés, ot que s Pa X le sous-groupe de Sp{V) qui laisge
fixe P {i.c. 'ensemble des i €SV el que w1 ) vt isomaorphe au produit

‘onsidére la matrice hermitienne
4 b, On considére la ma Shia h) SHW)L
1 0 , s . ,
8 = (0" ) ) ot West Porthogonal de ' duns \ P rapport b/,
? ] . ) On suppose maintenant Aue b est lini i g dldments, Soit v un élément non nul de V. Maontrey
d'ovdre p | ¢ et de signature (p, g). Montrer que le groupe des automorphismes de S, i.e. le que ¥ appartient & ¢" 2 plans non dépéndrés, 1 deduire Ta formule
groupe des matrices We GL(p + g, C) telles que | VA
Clard (X)) . [T
WH*SW = §, U
ent envemble des matrices Soient P un plan non dégénére of W son orthaponal dans V., Montrer que 'on a

W (A B)

Card (Sp(V)y (g Lig® P Card (SpiWie,
CcC D

En déduire, par récurrence sur ny L foronude

posiddant In propriété suivante : il existe une matrice complexe Z 4 p colonnes et ¢ lignes, telle Feo
fque l matrice Card (SpiVyy — goenen E E (1 - 1lg,
* o
1, — Z¥Z
ol définie positive, et deux matrices unitaires U et V, d’ordres p et g, telles que 'on ait les q 53. Soit X un ensemble ayanl 6 éléments. Soit Y Pensemble des parties de X ayanl o ol @
velntions éléments. On définit une loi de composition symétrique sur Y en posani :
1 L . -
VAR — 2T T A= A pour tout Aey
1 —Z%Z) U, B = Z%1 —77%)
A ( ) 1 { L A A o pour tloult AeyY
G 200 —27X7) *U, D= (1-—-22%"2y, A B OAUB - AnB s AnBaun éldment
. ) . VEB= X - (AuR st A et Bsont disjoints et non vides,
ot de plus U, V et 7 sont entidrement détermindes par W, 8i W est réelle, il en est de méme da ) - ) . .
. - a) Montrer que cette loi de composition fait de Y un groupe comumutalil, d'ordre 13 o
U, Vet Z, [NII— On pose P i | T : group , .
! , L \mt d’élément neae - Montrer-que Y peut étre muni (cle Tagon unicue) d'une strueiure o CSpiee
TR (“ 4) veetoriel sur le corps &~ 227 o1 que sadimension est égale i 1-
| . efing itive) By S1 A BeY, on désigne par £{A, B Pélément de f défini par by congroence
ornque T est définie positive), |
SNy = Gued (ANB) (mod 2).
G B Bolt N unenpace veetoriel de dimension padre n o am s o orps conunutalil 4, Montrer que £ st une forme bilinéaive alternde non dégendrde sur Y,
) Bolt £ ane forme bilinéadre nlierne (§ wa) non dégéndede sur Vo O ehoislt deux vecteurs ¢} Soient A, B, .(: trods parties de X, ‘ii-“i“illl"-‘-‘-"'f Ay :'||.!| e _ll"IIN I"J"'HIH‘IIW» Maontre
el el gue f(a, ) Coeton conidére e plan 'e V' oengendpd P et by Montrer que I e f'.' ACBCC et i sony espace totidement iwoteope de dimension o e Yo (relativenent
tentetetton de £ ent non dégéndede, of en dédulre die Vooxt wonne efrecte de 1ot du sous I T TR IO
enpace VOdow veoteur orthogonans 4 1 povr £ B déddve que Voadmet aine hage AL PRpport d) S s, e sronpe dos pormtons do N TR Jrotpe momorplio PO Ry ok e
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By Soit d’autre part 5p(Y} le groupe des automorphismes de Y qui conservent la forme f
{ee proupe est souvent noté Sp,(F,)). Montrer que tout élément de 8, définit un élément de
Sp0Y), et que 'homomorphisme ¢ ;¢ S, — Sp(Y) ainsi obtenu cst un isomorphisme. {On
monrera d'abord que e est injectil, puis on comparera les ordres de Sy et Sp(Y).)

—

¢) Soit Fle k-espace vectoriel des fonctions /1 X = £ telles que }_Jf(x) = 0. Soit V = F{{o,1}
TEX

le quotient de I par le sous-espace de dimension 1 engendré par la fonction constante 1, A

lout AeY, on associe sa fonction caractéristique 8, (égale & 1 sur A et 4 -0 sur X — A).

Maowtrer que A — 8, définit un isomorphisme de Pespace vectoriel Y sur Pespace vectoriel V',

Maontrer ¢ue cet isomorphisme transforme la forme bilinéaire f de 6} en la forme

Wl
u(, 6 = Z 0(x) 0/ (x).

rex




