§ 2. La notion de fonction

1. Couples

Nous avons introduit, au § précédent, les signes = et &, qui servent a ccmstruirre
Jes relations. Nous allons maintenant introduire une opération qui sert a construre
des objets mathématiques.

Cette opération consiste 2 former, & I'aide de deux objets mathématiques x et ¥
énoncés dans cet ordre, un troisiéme objet, que I'on note

(, ¥

et qu'on appelle le couple (x, #); et Popération consistant 4 former des couples est
\ a B o 1 =
sournise & une scule régle d’emploi, que vorct : pour que F'on ail

(% 5) = (&, %)
il faut et il suffit que Pon ait
x=u et y=u
[in particulier, on ne peut avoir (x, ) = (7,%) quesix =y, ce qui montre que I'ordre
dans lequel on éerit les deux objets figurant dans un couple est csscntlgl. On aura
soin en particulier de ne pas confondre le couple (x, y) avec I’ensemble jx, y| défini
au ot

Remargue 1. Qn peul considérer la notion de couple comme un signe fondamental
(4§ 0, 0" 1) qui, avee les signes

ou, nom, s, Lh = €

et des lettres, pr'r:nr-l.lr.lit d'éerire les I\ai.LtIlf’-|1::|.li:|lu'.s‘t"n langage f'nrm-.}lisé.
Mais on peut aussi exprimer la notion de couple i I'aide des antres signes

- fondamentaux (ou d’abrévistions qui 'y raménent) © il suflitde prendre comme
définition de (x, ¥) 'ensemble

1]*“ EEAR
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dont les éléments sont ensemble (x| et Uensemble }x, y| — il est en effet
visible qu’en définissant ainsi un couple on satisfait 3 axiome fondamental
donnant la condition d’égalité de deux couples. Toutefoiscette seconde méthode
met l'accent sur un aspect de la notion de couple qui est parfaitement dénué
d'intérét. 11 est donc bien préférable de s'en tenir a la méthode adoptée
plus haut, la seule et unique question ayant une importance mathématique
Gtant en effer de connaitre les conditions pour que deux couples solent égaux.

On dit gu'un objel z est un couple s'il existe des objets x et y tels que z = (x, p); en vertu
de la régle énoncée plus haut, les objets x et y sont alors bien déterminés par ladonnée
e z; on dit que x est la premiére projaction et y la seconde projection de z, et on écrit
|'n|l}r9-

x=pnlz), > = pra(2).

On dit qu’un ensemble G est un graphe si toul élément de G est un couple, Lorsqu’il en est
ainsi, il existe deux ensembles X et Y caractérisés par les conditions suivantes !
la relation xeX (resp. yeY) équivaut a l'existence d'un 2e G tel que x = pry(2)
(resp. y == pry(z)). On écrit alors

X = pr(G), Y = pra(G).

On peut étendre comme suit la notion de couple. Etant donnés trois objets x, ¥, £
(111 ;HIH(‘

(%, 2) = (%) 2);
on dit que (x, v, z) est un triplet ; pour que P'on ait

(+, ' 2) = (5% &)
il faut et il suffit que Pon ait

J A 4 v

, =y, =2

en ellet la relation considérée s’éerit (a7, 3'), &) = ((x", 3"}, 2"), donc équivaut
A, ) (x", ¥y erz - Aodonc A xt = x" ¥ =" et =2z
e mdme, fant donnés quatre objets ¥, 3, £, ¢ on pose

h}_)‘; 5 l) = {(xi,}'! ‘1)1 '!)

oo it quie (&, y, 2, 8) estun quadruplet, etc, ctc..,

¢ 1'vadduit cartésion de deux ensembles

et X et Y deux ensembles; on peut démontrer (a 'aide des méthodesdu § o)
il ewite v ensemnble 7 caractérisé par la propri¢té suivante : pour que l'on ail
w il fant et il suffit qu'il existe xo X et ya Y tels que = (x, 7). On dit que 7 est le
prwduil partdaten de X et Y, et on éoril
7 =X xY,

| fenserable produit X x Y est done l'enserble des couples (x, ) o xa X et ya Y,
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l.e fait que lopération précédente soit nommée en Phonneur de Descartes
sexplique comme suit. Dans le « plan »
de la Géométrie ¢lémentaire, choisissons
deux axes de coordonnées Ox, Oy et
des unités de longueur sur ces axcs;
on peut alors définir Vabscisse et
Pordonnée de tout point P du plan;
les désignant par x et y, il est naturel
de ne pas faire de différence entre Ie
point P et le couple (x, 3); du reste, si
P’ est un autre point, de coordonnées
% et 3, la relation P = P’ équivaut
évidemment & x=x et y =2, i.e.
a (5 ) = (&, ) Désignant par R
I'ensemble des nombres réels, on voit donc que le choix d’un systéme de coordonnées
dins le plan permet d’assimiler le plan 4 l'ensemble

R x R= R

dew couples de nombres réels — cest ce qui justific la référence a D'inventeur des
systémes de coordonnées.
Soient A, B, X, Y quatre ensembles; alors les relations

AcX et BeY impliquent AxBeX xY;

ln réciproque de cette assertion évidente est exacte pourvu que A €t B soient non
Vides: en effct, si A x BeX x Y et si B contient au moins un élément b, alors
pour tout ge A on a (a, b) e A % B donc (g, p)eX x Y donc (g, b) = (x, ¥) pour
un ye X et un yaY donc @ = x pour un veX, donc AcX; et on montrerait de
méme que BeY pourva que A soit non vide.

i par contre Pun des ensembles A, B est vide, on a toujours AxBcX XY,

pour la raison triviale que
AxB=0 si A=0ad ou si B=d;

en effet, si la relation A x B = @ est fausse, alors A % B contient un-couple (%, ¥
atl motns, on a donc xeAelye B, ce qui montre que A et B sont non vides.

La notion de produit cartésien ¢étend au cas de plusicurs facteurs; siX, Y, 7,
T, L sont des ensembles, on définit .

KoY 7 (X xY) %2y XY RZxT = (XY xZ) Xy

Les éléments de X x Y x 7 sont visiblement les triplets (x, 3, 2) définis au n® 1,
avee vu X, ye Y, @ Z; de méme les déments de X % Y % 7 % T sont les quadru-
plew (x, », £, t) avec xe X, yaY, calctlial,

On observera que la relation

{X-'Y]-t'.'.-}\'.-{'f “ )
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est fausse; les éléments du premier membre sont en effet les objets de la forme ((x, ), 2)
avec x e X, yeY, z&Z, tandis que ceux du second sont les objets de la forme (x, {».2))
— or la régle d’égalité de deux couples ne permet pas d’écrire que lon a
({x, 3}, 2) = (%, (3 2)) quels que soient x, ¥, 2. Néanmoins, dans la pratique, on
convient de ne faire aucune différence entre ((x, ), z) et (%, (1, 7)), et de considérer
les ensernbles (X x Y} x Z et X x (Y X Z) comme identiques; cette convention
de langage est, a strictement parler, contradictoire — comme beaucoup d’autres
conventions que nous introduirons par la suite; cependant, les contradictions aux-
quelles conduit son emploi sont « sans importance », et le lecteur, aprés avoir acquis
une certaine habitude des raisonnements de la théorie des Ensembles, évitera sans
peine de tomber dans ces difficultés.
Enfin, si X est un ensemble, on pose

Nt =X x X, =X x X x X, Xt =X x X x X %X,

ot ainsi de suite. Par exemple, et R désignant 'ensemble des nombres réels, R4 est
I'ensemble des quadruplets (x, 3, 2, t) formés de quatre nombres réels; c'est ce que
les physiciens appelent « I'espace & gnatre dimensions » ou « l'espace-temps »; le
lecteur débutant fera bien de ne pas se laisser impressionner par cette terminologie,
I'expérience montrant qu’il n’est pas plus difficile de raisonner dans R* que dans R®
on RYOO

Il va de soi que, comme dans le cas d’'un produit de deux facteurs, un produil
A'ensembles est vide dés qu'un des facteurs est vide.

1, Graphes et fonctions

Woient X et Y deux ensembles; on appelle fonction définie sur Pensemble Xeth
valeurs dans Pensemble Y toute opération consistant & faire correspondre, & chaque
dément v de X, un élément y de Y, qui dépend de x suivant une loi bien déterminée ;
pir exemple la fonction y = sin x lorsque X = Y =R

L. délinition (sic) précédente contient malheureusement de nombreux mots dont
fonin n'avons pas donné de définition mathématique — par exemple, que signifie
I'expression « faire correspondre »? En prenant pour argent comptant la définition
pinqquestion, on n'obtient une fois de plus qu’un mauvais calembour.

O n done été obligé de modifier la définition précédente, et de la remplacer
par Lo wuivante (qui, dans le cas classique, reviendrait & définir une fonction en se
Qonnant d'avance sa « courbe représentative » dans le plan, méthode que méme un
phyaicien considérerait comme fort raisonnable] & on appelle Tonction un triplel

S (6, X)Y)
o G0 X0 Y sont des ensembles asjettis & vérifier les conditions sutvantes:

(Fiyrmatie X = Y,

(1 u) 1 pour tout x @ X il exiite un of un seul y @ Y tef que (v, y) &G,
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[ condition (F 1} signific que G est un graphe (n°® 1]; on dit que G estle
graphe de Ia fonction f; d'aprés (F 2),
pour tout xeX il existe un 2eG tel
: que x = pry(z); on a donc

A T YEXE
. (G =X, (@Y.

Soit x un élément de X; l'unique
¢lément 3 de Y tel que (x neG
i 81 sappelle la valeur de la fonction fenx,
et on utilise pour le désigner la nota-

G tion
y=r);

il est alors clair que le graphe G de f
est Uensernble des couples de la forme
. f(+)) ol xeX, ce qui est conforme
L 4 x_= (é,l{'[::h’:)c} intuitive qu’on se fait d'une
fonction.

[itant donnée une fonetion f = (G, X, Y), on dit que X est I'ensemble de départ

¢t Y 'onsemble d'arrivée de f.
fant donnés deux ensembles X et Y, on appelle application de X dans Y toute
fonction ayant X pour ensemble de depart et Y pour ensemble d’arrivée; les mots
« fonction » et « application » sont donc synonymes, mais dans la pratique il est
souvent plus commode de dire « soit f une application de X dans Y » que de dfre
« woit £ une fonction définie sur X et 4 valeurs dans Y ». Du reste, au lieu de dire

soit_f une application de X dans Y,

o dit souvent

soit une application f: =Y,
UL encore
. A !
soit une application X =Y.

Il arrive aussi qu'au lien de désigner une fonction par une lettre telle que f,
p, et on la désigne par Ta « formule » qui permet de caleuler f (¥) en fonction de
voainst, dans le cas o X — Y = R, quand on dit

considérons Papplication x—= «* de R dans R,
ou quand on dit

considérons sur R la fonction A,

an doit traduire par

conmldérons Papplication /de B dans R telle que f (x) = &% pour tout x& R;
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on devrait méme traduire comme suit :

considérons Papplication f = (G, R, R) ol G est I'ensemble des couples
(x,7)= R x R tels que

3 =i
Soient

F=(G,XY) et [ =(GX,Y)

deux fonctions ou applications. Vu la condition d’égalit¢ de deux triplets, la rela-
tion f = f' signifie qu'on a

G=G, X=X, Y=Yi

comme X = pr;(G) et X' = pr,(G'), la premiére condition implique du reste la
seconde, D’autre part, si les conditions

X=X, Y=Y

vont déja vérifides, pour écrire que G = G' (i.e. que f=f'}) il suffit évidemment
d"¢erire que 'on a

f'(x) =f(x) pourtout rxeX,

puisque G est formé des couples (x, f (%)) et G’ des couples (x, f'(x)), avec xe& X,

Remarque 2. Vu le peu d’exemples qu’ils ont eu l'occasion d’étudier, les débu-
tants pensent souvent gue toute fonction est définie par une « formule »
permettant de calculer f(x) en fonction de x. On ne saurait avoir une idée
plus fausse de la notion de fonction,

Tout d’abord le mot « formule » ne veut rien dire aussi longtemps qu’on
wen n pas donné une définition précise. Il est vraisemblable que, pour le
débutant, une « formule » est une succession d’opérations algébriques plus ou
moins compliquées effectuées sur la variable x. Malheureusement, de tellen
apérations n'ont aucun sens lorsque x est un élément d'un ensemble arbi
taire. Sioau contraire la variable x est un nombre réel, auquel cas on peut en
cllet effectuer des caleuls algébriques sur x, les fonctions qu’on obtient de
cette fagon sont tellement particulieres quion a abandonné depuis au moins
son ans Pidée de définir ainsi la notion de fonction; en fait, les besoing de
I*Analyse ont obligé les mathématiciens & inventer des catégories de plus en
plus générales de fonetions, et Pétude de ces fonctions plus ou moins « arbi-
tradres » o conduit A linvention de Ta théorie des Hnnmu{:lt'u, puis de la théorie
moderne de 'lntégration, puis de celle des espaces topologiques, etc..
autrement dit, ¢"est en géndralisant de plus en sus la notion de fonetion
qu'on a é1é amend i construire une bonne partie des Mathématiques contems

JrOTIINeS, .
L étude des lonctions qui peuvent se définir par des « formules algds
Birlgues » n'est pas pour autant dépourvae dintérét c'est g coniralre

objet d'une branche des Mathématiques (la Géométrie Algébrique) qui

n'n |nm.1lu é1é aussi active qu'd 'heure actuelle. Main les méthodes qu'on
emploie pour étudier cen fonetions, eof len problémes qu'on se pose A leur
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sujet, n'ont rien de commun avee ceux auxquels on s’intéresse en Algtbre
¢lémentaire et en Analyse.

Remarque 3. Soient X et ¥ deux ensembles; alors les applications de X dans
Y sont les éléments d'un ensernble, qu’on note

Yx

et qu'on appelle I’ensemble des applications de ¥ dagns Y; comme une fonc-
tion est un triplet f = (G, X, Y) avee Ge¥ x Y, on voit que I'ensemble des
applications de X dans Y est contenu dans £(X % ¥) X PX] % Y.

Dans la pratique, et X et ¥ étant donnés, on identifie généralement une
application de X dans Y & son graphe GeX X Y; avec cette convention,
l'ensemble des applications de X dans Y apparait comme une partie de
'ensemble £0X X Q’)

Remarque 4. On utilise fréquemment une notion voisine de celle de fonetion,
la notion de tamille qu’on définit i ntuitivernent comme suit : soit I un ensemble;
alors, pour construire une lamille ayant I pour ensemble d’indices {ou une
tamille indexée par I), on se donne, pour chaque i e I, un objet dépendant de i
(sans préciser d’avance dans quel ensemble on choisit les objets ainsi associés
aux é{{-ments de I); =i l'on note & I'objet associé & el on désigne généra-
lement la famille considérée par la notation

(-‘ﬂ)rev

Mathématiquement, une famille indexée par I est un graphe G possédant les
deux propriétés suivantes : on 2 pr,(G) =1, et pour tout { e 1 il existe un seul
za G tel que pri(z) = i; éerivant 2 = (i, x:) on retrouve la définition intuitive
exposée ci-tessus.

Soit (x)ig, une famille; on dit que c’est une ¢amille d'éléments d’un ensemble
X si I'on a xeX pour tout iel; il existe toujours un tel ensemble X, par
exemple ,ﬁra(ll':'} ot G est le graphe de la famille considérée. On dit de méme
qu'une famille (A)ie, est une famille de parties d'un ensemble X silona AcX
pour tout i e L.

Lorsque 1'ensemble d'indices I d’une famille est I’ensernble dont les
Aléments sont les entiers naturels 1, 2, §,..., on dit que cette famille est une
sulto ; on désigne souvent une suite par une notation telle que

(Xa)az13

e donner une suite d'éléments d'un ensemble X revient donc & choisir des
dléments

Ky, Xge ey Kmoeee

de X, ou encore i se donner une application n —» X» de I'ensemble des entiers
patirels dang X,

11 va de soi que nous admettons ‘el P'existence d'un ensemble (qu’on
note généralement N dont les éléments sont les nombres 0, 1,... L'existence
de cet ensemble est évidente aussi longtermps qu'on donne aux mMots « ensemblen
¢t @ nombre entier » leur sens intuitl; quant A démontrer mathémaitty uemenl
lexintence de 'ensemble N, et une toule autre allaire, car non seu ement

AINES b el T RARTREER T

on doit tout d’abord construire une théorie mathématigue correcte des nombres
entiers, mais en outre admettre existence d’ensembles comportant une
infinité d'éléments; or l'existence de pareils ensernbles, intuitivement claire,

ne peut pas se démontrer — Cest 'un des axiomes des Mathématiques...

4. Images directes et images réciproques

Soit f une application d’'un ensemble X dans un ensemble Y; étant donnée une
partic A de X, on appelle image de A par f 'ensemble des ye Y possédant la propriété
suivante !

i1 existe xeA tel que y=f{x)

i A se réduit 4 un seul élément x, son image est &videmment réduite au seul élément
f(x). Dans le cas d'une partie A quelconque de X, on désigne Pimage de A par la

notation f(A) — qui est incorrecte, puisque f {A) n’a de sens que pour AeX A
strictement parler.

On a évidemment

fl@)=0
pour toute application 7
Soit toujours f une application de X dans Y, et considérons une partic B de Y;

on appelle image réeiproque de B par f U'ensemble des reX tels que f(x)eB; cet
ensemble se désigne par la notation

-1

f{B),

(n'on abrége souvent (mais a tort} en f ~1(B).
On a évidemment les relations

-1
Ac/{f(A)) pour toute partie de A de X,
—1
Bof(f(B)) pour toute partie B de Y;

pais on n'a pas le dreit, dans ces relations, de remplacer les inclusions par des
tunlites,

O dit qu'une application f: ¥ _+Y est constante sur une partie A de X si
[ 1A} se réduit a un seul élément, ie. (§ 1, Théoréme 6) si I'on a

Fix)y =f({x") quelsque soient x'€A et x"eA

i 1t que fest une application constante si f est constante sur X tout entier.

Soit f une application d'un ensemble X dans lui-méme; on dit qu'une partie A
Ao % et stable par fsi Pon a f{A) <A, autrement dit si la relation 2 € A implique
i relation f(x) € A. Lorsque Ase réduit & un seul élément , cela signifie évidemment

|il|i
flx) =%

ain (it alors que x est un point fixe de f.
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I.a notion d’image d'un ensemble par une application apparait en Géométrie
Mémentaire lorsqu’on parle par exemple de « la ransformée d'une droite par une

rotation »: une droite est un ensemble (de points), une rotation est une certaine
application (de 'ensemble des points de I’espace dans lui-méme]), et la transformée
en question n'est autre que I'image de I'ensemble considéré par cette application.

§. Restrictions et prolongements de fonctions

Soit /- (G, X, Y} une fonction, et considérons un ensemnble X' e X. Soit G/ l'en-
semble des ze G tels que pri(2) € X'; alors le triplet f* = (G/, X', Y) est une fonction
1 est clair en effet que G'e X' X Y, et que tout pour ye X' il existe un et un
woul £ e G el que pri(2) = %, 2 savoir z = (x,fix}). La fonction f*, application de X'
dann Y telle gque
f'(x) =f(x) pour tout reX,

-'.tm:rllr la restriction de fa X

Remargue 5. La restriction de fa X' se désigne souvent par la notation
f=fx ou e

Yautre part, étant données deux applications f et g dant les ensembles de
(épart contiennent un méme ensemble X, on dit que f et g colncldent sur

% o4 Pon a

flx) = glx) pour tout reX;

clest par :-:-:wn]ah- le cas si f|X = g|X, mais la réciproque n’est pas tout a
fuwit exacte, malgré les apparences...

Soient [ (Gy Xy Yy et ff = (G X, YT deux applications; on dit que f
osl un prolongement de F st Tonoa les relations

NeX, YeY, et flx) =f'lx) pourtout X€ x.

(lest par exemple le cas si I'om prend pour [ la restriction de f & une partie de X
Notons le résultat suivant @ wotent X', X, Y trois ensembles, avee X'eX, et fune appli-
cation de X' dans Y si Y est non vide il existe une application de X dans Y qui prolonge f.
Pour constrnire une application g X » Y prolongeant f; on choisit une fois pour

vontes i clément o de Y, oL on pose

'5_,‘(.!."] g oxeE
gl f LY

1 exinte bien ertendu d'aotres fagons de prolonger f, celle qui précede n'est que

In |||||n whinple e toutes,

n- o
St & SmRTETET

6. Applications composées
Soient X, Y, Z trois ensembles, et
f= [:G,X_, Y), £ = (H: Y, Z)
deux aERHcations de X dans Y et de Y dans Z respectivement. On va en déduire
une troisitme application
h= (K, X, Z)
de X dans Z, en posant

h{x) = g( f(x)) pour tout veX;

le _gmphf: K de h est évidemnment Iensemble des couples (x, z) possédant la propriété
suivante : il existe un ye Y tel que U'on ait (x, y) & Get(y z)eH.
L'application 4 se désigne par la notation

h=gofi

on _l’fappcllc ,13' composée des applications f et g; Papplication composée g ef n'est
définie que si Pensemble d’arrivée de f est identique & I’ensemble de départ de g

Remarque 6. La notion d’application composce remplace aujourd’hui celles
de « fonction de fonction » et de « produit de deux transformations » qu'on
utilisait antrefois dans certains cas  particuliers. Prenons par exemple
X — Y — Z — R, ensemble des nombres réels, et flx) = ®, glx) =sinx;
alors g o fest la fonction ' e '

x == sin (%),
et f v g la fonction
€ ~>5in® %,
ce qui montre en passant que f ¢ = go f en géné
membres sont dt’:ﬁn'p‘ Si l’q Lot il / gen?ral (quand 1e2 de'in
mbres ¢ nis). Si Lon prend X = ¥ = Z = Pespace {au sens de la
« g ométrie dans Pespace » — Tous ne chercherons pas a en donner ici une
d:-hmlu:-n'correqtc), on peut prendre pour f et ¢ des « transformations »
At sens géométrique du termes — rotations, translations, homothéties, etc...

1.u|1pl1i:m1_un c991])0§éu3_f o g est alors le « produit » des transformations f
et o, défini en Géometrie glémentaire.

Mo allons maintenant démaontrer un théoréme qui jouera par la suite un assez

gl rdle :

Vieroniome 1. Sofent X, Y, Z trots ensembles, et considérons dewx applications
X =Y, .

les conditions suivantes sent équivalentes:
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a) il existe une application
g: Y —=Z
telle que lon ait h =g o f;

b) quels que soient %', x" & X, la relation
S =1

R(x') = h(x").

impligue la relation

[.a condition a) implique la condition b}, car s1 ) est satisfaite on a

() = g(f () = g(f (57)) = Alx").

Nous allons maintenant établir que &) implique a].

lixaminons tout d’abord le cas particulier ot f (X) =Y. Pour construire g, on va
construire son graphe GeY % Z, comme suit : G est Pensemble des couples (3, 2)
tely qu'il existe a moins un x & X vérifuant :

y=r=, =5k

[Cette construction de G est naturelle, car si 'on suppose le probléme résolu G
est I'ensemble des couples (3, g()); or comme f (X) =Y, on peut écrire y = f (x),
et alors g{ ¥) = g( f (%)) = hk{x), de sorte que G se compose bien des couples de la
forme ( f (), h(x)) ol x décrit X]. Montrons que I'ensemble G ainsi obtenu est effec-
tivement le graphe d’une application g: Y = Z telle que & = g o f. Pour montrer
que G est le graphe d'une fonction, on doit prouver que pour tout y=Y, il existe
un et un seul ze Z tel que (3, z) € G; Vexistence d’au moins un tel z est claire : il
sullit de choisir un x tel que » = f (x), et de prendre z = h(x); d'autre part, supposons
que G contienne (3, ) et (3 2"} il existe alors dans X des éléments &' et x" tels

fue 5 :f{x"}, o= ,&(x'},
y=flz"), 2 =h");

on o alors [ (') = f(x"), done, d’apres Phypothése &), A(x") = h(x™), e &' =127,
et ceci montre bien que G est le graphe d'une application g de Y dans Z. Pour prouver
que ko~ go f, considérons un xe X alors, par construction, G contient le couple
( [ (x), h(x)); par suite on a hlx] = al [ (x}), ce qui établit la relation cherchée,

[l reste & montrer que b) implique a) dans le cas général. Posons Y' = f (R}
et conmidérons Papplication /' de X dans Y donnée par f'(x) = f(x) pour tout
ve X remplagant X, Y, 7, f, b par X, Y, 7, f', kil est clair qu'on est maintenant

“dans Phypothése b) avee f1(X) Y d'aprés ce qulon vient déja d'établir, il
exiate done une application g de Y dans Z telle que h o g o f' prolongeons alors
¢ en une application g de Y dans 7 (ce qui est possible comme on P'a vu au n® A3
pouE tout x e X, on aura

hx) = g'(f(x0)) = gl S (0) = g( S (D)

d'oli b = g o [, ce qui achéve la démonstration,
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L’explication « intuitive » du Théoréme 1 est la suivante : comme la relation
f(«") = f(x") implique A(x") = h(x"), il suffit, pour savoir calculer A(x), de connaitre
f(x), de sorte que Ah(x) doit étre une fonction de f (x). Mais bien entendu ce genre
d’explication ne dispense pas de donner une démonstration correcte.

La propriété la plus importante de I'opération consistant 4 composer des appli-
cations est « V'associativité » de cette opération, exprimée par le résultat suivant :

TuforEME 2. Quelles que soient les applications

X =Y, g:Y =2, h:Z =T,

on a la relation
ho(ge f)=(hog)e f-

Posons ge f =u et hog=1; en xeX, la valeur du premier membre de la
relation 2 établir est A(u(x)) = h(g(f (%)), et celle du second membre est
ol £(x)) = Ag(f(x))), Lotz évidemment le Théoreme.

Le Théoréme 2 permet de définir sans ambiguité s e g o f, et plus généralement
des expressions telles que

f:"fs“' o [

pourvu naturellement qu’elles aient un sens, i.e. que Pensemble de départ de chaque
facteur soit égal i Pensemble d’arrivée du facteur suivant, En particulier, pour toute
application u : X — X et tout entier ¢ = 1} on peut définir

Wi =uou--+ ou (g facteurs).

7. Applications injectives

On dit qu'une application f: X —Y est injective lorsque, quels que soient »', x" @ X,
I relation
f(x) =f(x") implique ' =2",

O Eneore si
x' 4 & implique f(x') # f(x").

ne application injective s'appelle aussi une injection. Au lieu du mot «injectil»
o utilisait autrefois (i.e. jusqu'en 1955 enviran,..) adjectif biunivoque, qu’on trouve
civore dans de nombreux onvrages, et qui présente Pinconvénient de ne pas corress
pondre & un substantif,

Fovemple 1, Prenons X = ¥ o Ret f {.\-2 o alors festinjective car, sl x el y
sont des nombres réels, la relation x ¥ implique ¥~y Par contre I
fonction f(x) = &% ne Pest pas, car on a par exemple f(— 1) = f(1).

Exemple @, Pour tout ensemble X, on définit 'applioation Identique de X dans X
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comme étant celle qui, & chaque x& X, fait correspondre x lui-méme; on la
note souvent ‘
Jx
de sorte qu'on a, par définition,
Jx(x) = x pour tout xeX;

on utilise aussi couramment ladnotation id au lieu de jy. Cela dit, 'applicaticn
identi de X dans X est évidemment injective.
"lm(%)llcll u:fotera que le graphe de jy est, dans X X X, Pensemble des couples
(x, x) avec xe X; cet ensemble s'appelle la diagonale du produit X x X
Lorsque X = R, l'ap lication identique se réduit a la « fonction = »
des Lycées et Colleges. lLorsque ¥ est 'ensemble des points du plan, é-:m.
de I'espace, I'application identique n'est autre que la « transformation unite »
de la (Eénrnétric élémentaire.

Fixemple 3. Solent X et Y deux ensembles tels que Xc¥; l’aPp_hcaj;mI:l i:
X » Y donnée par j{x) = x pour tout x*EX est ewd‘emmcm mjccgye, on
I"appelle Iinjection canonique de X dans Y (ilyaen g-:_&r}e}-a_l }Je?.ug%up autl;i;s
injections de X dans Y; P’adjectif « canonique » utilisé ici signifie que c; f'::
injection particuliére est obtenue par un procédé « naturel » ne comportan

aucun élément d’arbitraire, et ne faisant intervenir que les données intrinséques
Jde la situation envisagée — & savoir un ensemble Y et une partie X de Y).

Trkorime . Soient X et Y des ensembles non vides et f une application de X dans Y. Les
frropridtés suivantes sont équivalentes!

a) [ est infective;
by il existe une appiication g: ¥ — X telle que g o f soit Uapplication idenfique de X dans

X,
Considérons en effet les deux applications

fiX =Y, Je X=X

on cherche une condition nécessaire ct suffisante pour qu’il existe une application
g1 Y » X telle quejg = go £ 3 cette condition est donnée par le Théoréme 1 du
no G 1 cest que la relation

] n

f(x") —f{x") implique Jola') = Je(x"), e X =40

ee qui wgnifie précisément que [ est injective; d'ol le Théoréme.

Loxemple 4. Prenons X Ry, ensemble des nombres réels x = 0,ctY = R,
enwemble de tous les nombres réels (cle mqm-‘tlu{-l::::nqm-.;', enfin prt:l}olz;s
/i Ay cette application est fvidemment injectve {1m notera Il{.}}lfz e
cesserait de 'étre s 'l'uu remplagait Ry par R); donc il existe une applhis ation
g R Ry telle que go (j oM Midentité, Le, telle que 'on ait g(x?) = x
pour tout xe Ry Ciette condition exprime évidemment que

gl = Vy sy 0
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Autrement dit, on peut prendre pour g foute fonction 4 valeurs positives qui,
pour ¥ 3= 0, coineide avec la fonction V.

Notons 4 ce sujet qu’on pourrait évidemment démontrer directement le
Théoréme 3 sans passer par lintermédiaire du Théoréme 1. L'ap lication
cherchée g doit vérifier la relation g{ f (%)) = x; comme c'est la seuﬁa condi-
tion que doit vérifier g, on peut déja choisir arbitrairement g(») lorsque y
n’apparticnt pas éf(}{%; si au contraire ye f (X), il existe un xe X, e un seul
puisque f est injective, tel que » = f(x), et on doit alors choisir g{ ¥) = &

8. Applications surjectives et bijectives

On dit qu'une application f: X — Y est surjective 57 /(X) = Y, autrement dit si pour
tout ye Y il existe au moins un xe X tel que y = f (x]. Dire que fest injective signifie,
par contre, que pour tout ye Y il existe au plus un x & Xtel quey = f{x).

On dit quune application £+ X — Y est bijective si elle est & la fois injective el surjective,
autrement dit si, pour tout ye Y, il existe un et un seul x = X tel que y = f(x).

Il est clair par exemple que, pour tout ensemble X, Papplication identique jy
st bijective.,

Une application surjective s'appelle encore une surjection, une application
bijective, une bijection. Une bijection d'un ensemble X dans lui-méme s'appelle
une permutation de X. L’ensemble des permutations de X se désigne par la notation

&(X).
.,ontoon écrit &, au lieu de S(X).

Remarque 6. Dans ancienne terminologie, on disait « soit f une application
de X sur Y » au licu de dire-« soit f une application surjective de X dans Y »;

et pour exprimer que f était bijective, on disait fréquemment « biunivogue
SUr »,

TufoniMe 4. Soit £ X — Y une application. Les conditions sutvantes sont fquivalentes!
i) [ est surpeetive;
b) il existe une application h: Y — X lells que f o k soit application tdentique de Y sur Y.

Si #) est remplie, on a f(A( )} =y pour tout yeY, donc tout ye Y cst de la
forme f (x), et fest donc bien surjective.

<
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Inversement supposons f surjective, et pour chaque y€ Y désignons par F,
Pensemble des x & X tels que £ (x) = y; c’est une partie non vide de X pour construire
I'application cherchee h, il suffit alors de choisir au hasard un élément dans chaque
ensemble Fy; notant A( y) cet élément, on Jéfinit bien ainsi une application h de ¥
dans X telle que f (4 3)) =y pour touty< Y, ce qui achéve la démonstration.

(] Remargue 7. La seconde partic de la démonstration ci-dessus semblera sans
doute correcte, et méme évidente, au débutant; mais elle est fort loin d'étre
jathématiquemnent compléte {on imagine difficilement une machine a
démontrer « choisissant au hasard » un élément dans chaque F, ...}, La
démonstration correcte s'obtiendrait a Jaide de lopération de Hilbert du
§ 0, n° g : & défaut de mieux, on obtient une fonction & en posant

W y) = (S (x) =2

Notons que le probleme revient aussi & construire une partie 8 de X

telle que, pour tout yeY, Fintersection S n F, soit un ensemble a un élément
exactement (on peut alors prendre pour A( 3) cet élément). La possibilité de
construire un tc? ensemble (évidente si 'on utilise l'opération de Hilbert)
st connue sous le nom d'axiome du choix. Clertains mathématiciens, jusqu’a
une date récente, mettaient et axiome en doute, mais on a pu démontrer
dabord quiil est logiquement compatible avee les autres axiomes (K. Gidel,
1ggg) puis qu’il en est logiguement indépendant (P. Cohen, 1gby;. Ces
« dimonstrations » n'ont naturellement de sens que par rapport & un systéme
métamathématique convenable.
Renarque 8. Lapplication 1 dont le Théoréme 4 assure existence n’est généra-
lement pas unique. Prenons par exemple X =R, ¥ = R, et flx) = =&,
de sorte que f est bien surjective (tout nombre réel positif admet une racine
carrée), On a alots, entre autres possibilités, les fonctions h suivarntes :

Rly) = 'l,"r:}' pour tout  y 2= 0;
Ayl ) = — V' y  pourtout yz= 0;
LN+ V3 siy = 0 est rationnel;
ha{ v} = ] I . .
—yy siyz=lest irrationnel.

[ fonction kg (quiil est pratiquement impossible de représenter graphique-
ment —— son graphe nlest pas une « courbe » au sens naif du terme) pourra
wermbler étrange an débutant; clle n'est cependant pas moins bonne, du point
de vae de la pure théorie des Ensermbles, que les deux premiéres.

Trfowime 6. Soit 3 X r Y une application, Les conditions suivantes sont équivalentes:
a) foest bgective;

by il exiade des applications ¢, h Ve X telles que Uon ait

: go [ dve ok

Do pluy, o oo comditions sont vdrifides, lex upplicattons g el o sont uniques el colncident.
L' dpuivalence des propridtés aj et b1 résulte immédiatement des Théordmes 4 et

P
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4, puisque « bijective » signifie « injective et surjective ». Pour montrer qu’il existe
une seule fonction g, une seule fonction A, et que g =k, il suffit de montrer que
toute fonction g est égale & toute fonction £. Or on a

(go floh=ygo(fh)
d’aprés le Théoréme 2, ce qui s'écrit encore jyo h = go Jj; mais il est clair que
Jroh="r gejr=26&
ce qui achéve la démonstration.
Soit
f:X=Y

une bijection; il existe une et une seule application g : Y — X telle que 'on ait
go f=jx Sfog=Js

gf) == flel») =2

On dit que g est I'application réeiproque de f, et on la désigne habituellement par la
natation

autrement dit,

-1
I
qu'on éerit souvent (mais a tort) £~ Il est clair que pout tout xe X et tout ye Y
les relations

y=fl& x=f(»

sont équivalentes, et que si GeX X Y est le graphe de f, alors le graphe de j:lut
["ensemble des couples ( y, x) tels que (x, ) € G (dans le cas classique ol X = Y = R,
celn wignifie que le second graphe se déduit du premier par une symélrie par rapport
| ba premidre bissecrice).

Remarque 9. Au lieu d’application réciproque on dit souvent « application
Invorse ». Clette terminologie peut entrainer de graves confusions; par exemple
(pour X - Y = R), tout le monde pensera que la fonction « inverse » de
Ir fonetion x est la fonction 1)z, alors que la fonction « réciproque » de x
ent x elle=méme (d'une manitre générale, une application identique est égale
A son application réciproque).

Nous ne saurions trop mettre en garde le débutant contre la tentation
de croire que le langage est un détail sans importance; connaitre avee préci-
wion les définitions de tous les termes techniques, et employer ceux-ch dang
lenr seng !}u-n we, toujours le méme, est strictement indispensable & la compré-
hension dex Mathématiques — ¢'est méme parfois suffisant...

Piodombme G, Sofent [0 X = Y et g1 Y 7 deny applications; si f et g sonl injectives
(rorfr. surjectives) il en est de mime de g o [} si [ et g sont bijectives, il en est de mime de g v f,
ot 1'ow ai fa relation

(go J) Ve fregh
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Jinfin, si f est bijective, il en est de méme de f Y eton ala yelation
(fr =1

Si f et g sont injectives, la relation g( f () = 2( f (") implique Fla) = f(x)
puisque g est injective, donc implique x' = & puisque j est injective; ceci montre
que g o f est injective. Si fet g sont surjectives, pour tout Z& 7 il existe un ye¥Y
tel que z = g( ) puis un xe X tel quey = f(x), do 2= 2{ f{x)), ce qui montre
que g o fost surjective.

Si f et g sont bijectives, il en est donc de méme de g fideplus,ena

(f-taghoige fl=FrelgTog)® f=fteiye f=fTre [

ee fui montre que Papplication réciproque de g o fest bien donnée par la formule
de 'énonce.
Fnfin, si f est bijective, les formules

f_.l'jf:jx) f"f_ls"ji

mmontrent que f1est & la fois surjective et injective (Théorémes 4 et 5 appliqués
Af 1), et admet f pour application Tétiproque; ceci achéve la démonstration.

Remargue 10. Non ceulement la formule « évidente »
(go f)t=g1o "

est fausse, mais le second membre n'a de sens que si I'on suppose Y = Z
(anquel cas la formule est toujours aussi fausse...).

9, Fonctions de plusieurs variables

On appelle fonction de doux variables toute fonction dont 'ensemble de départ est
un produit de deux ensembles, ou contenu dans un tel produit, Si f est une fonction
de deux variables, définie sur unc partie A d'un produit X X Y, la valeur de fen
un point (x, 1) de A, que P’on devrait noter f ((x, 7)), s¢ désigne pratiquement par la
notitien

S5 )

On délinirait de fagon analogue les fonctions de trois, quatre,... variables, pour
lewgquelles on emploic les notations f {x, ¥, AN A YA t}, ete...

Mathématiquement parlant, i n'existe ancune différence, ginon dans les nota-
tons utilisdées, entre fonctions d'une variable et fonctions de plusicurs variables

corpme en effel nous nhavons fait, au n® g, aucune eipiee d'hypothése sur les
epwembles de départ den fonetions, tout ce gquion a dit dans ce § s'applique sans
aucun changement aux fone tions de @ plusieurs » variables, La distinction entre
W une » ol « plurieurs » variables provient lu Fadt gue, Jusu'h une date récente, le
mot « variable » désigoait ce quon appelle aujourd'hul « varlable réclle », les
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« fonctions d’une variable » étant celles qui sont définies sur unc partie de R, en-
sernble des nombres réels, tandis que les « fonctions de trois variables », par exemple,
¢tatent celles dont Pensemble de départ est une partie de R?, Clest entre autres pour
éviter d'avoir a tenir compte de ces distinctions qu’on a été amené 4 donner la
définition générale du n® 3, laquelle englobe toutes les notions de fonction actuelle-
Iment cONNUES, SaNs AUCUNE exception.

Dans la pratique, il est souvent atile de considérer des fonctions dont les ensembles
de départ et d’arrivée sont des produits. Clonsidérons par exemple une application

oit X, Y, U, V, W sont des ensernbles quelconques. Considérons les projections

pric UV ox W — 1,
pro U Vo W— v,
pra: U x VX W =W,

il est clair quon a
z = {pn(2), pr:l2), prs(z)} pour tout zeU x VX W,
par définition méme des projections. Considérant les applications

fl-——-prlof:XxYa»U}
ﬁ=pr=nf:}(><'::’—>-v,
f,ipr,uf:}(x‘f--a-w,

O T donc
Flany) = (Al ), filx0) [l 0)

(el que soient x= X et ye Y. Ainsi, pour construire f; il est nécessaire et suffisant
Ao connaitre les trois fonetions fi, fo fa & valeurs dans U, V, W respectivement, et
Adfinies sur X % Y. Dans la pratique on écrit

f= {Sfu S fa)

{, e1te notation est en contradiction avec celle qui désigne un triplet, mais cette
Contradiction est, icl encore, « sans importance »)}.
Vivemple 5. Soient X et Y deux ensembles, et considérons 'application
[iXxY->YxX
onndée par
fx ) =1
Sent dvidemment une bijection, ct Iapplication réeiproque n'est autre q;‘e

(3, &) b (% ¥), On dit que f est la bijection canonique de X x Ysur Y X
Lorsque X = Y = R, fest la « symétrie par rapport & la premiére diagonale ».
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Lxemple 6. Soient X, Y, Z trois ensembles; 'application
FXx(¥xZ2Z)-2XxY)xZ
donnée par
ST (3 2)] = ((5,), 2]

est bijective. On dit, ici encore, que ’est la bijection canonique de X = (Y X Z)
sur (X % Y) % Z. Comme on I'a dit au n° 2, on ne fait pas de différence, dans

la pratique, entre (x, (3, 2)) et {(x, ), 2).
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EXERCICES

11 est parfaitement utopique d’espérer apprendre des Mathématiques, si élémentaires ou
si supérieures solent-clles, sans résoudre des Exercices,

Les Exercices qu'on trouvera dans ce lLivre sont de trois sortes. Certains sont cdes
illustrations pratiques ou méme numéricues des théories exposées dans le texte; le lecteur
débutant ne pourra pas acquérir la technique du calenl sans résoudre une partic appréciable
des Exercices de ce genre, Drzutres apportent au texte des compléments théoriques élémen-
taires; en les érudiant, le lecreur s'habituera & manipuler le langage et les modes de
raisonnements utilisés dans Ie texte; ceux de ces Exercices qui ne sont pas trés faciles sont
précédés d'un signe . Enfin, la derniere catégorie est constituée par des Exercices qui
apportent au texie des compléments importants et difficiles; ils sont destinés uniquement
aux étudiants déja avancés gui s'intéressent vraiment aux Mathématinues; ces Exercices sont
précédés de deux o méme trois signes €.

Nous ne saurions trop insister enfin sur le fait que résoudre un Exercice ne consiste pas
seulement & se convaincre, & Paide d'un « brauillan » faie 3 la hate, du faijt qu'on en a i peu
Prés compris Ia solution; si cette méthode est admissible pour les Exercices de caleul numérigue,
il faut par contre s'efforcer de wiiger intdgralement les Exercices plus théoriques, ol Pon doit
construire de véritables démonstrations. De ecette fagon, et uniquement de cette fagon,
Pétudiant parviendra 4 scquérir un langage clair et correct, et & utiliser les termes techniques
dans leur sens propre, ce qui, en Mathématiques, est le signe le plus certain de la compréhension
d’un sujet.
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Hotent 1 P'ensemnble des nambres réels § tels que 0 <0 2] 27, et G I'ensemble des rotations
plour d'un point donné O dans le plan. On eonsidére I'application £ de I dans G qui, a
aque nombre fe 1, associe la rotation d’angle § autour du point O. L'application f est-elle
tective ! injective? bijective? Que se passe-t-il lorsqu'on prend pour I Vensemble des
pinbires réeln i tels que 0 < § “an?

Holent X etY des ensembles; pour qu'une partie G de X ¢ Y soit le graphe d'une appli-
fhey e X dana Y, il faut et il suffit que I"application pr, de G dans X soit bijective.

! fodent f2 X > Yet g+ Y - 2 deux applications, et & = g« f application composée. a)

heat injective, fest injective; si de plus £ est surjective, alors g est injective, b) sik est sur-
Hve, g eal surjective; si en outre g est injective, alors £ est surjective.

O comsidére des ensembles X, Y, Z et des applications
| JiX oY, g Y 7, h+Z X,
r lhrme les applications composdes

, hoge f, gofok, fohog

onanppose woit que deax d’entre elles sont injectives et la troisigéme surjective, soit que deux
pitr ollea sont surjectives et Ia trofsitme injective. Montrer qu’alors £, g et /i sont bijectives.

 Malent X, Y, 7 trois ensembles, T Pensemble de toutes les applications de X ¢ Y dans Z,
A Pensernbile e tontes les applications de X dans ensemble

A
| tonten lew applications de Y dans 2, Construire une bijection de E sur F,
v appelle corrospondanes entro doux ensombles X et Y tout triplet
| S G X Y) avee GeX 2 Y,

11e notion gdnéralise done celle d'application de X dans Y [une correspondance entre X
N ou, comme on dicaud, de X A Y, et aussi appelée réquemment une « fonction multi-
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forme non partout définie » pour des raisons qui apparaitront plus bas; cette terminologie,
utilisée jusqu'h une date trés récente, présente 'inconvénient majeur de laisser supposer que
la notion de correspondance est un cas particulier de celle de fonction, alors que c’est Popposé
qui est vrai.] L'ensemble G s'appelle le graphe de /. On dit que £ est définie en un élément
x de X si xepr (G); il existe alors au moins un ye Y tel que (x, ¥) =G, et on dit que x et y
se correspondent par f (il peut naturellement arriver que f ne soit pas définie pour tous les
xeX, et que, si fest définie en x, il existe plusieurs y&Y qui correspondent & x par f; ce sont
ces deux circonstances qui expliquent la terminologie « [onction multiforme non partout
définie »).

g) Euv dier (pour X = ¥ = R, ensemble des nombres réels) les correspondances dont les
graphes sont les ensemnbles définis par les dquations suivantes :

xy=1; axy -+ bx f oy - d = 0; xS yi=1; % =siny

{dans le second exemple, a, 6, ¢, d sont des constantes réelles données). Dans chaque cas on
déterminera les valeurs de x pour lesquelles la correspondance cst définie, et les ¥ qui corres-
pondent & un tel .

b} Soient I et I'" deux cercles distincts dans un plan; on prend pour X et ¥ ensemble des
points de T, et pour G P'ensemble des couples (x, y) X x X qui sont situés sur une méme
tangente & T, Quels sont les points de T ou fest définie? Combien de points correspondent-ils
4 un point oll f est définie?

7. Seit f = (G, X. Y} une correspondance entre deux ensembles X et Y (ef, Exercice 0);
pour toute partie A de X, on note f (A} I'ensemble des y&Y qui correspondent par £ i au
oins un x € A, et pour toute partic B de ¥ on note

-1
S8
Pensemble des x& X tels qu'il corresponde 4 x au moins un ye B, Démontrer lex relations
-1 -1
Acf(f(A).  Baf(f(B).

8. Soient /= (G, X, Y} et g = (H, Y, Z) deux correspondances: on appelle composéo o
£ et fla correspondance

gaf—(K,Xz\5=|{l

définie comme suit : on a (x, z) € K si et seulement 8'il existe un ye Y tel que 'on it (v, ¥) @ ()
et { », z) e H. Montrer que cette définition généralise celle de composée de deuwx applications |
étendre le Théoréme 2 du § 2 aux correspondances. Etant donnée une partie A de X, n-t-on
nécessairement la relation A(A) = g{ F(AN?

Si f= (G, X, ¥) est une correspondance, on appelle correspondance réeiproque de J ln
correspondance

e Y. X

ot G'cY ¢ Xest lensernble des couples { 3, x) (el que (v, e G Lo correspondance compo

1
sée [ o fest-elle Papplication identinue de X dans XY Montrer que, si f et une application
de X dans Y, pour que la correspondance recipiogue aoit eliesméme une application de Y dana

] - ] ] . * Tl W i q i
Xil faut etilsuffit que fwoit bijective; la correspondance f est alors identique & Papplication
réciproque de /.



i EXERCICES

plent f (G, X, Y) et g = (H, Y, Z) deux correspondances. La formule
(g0 f) = f 0 g™

i-elle correcte?

Solt f une application d'un ensemble X dans un ensemble Y. On suppose que la relation
Fle'y <& f{xy implique & 2 &";

Pinontrer que [ est injective,




