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Finfache transzendente Erweiterungen 291

Beweis. Man erweitere X zu einem algebraisch-abgeschlossenen
algebraischen Erweiterungskérper (2. Dieser ist auch algebraisch in
bezug auf P, also mit € #quivalent. Bei einem Tsomorphismus, der
' in © iiberfithrt und P elementweise fest 1iiBt, geht insbesondere &
fiber in einen dgquivalenten Unterkorper X von 0.

Aulgabe, Man beweise die Existenz und Bindeutigheit eines Erweiterungs-
korpers von P, der durch Adjunktion aller Nullstellen einer vorgegebenen
Menge von Polynomen aus P{x] entsteht.

Bemerkung. Statt der transfiniten fnduktion kann man bei solchen Be-

weisen, wie sie in diesem Paragraphen dargestellt wurden, auch das Lemma
von Zory verwenden. Siehe M. ZORN, Bull, Amer. Math. Soc. 41, 667 (1835).

§ 73. Einfache transzendente Erweiterungen

Jode einfache transzendente Erweiterung eines (kommutativen)
Korpers / ist, wie wir wissen, aquivalent dem Quotientenkirper / (x)
des Polynombereichs A[x]. Wir studieren daher diesen Quotienten-
korper

0=1JA(x).

Flemente von £2 sind rationale Funktionen

fix)

=g
die in unverkiirzbarer Gestalt (f und g teilerfremd) angenommen wer-
den kimnen. Der grofite der beiden Grade von f () und g () heilit der
(rad der Funktion #.
Satz. Jedes nichtkonstanie 1 voin Grade n ist transzendent in bezug
auf A, und A (x) ist algebraisch vom Grade n in bezug auf A(n).

Beweis. Die Darstellung 7 = f(2)/g (%) sei unverkiirzbar. Dann

geniigh @ der Gleichung
glz)-n—flx)=0
mit Koeffizienten aus /(y). Diese Kocffizienten konnen nicht alle
Null sein. Waren sie es namlich und wiire ay ein nichtverschwinden-
der Koeffizient in g (x), bz der Koeffizient derselben Potenz von x in
flz), so hitte man i
aET-=T b= 0 f

mithin 7 = bgjax = konst., entgegen der Voraussetzung, Also ist x

algebraisch in bezug auf A (n).
Wire nun 7 algebraisch in bezug auf A, so wiire auch ® algebraisch
in bezug auf A, was nicht der Fall ist. Mithin ist 7 transzendent.

4 ist Nullstelle des Polynoms in 4 (%) [z]
g2y —1R)
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vom Grade n. Dieses Polynom ist irreduzibel in 4 (n) [2]. Denn sonst
wiire es nach § 30 auch in /[y, z] reduzibel; da es linear in 7 ist,
miilite ein Faktor von 5 unabhiingig sein und nur von z abhingen;
einen solchen Faktor kann es aber nicht geben, da g(z) und f(z)
teilerfremd sind.

Mithin ist « algebraisch vom Grade n in bezug auf A (x). Daraus
folgt die Behauptung (4 (v): 4 (1)) = n.

Wir merken uns fiir spater noch, dal das Polynom

g(z)n — )
keinen von z allein abhiingigen (in 4 [#] liegenden) Faktor hat. Dieser

Tatbestand bleibt erhalten, wenn man 7 durch seinen Wert f (x)(g ()
ersetzt und mit dem Nemner g(x) aufmultipliziert; mithin hat das

Polynom in Az, 2]
g(@) f{x) — f(z) g ()

keinen von z allein abhingigen Faktor.

Aus dem bewiesenen Satz flielen drei Folgerungen.

1. Der Grad einer Funktion 5 = f(x)/g(x) hingt nur von den
Kérpern A () und A (x), nicht von der speziellen Wahl der Erzeu-
genden x des letzteren Korpers ab.

9. Dann und nur dann ist A (5) = A (x), wenn 3 vom Grade 1, also
gebrochen-linear ist. Das heilit: Kérpererzeugende sind neben w alle
gebrochenen linearen Funktionen von x und nur diese.

3. Ein Automorphismus von A (x), der die Elemente von A fest
liBt, muB x wieder in eine Korpererzeugende iiberfiihren. Fithrt man

S T e ax-|- b :
umgekehrt @ in eine andere Korpererzeugende & — o und jedes
@(x) in (&) iiber, so entsteht ein Automorphismus, bei dem die
Elemente von A fest bleiben. Also:

Alle relativen Automorphismen von A(x) in bezug auf A sind die
gebrochen-linearen Substitutionen.

_gEgh
T

Wichtig fiir gewisse geometrische Untersuchungen ist der folgende

Satz von Ligora: Jeder Zwischenkirper X mit A c Z © A(x) ist
eine einfache transzendente Erweilerung: = A},

Beweis. Das Element # muB algebraisch in bezug auf X'sein; denn
wenn 7 irgendein nicht in 4 gelegenes Element von X ist, so ist &, wie
gezeigt, algebraisch in bezug aut A(n), also um so mehr in bezug aunf
3 Das im Polynombereich X[z] irreduzible Polynom mit dem hoch-
sten Koeffizienten 1 und der Nullstelle x sei

( folz) =z¢ 4 a2% 40 - Gn.

Wir wollen den Bau dieses fo(z) bestimmen.

ad —be + 0.
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Die a; sind rationale Funktionen von 2. Durch Multiplikation mit
dem Hauptnenner kann man sie ganzrational machen und auBerdem
erreichen, dal} man ein in bezug auf & primitives Polynom (vgl. § 30)
erhilt:

flae, z) = bo(x) 2™ + by (x)zn~1 4 -+ 4 balx).

Der Grad dieses Polynoms in x sei m, der Grad in z ist n.

Die Koeffizienten a; = b;fbg von (1) konnen nicht simtlich von
unabhiingig sein, da sonst = algebraisch in bezug auf /1 wire, es mul}
also einer unter ihnen, etwa

=g = Dilw)
== 1)
oder, unverkiirzbar geschrieben
-l
 hix)

von x wirklich abhingen. Die Grade von g(x) und &(x) sind = m.
Das (nichtverschwindende) Polynom

9) — PhE) = g() — Fe) hE)
hat die Nullstelle z = x, ist also in 2'[z] durch fo(z) teilbar. Geht man
nach § 30 von diesen in  rationalen Polynomen zu ganzrationalen
und in @ primitiven Polynomen iiber, so bleibt diese Teilbarkeit be-
stehen, und man erhilt

k(%) g(z) — g(x) k() = g(x,2) f(x. 7).

In «x hat die linke Seite einen Grad < m. Auf der rechten hat aber f
schon den Grad m; also folgt, daf} der Grad auf der linken Seite genau
m ist und daB g(x, z) nicht von 2 abhéingt. Einen von z allein ab-
hiingigen Faktor hat aber die linke Seite nicht (s. oben); also ist
g, z) eine Konstante:

hix)g(z) — gle) h(z) = ¢ f{x, 2).

Damit ist, da es auf die Konstante ¢ nicht ankommt, der Bau von

f(x, z) bestimmt. Der Grad von f(z, z) in @ ist m; also ist (aus Sym-

metriegriinden) der Grad in z auch m, mithin m = n. Mindestens eine

der Gradzahlen von g(x) und A(xr) mull den Hochstwert m wirklich

erreichen; also hat auch # als Funktion von & genau den Grad m.
Demnach ist einerseits

(A(x): A () =i,

andererseils
(d{zx): X)=m,
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mithin, da X ja A ({#) umfalit:
(ZI .4[1?]:} =] 5
Z=A49.

Der Liirothsche Satz hat die folgende Bedeutung fiir die (ieometrie:
Eine ebene (irreduzible) algebraische Kurve F(&. 1) = 0 heibt rafional,
wenn ihre Punkte bis auf endlichviele dargestellt werden kinnen durch ratic
nale Parametergleichungen:
£=f{t),

n=git).
Es kann nun vorkommen, daB jeder Kurvenpunkt (vielleicht mit endlich-
vielen Ausnahmen) zu mehreren Werten von ¢ gehort. (Beispiel:
E P tz:r
n=t24+1;
zu ¢ und — ¢ gehirt der gleiche Punkt.) Zufolge des Liirothschen Satzes kann
man das aber immer durch geschickte Parameterwahl vermeiden. Es sei nim-
lich A ein Kérper, der die Koeffizienten der Funktionen f. g enthilt, und ¢
zuntichst eine Unbestimmte. X = A(f, g) ist ein Unterkorper von 1), Ist t°
ein primitives Element von I, so ist etwa
fity = fi(t") (rational),
gt) =g (') (rational),
= ‘PU-: @) = p(& 1),
und man verifiziert leicht, daB die neve Parameterdarstellung

E=/lt),
7 =nlt)
die gleiche Kurve darstellt, wihrend der Nenner der Funktion @(, y) nur in

endlichvielen Punkten der Kurve verschwindet, so dafl zu allen Kurvenpunk-
ten (bis auf endlichviele) nur ein t'-Wert gehdrt.

Aufgabe. Ist der Korper A (x) normal in bezug auf den Unterkdrper A (5).
50 zerfallt das Polynom (1) in ihm in Linearfaktoren. Alle diese Lincarfaktoren
gehen durch gebrochen-lineare Transformationen von x ans einem unter ihnen,
etwa aus = — x, hervor. Diese linearen Transformationen bilden eine endliche
Gruppe, lassen die Funktion & = g(x)/h(x) invariant und sind dadurch ge-
kennzeichnet.

§ 74. Algebraische Abhiingigkeit und Unabhingigkeit

Es sei Q ein Erweiterungskorper cines festen Kérpers P. Ein Ele-
ment » von 2 heilt algebraisch abhdngiy von w1, ..., s, wWenn v
algebraisch in bezug auf den Kérper P(ui, ..., ug) ist, d. h. wenn »
einer algebraischen Gleichung

ap(u) v9 + ay (u) v9-L 4 -+ -+ ag(u) = 0

geniigt, deren Koeffizienten ag(u), ..., @g(u) Polynome in w, ..., g
mit Koeffizienten aus P und nicht similich gleich Null sind.




