(:OURBES PLANES ALGERRIQUES. b15

GO8. 11 nous reste a étadier les courbes de genre zéro,
dites conrbes unicursales.

Soient F = o une semblable courbe; z,, g, deux de ses
adjointes, d'un méme degré m ct coupant F, la premicre
Qux points @y, - .. Apar % la seconde aux points @y, ...,
iy s, 5. Elles n'auront pas d’autres points de rencontre
avec F, puisque p est nul. :

Considérons les adjointes du faisceaun

€19+ CaPr=0.
Chacune d'elles coupera F aux points @y, ..., @y, eLe€N
: : ¢
un autre point (£ 1) variable avec le rapport C_—’: t. Pour
2

obtenir E, on ¢liminera x entre les équations F=o,
ey e P=0, €l I'on supprimera, dans I"équation finale,
los facteurs correspondants aux racines fixes; il restera une
équation du premier degré, d'on Von déduira 5=R(r),
R désignant une fraction rationnelle. On trouvera de méme
7 =R, (¢), R, étant également rationnel.

L’équation ¥ = o sera done équivalente au systéme des
deux suivantes :

ER=EN, 5= Ry L)

A chaque point (E, 1) de F correspondra, en général, une
valenr unique de ¢. Car si deux adjointes difiérentes
CyD4 -+ a2, €1 + ¢}yo, passent par le point (5,m); Pa €t
2, ¥ passeronl aussi; (%,7) sera donc un des points com-
muns A ¢, %a, F, ¢'est-ii-dire un point multiple, ou l'un des
points €. -« Gy z-

Pour obtenir la valeur de ¢ correspondante & I'un de ces
points particulicrs A, on supposera que le point (E, 7)),
dabord différent de ce point, s'en rapproche indéfiniment,
et T'on cherchera la valeur limite vers laquelle tend ¢. Ce
sera celle que nous ferons correspondre au point A,

Si ce point est multiple d'ordre k, on pourra supposer
successivement le point (£, 7) placé sur chacune des & bran-
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ches de F qui se croisent en A; on obtiendra ainsi A valeurs
de ¢ correspondantes & ce point.

609. Considérons réciproquement une courbe F définie
par les équations

e A= I,

R et B, désignant des fractions rationnelles. Béduisant ces
fractions au méme dénominateur, on pourra les metlre sous

la forme

£
. “’U}:%’

@y (L)

R )

=3

®y, 9a, ¢y lant trois polynomes sans facteur commun.
Cherchons combien de valeurs du paramétre ¢ correspon-

dent, en général, 4 un méme point de la courbe. Soit ¢, 'une

d’elles; les valeurs cherchées seroat les solulions communes

aux deux équations

[ID:] B(g}:“ (.'!1}: 31{9}:}"{:)],

ol

(1) P (6, t;) = 2:,(0) ps(ts) — @a(d) g1 (1) = 0,

Py(4, t,) = :p,(&} el f) — 9. (8) @2(4,) = 0.

Les deux polynomes P et P, sont divisibles par | — ¢,;
mais ils peuvent ayoir d'autres diviseurs communs. Soit en
général D (0, ¢,) leur plus grand commun diviseur; on aura

P(E}ﬁ tl):D(gstl)Q({jr ‘E:)g
Pi{ﬂ,tl)—_—D{ﬁ, 51}01(9151)-

Les deux équations ) = o, Q,= o ne pourront avoir de
racine commune que pour des valeurs particuliéres de ¢,.
Les solutions communes aux deux équations (11) se rédui-
ront donc (lorsque ¢, reste indéterminé) aux racines de
I'équation

D8 i) =0-

Ces racines sont généralement distinctes, car une racine
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double devrail satisfaire non seulement aux équations (10},
mais a leurs dérivées

RE(6)=0, R =0,

équalions algébriques qui n'admetlent qu’un nombre limité

de valeurs de §; etles valeurs correspondantes de ¢,, déduiles

des équations (10), seraient également en nombre limité.
Soit done

D (4, 6) = A (&) 07" + Ay (4) 0" e AL(6)s

les équations (10) admettront, en général, m racines com-
maunes distincles £y, . . -, tm, solutions de I'équation

D8, ) =0

Si I'on permute les deux variables § et t;, les deux poly-
tomes P et P, changent simplement de signe; leur plus
grand commun diviseur D doit done se reproduire i nune
constante prés; il est done du degré m en ¢,. l'un au moins
des polynomes A, Ay, ..., par exemple Ay, sera de degré m,
les aulres étant de degré 3m. En particulier, A sera de degré
inférieur @ m; car, s'il en était autrement, D ne pourrait
Cannuler identiquement pour § = ¢,, ainsi que cela doit étre;
car D (#,,¢,) contiendrait un terme en (3™, qui ne pourrait
se réduire avec les autres.

[Yautre part, & désignant 'une quelcongue des racines
Ly ».vy &y ON AUTE

Rie) = R({4), B, () =R(4)-
Les équations
R(6) = R(&)  Ri(8)=R(L)
seront donc équivalentes aux équations (10). L'équation

D) (8, 2;), qui fournit les racines communes i ces équations,
sera donc équivalente a D (8. £,) = o. On aura, par suile,

Ault) Aﬂ{e,)‘
Aty — A(n)
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51 donc nous posons
(¢
¥

i-._.r

il

."!"_“—‘l
_.-.-Ar

—

i chaque valeur de ce nouvean paramétre « correspondront
m valeurs de ¢ et précisément celles qui correspondent elles-
mémes A un méme point (§,7) de la courbe I; et £, 7 étant
des fonctions algébriques de u, qui n’ont qu’une seule valeur
pour chaque valeur de «, seront rationnels en u.

On voit ainsi que, si les coordonnées d’un point d'une
courbe sont exprimables en fonetion rationnelle d'un para-
métre, on pourrd toujours, en changeant au besoin le para-
métre, faire en sorte qu'a chaque point de la courhe corres-
ponde une scule valeur du paramétre.

610. Supposons cette condition réalisée, avec le para-
métre £, pour une courbe définie par les équations

E=R(), =R

nous allons établic que cette courbe est unicursale.
Les fonctions R (£), R, (¢) peuvent étre supposées réduites
au méme dénominateur. Passanl aux coordonnées homo-

s &L .
génes, en posant § ==, 7 =X, les équations de la courbe
3 =

pourronl s'écrire

T R b B b
T,, T,, Ty étant des polynomes en (.
Par une transformation birationnelle
wlize el il o) Gile sl Kt nas),

nous pouvons changer la courbe IY en une autre I de méme
genre p, n'ayant gue des cycles d’ordre 1. Les équations de
cette nouvelle courbe seront de la forme

e T - PR T

8, ©,, 8; étant de nouveaux polynomes en .
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A chaque point (2,37, 5") correspondra d'ailleurs, en gé-
néral, un seul point (z,y, z), et par suite une seule valeur
de £.
Soit s le plus grand des degrés des polynomes 8y, 85, 83
on pourra écrire
8, —alf+aq f ...,
8, = bet -+ bt~V . ..,

O, —=ctf o -,
I'un au moins des Lrois coefficients a, b, ¢ étant Zo.

= : : : 1
D’ailleurs, si ¢ croit indéfiniment, on aura, en posant ¢ = 5>
iyt narat + . b+ bl ietot

Ces équations définissent un cycle de F', qui doit étre
d'ordre 1, par hypothése; donc l'un au moins des trois dé-
terminants ab, — a, b, bey — byc, ca,— ¢, a sera Zo.

Le degré n de la courbe F est le nombre de ses intersec-
tions avee une droite arbitraire

a&—+ Py 335 =0,
Les ¢ correspondants sont les racines de 'équation de degré s
o®, + (8, + 70, =0,

et 4 chacune d’elles correspond un point distinct de I'. Done
5.
Cherchons d’autre part la classe v de F'.

Une droite
W4 vy - Ws =20

sera langente a F' au pﬁint ¢s1’on a
“01 4= (:Bz i IFB, = O
w®, + v 0, + w8 —o.

Elle passera, en outre, par un point donné arbitrairement
a, B, v, sil'ona
e 4 #8 +wy==o.
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Eliminant #, v, & entre ces trois équations, on aura, pour
déterminer les points de F’ dont la tangente passe par «, B, v,
I"équation

« (0,0, —0,8,) (0,8, —0,0),) + 7(0,8;,—8,0,) —o.

Or
9,3’:,—-0;9’,:—{6&‘1— b[C) gl-l'h-l+. sy

0,0, —-6,0,=— (ca,—c,a) 4. ..,
918';— ege‘l — {ab,— a,b) 5“‘_’4-. e

L’équation en ¢ est done de degré 25 — 2, ety = 25— 2.
Cela posé, I"" n'ayant que des cycles d’ordre 1, son genre p
sera défini par la relation

2P—2=¥—2AR—0§—2-—28=—2,

Donc p = o, et les courbes I, F seront unicursales.
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