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On utilisera les baba ensemblistes (entiers naturels, ensemble, applications, injection,
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1 mais que sous le règne de El’hemdée, certains traitent de poussièreuses.
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2 I Des fractions rationnelles aux surfaces de Riemann.

1 Des fractions rationnelles aux surfaces de Riemann.

1.1 Décomposition en éléments simples et développement de Laurent.

Premiers rappels : fractions et séries formelles. — Une suite f : Z → A,n 7→ fn à
valeurs dans un anneau A est une fraction formelle (en une variable à coefficients dans A),

de nième terme fn, si il y a un entier v∈Z tel que pour tout n<v, fn=0. Si f 6=0 il y a un plus
grand tel v, l’ordre v(f) de f , son terme initial est alors i(f)=fv(f)∈A\{0}. On pose v(0)=∞.

Si f, g sont deux fractions formelles alors f + g, n 7→ fn + gn est une fraction formelle,
dite somme des fractions formelles f et g, elle est d’ordre :

v(f + g) ≥ min(v(f), v(g)) avec égalité si v(f) 6= v(g)

Pour tout n ∈ Z alors si n−v(f)<i ou i<v(g) on a fn−igi=0 ainsi la somme
∑

i∈Z
fn−igi,

de termes non nuls en nombre fini, a un sens et est nulle si n < v(f) + v(g), définissant le nième

terme du produit f · g des fractions formelles f et g. De plus f · gv(f)+v(g)= i(f)i(g), donc :

v(f · g) ≥ v(f) + v(g) avec égalité si A est intège, en ce cas, si f 6= 0 6= g, i(f · g) = i(f)i(g)

Muni de + et · l’ensemble des fractions formelles à coefficients dans un anneau A est un anneau.
Utilisant la notation 〈〈 sommatoire 〉〉 f =

∑
n∈Z

Xnfn des fractions formelles, on le note A((X)).

L’anneau A((X)) contient le sous-anneau A[[X]] = {f =
∑

n∈N
Xnfn | v(f) ≥ 0}, dit des

séries formelles1, formé des fractions formelles d’ordre non négatif.
Ce dernier contient le sous-anneau A[X] = {f =

∑
n∈N

Xnfn | |f−1(A\{0})| <∞},
dit des polyômes1, formé des séries formelles dont le nombre de termes non nuls est fini.

L’anneau A((X)) est commutatif si A l’est, ce que l’on suppose désormais2.

Si A est intègre, de corps des fractions K⊃A, alors A((X)) est intègre et K((X))⊃A[[X]]
est corps des fractions de l’anneau de séries fomelles A[[X]]. Ainsi K((X)) contient comme
sous-corps un corps de fractions A(X)⊃A[X], dit des fractions rationnelles1, de l’anneau des
polynômes A[X]. En particulier si A = K est un corps alors A((X)) est un corps.

Soit un polynôme
∑

m∈N
Tm

∑
n∈Z

Xnfm,n =
∑

m∈N
Tmfm ∈A((X))[T ] à coefficients

dans l’anneau de fractions formelles A((X)). Comme les fm 6= 0 non nuls sont en nombre fini,

d’une part la série formelle Fn =
∑

m∈N
Tmfm,n ∈ A[[T ]] n’ayant qu’un nombre fini de termes

non nuls est un polynôme, d’autre part {v(fm) |m ∈ N}, l’ensemble des ordres de ces polynômes,
a un plus petit élément V , ainsi si n < V ce polynôme Fn = 0 est nul :

L’échange de signes somme
∑

m∈N
Tm

∑
n∈Z

Xnfm,n 7→
∑

n∈Z
Xn

∑
m∈N

Tmfm,n

induit un plongement, dit tautologique τX,T : A((X))[T ] → A[T ]((X)) de l’anneau des
plolynômes à coefficients dans l’anneau des fractions formelles à coeficients dans A vers l’anneau
de fractions formelles à coeficients dans l’anneau de plolynômes à coefficients dans A.

Le corps K = C(T ) des fractions rationnelles3complexes s’identifie à celui des
fonctions complexes méromorphes sur la droite projective complexe P1 = C∪{∞},
c’est à dire à l’ensemble des applications holomorphes f : P1 → P1, non 〈〈constante
infinie 〉〉, muni des opérations algébriques d’addition et multiplication au but.

Ainsi K[T ] s’identifie à l’anneau des des polynômes complexes F méromorphes4

1 (en une variable à coefficients dans A)
2 et, suivant l’usage anglo-saxon, corps commutatif s’abrège en corps.
3 (en une variable à coefficients)
4 c. a d. il y a un entier positif n ∈ N\{0} et une partie finie Ξ de P1 tels que :
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Une constante du corps K (resp. de l’anneau K[T ]) est une fonction f ∈C⊂K (resp. un

polynôme F ∈C[T ]⊂K[T ]) méromorphe qui est dans le sous corps C (resp. sous anneau C[T ]).

On considère pour un point a ∈ P1=C ∪ {∞} l’isomorphisme holomorphe :

σa : P1 → P1, σ∞=
1

X
et si a ∈ C, σa=X + a

Il induit l’isomorphisme de corps : σ∗
a : K → K, σ∗

a(f)=f ◦ σa qui :
〈〈ramène en l’origine 0 ∈ C⊂P1 pôles et zéros en a 〉〉, et par composition avec
l’inclusion ι : K =C(X) →֒ C((X)) du corps K des fractions rationnelles com-
plexes dans celui des fractions formelles complexes5, deux familles de plongements :

ιa = ι ◦ σ∗
a : K → C((X)), ιa[T ] = τX,T ◦ ι[T ] ◦ σ∗

a[T ] : K[T ] → C[T ]((X))

dits développement standard des fonctions (resp. polynômes) méromorphes aux points a∈P1.

Définitions. L’ordre en un point a ∈ P1 de f ∈ K (resp. F ∈ K[T ]) est :

va(f) = v(ιa(f)) (resp. va(F ) = v(ιa[T ](F ))

celui du dévelopement standard en a de cette fonction (resp. ce polynôme) complexe.

Les sorites des premiers rappels, comme une fonction méromorphe f ∈K est
constante si et seulement si elle n’a pas de pôle, donnent la :

Proposition. — (i) Pour tout a∈P1 et tout f, g∈K, F,G∈K[T ] on a :

(a) va(f + g) ≥ min(va(f), va(g)), va(f · g) = va(f) + va(g)

(b) va(F +G) ≥ min(va(F ), va(G)), va(F ·G) = va(F ) + va(G)

(ii) Les constantes du corps K (resp. de l’anneau K[T ]) sont les fonctions
(resp. polynômes) méromorphes d’ordre en tout point a∈P1 non négatif :

(a) f ∈K est une constante ssi pour tout a∈P1 on a va(f)≥0

(b) F ∈K[T ] est constante ssi pour tout a∈P1 on a va(F ) ≥ 0

Second rappel : Éléments simples. — Soit f = p
q

∈ K pour p =
∑d

i=0
Xd−iai et q =

Xe +
∑e

j=1
Xe−jbj ∈ C[T ] = A deux polynômes complexes, p de degré au plus d, q =∏

z∈C
(X−z)mz unitaire6de degré e, alors pour tout j, k∈Z il y a des uniques αj , αz,k : C, nuls

si j>d− e, k>mz , j, k − 1<0, donnant la décomposition en éléments simples de f = p
q
:

f =

d−e∑

j=0

Xjαj +

n∑

z∈C

mz∑

k=1

αz,k

(X − z)k
=
∑

k∈Z

[
Xkαk +

∑

z∈C

αz,k

(X − z)k

]

F =
∑n−1

i=0
T ifi : P1\Ξ → C[T ]n={P ∈ C[T ] | degP < n}

a ses n applications coefficients fi restrictions à P1\Ξ de fonctions méromorphes sur P1.
5 et, pour la seconde famille, de leurs extensions σ∗

a[T ], ιa[T ] aux anneaux de polynômes ainsi

que du plongement tautologique τX,T : C((X))[X] → C[T ]((X)).
6 la fonction multiplicité m : C → N, z 7→ mz est à support m−1(0) fini .
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D’où, en appliquant les isomorphismes σ∗
a, a ∈ P1, les expressions :

σ∗
∞(f)=

∑

k∈Z

Xk

[
α−k +

∑

z∈C

αz,k

(1−Xz)k

]

si a∈C σ∗
a(f)=

∑

k∈Z

[
(X + a)kαk +

∑

z∈C

αz,k

(X + (a− z))k

]

Les formules du binôme formel pour tout entier m ∈ Z relatif et complexes u∈C :

(X + u)m =

+∞∑

k=0

Xkum−k

(
m
k

)
, (1−Xt)m =

+∞∑

k=0

Xk(−t)k
(
m
k

)

donnent alors les développements standard7ιa(f)=
∑

n∈Z

Xnιa(f)n aux points a∈ P1 :

ι∞(f)n=α−n +
∑

z∈C

∑

m∈N

(−z)m
(
n−m
m

)
αz,n−m

et si a∈C ιa(f)n=αa,−n +
∑

m∈N

[
am

(
m+ n
m

)
αm+n +

∑

z∈C\{a}

(a− z)−(m+n)
(
−m
n

)
αz,m

]

Définitions. Les parties polaire et régulière en un point a∈P1 de f ∈K sont :

pa(f)=
∑

n<0

Xnιa(f)n, ra(f)=
∑

m∈N

Xmιa(f)m=f − pa(f)

Ainsi p∞(f)=

d−e∑

m=1

αm

Xm
et si a∈C, pa(f)=

ma∑

k=1

αa,k

Xk
, donc ra(f) est une fraction rationelle.

En considérant la fraction rationnelle Fa = f(X − a)ma qui est définie en a,
partie régulière et développements standard en a s’écrivent8〈〈Tayloriquement 〉〉 :

ra(f)=
∑

m∈N

XmDk(ra(f)(a)

k!
, ιa(f)=

∑

m∈Z

Xm−ma
Dm(Fa)(a)

m!

Commentaires bibliographiques

Pour se familiariser avec séries et fractions formelles, faire dans [Go], les exercices 11, 12
du §27, puis voir [Ga], C5. p. 331-353 et [Go1] II §1.6 (p.79-84) et §3.19 p. 155-165

Les formules explicites des développements standard ne sont pas nécessaires pour la suite.
Les amateurs trouveront plus d’exemples de calculs et des applications combinatoire dans [Wi].

7 qui, en substituant z ∈ C (resp u ∈ C∗) à X convergent pour |z−a| (resp. 1
|u| ) assez petit,

c’est le dévelloppement de Laurent en a de la fonction méromorphe correspondante.

8 utilisant la formule du produit de Cauchy-Leibniz
Dm(P · F )

m!
=

m∑

k=0

Dk(P )

k!
· D

m−k(F )

(m− k)!
.
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1.2 Courbes unicursales.

1.2.1 Les deux théorèmes de Lűroth.

Rappel. — Soit f : P1 → P1 une fonction méromorphe non constante sur la droite projective.
Pour tout a ∈ C la préimage f−1(a) est finie non vide, son nombre d’éléments, comptés avec

multiplicités
∑

z∈f−1(a)

vz(f −a)=
∑

p∈f−1(∞)

vp(
1

f
), est égal à celui de f−1(∞) et ne dépend donc

pas de a, c’est deg(f), le degré de f .

De plus pour p=
∑dp

i=0
Xiai, q=

∑dq

j=0
Xjbj ∈C[X], adpbdq 6=0, (p, q) = 1 deux polynômes

complexes premiers entre eux avec f= p
q
alors : deg(f) = max(dp, dq).

Lemme. — Soit f ∈ K\C une fraction rationnelle non constante alors K est
algébrique sur le corps C(f) engendré par f , de degré [K : C(f)]≤deg(f).

Démonstration. — Le générateur X sur C du corps K est, avec les notations du rappel, racine
du polynôme R=p(T )− q(T )f ∈C(f)[T ] donc [K : C(f)]≤dR=max(dp, dq)=deg(f).

Thèorème (Lűroth XX◦). — Soit K ⊃ L ⊃
6=

C sous-corps, non constant, du

corps des fractions rationnelles. Alors K=C(µ) est C-engendré par tout coefficient

non constant µ ∈ L du polynôme minimal M=
n∑

i=0

T iµi∈L[T ], µn=1 de X sur L.

Démonstration. — Si µ= p
q
, N =p(T )− q(T )µ∈C(µ)[T ]\{0} annule le C-générateur X de K.

Division euclidienne de N par M et minimalité de M donnent Q∈L[T ]\{0} tel que N=M ·Q.

Par hypothèse 1 et µ sont coefficients de M , donc N a ses coefficients C-linéaires en ceux
de M donc, par (i)(b) de la proposition de 1.1, si a ∈ P1, la majoration va(M) ≤ va(N) et :
va(N)=va(M) + va(Q) d’où va(Q)≥ 0, ainsi (ii)(b) de cette proposition donne : Q∈C[T ].

Quotient par Q∈C[T ]⊂L[T ] de N ∈C(µ)[T ]⊂L[T ], M ∈C(µ)[T ] et [K : L]=[K : C(µ)].
Comme [K : C(µ)]=[K : L][L : C(µ)], [L : C(µ)]=1 et L=C(µ)].

Corollaire (Lűroth XIX◦). — Soit f, g∈K avec L=C(f, g) non constant.

Alors si τ ∈L=C(τ) engendre L, il y a f1, g1∈K et E⊂P1 une partie finie
telles que (f, g)=(f1 ◦τ, g1 ◦τ) et la restriction (f1, g1)| : P1\E → P1 est injective.

Démonstration. — La première partie est la moitié de l’hypothése : f, g sont dans le corps
engendré sur C par τ . Que τ soit dans le corps L engendré par f et g donne deux polynômes

A,B∈C[U, V ] tels que la fraction rationelle d=B(f, g) 6=0 est non nulle et τ=
A(f,g)
B(f,g)

= n
d
.

Soit E=τ(d−1∪n−1({0,∞})) et u, v∈P1\E tels que (f1(u), g1(u))=(f1(v), g1(v)).

Par surjectivité de τ , il y a (r, s)∈ τ−1((u, v)). Donc : u= τ(r)=
A(f,g)
B(f,g)

(r)=
A(f1◦τ,g1◦τ)
B(f1◦τ,g1◦τ) (r)=

A(f1(τ(r)),g1(τ(r)))
B(f1(τ(r)),g1(τ(r)))

=
A(f1(u),g1(u))
B(f1(u),g1(u))

=
A(f1(v),g1(v))
B(f1(v),g1(v))

= · · ·=v. Ainsi (f1, g1)| est injective.

Commentaires bibliographiques

Pour un exposé en français du corollaire original [Lű] voir [Jo1] 3◦ Ed. I.609 p. 616-618.

Lűroth a lieu sur tout corps k en lieu de C (considérer les ordres aux points de P1(k) où k⊃k est
une clôture algébrique de k), comparer avec [vW] §73 p. 221-224, ou [Ja] III IV 4 p. 157-160.)
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1.2.2 Exemples de courbes unicursales et algébriques.

Exemple 1. — Les deux fractions rationnelles u=
(X2+1)2

X4+3X2+1
, v=

X(X2+1)

X4+3X2+1
∈K engendrent

L=C(u, v) et induisent γ : R → R2, γ(λ)=(u(λ), v(λ)), non injective. puisque, γ( 1
λ
)=γ(λ).

Comme X et 1
X

1sont racines de P =T 2v− Tu+ v∈L[T ] ce polynôme est irréductible et le

polynôme minimal de X sur L est M=T 2 − T u
v
+ 1.

D’aprés Lűroth (théorème de 1.2) L est engendré par µ=−u
v
=−|X + 1

X
], effectivement :

u=
(X + 1

X
)2

(X + 1
X
)2 + 1

=
µ2

µ2 + 1
=u1(µ), v=

X + 1
X

(X + 1
X
)2 + 1

=− µ

µ2 + 1
=v1(µ)

Cette factorisation de Lűroth induit sur la droite projective réelle P1(R) =R∪{∞} une
application γ1,R : P1(R) → P1(R)2 injective, mais l’application induite γ1 : P1 → P1

2 sur

toute la droite projective n’est injective que dans le complémentaire de γ1−1((∞,∞))={−i, i},
c’est conforme au corollaire de 1.2, puisque {−i, i} est image par τ de l’ensemble des pôles2w du

numérateur n=−u et du dénominateur d=v de l’expression τ= −u
v

en fonction de f=u, g=v.

En éliminant3le paramètre µ entre les coordonnées affines centrés en (0, 0) (resp. (∞,∞))

(u, v) (resp. (s= 1
u
, t= 1

v
) du carré projectif P1 ×P1, on obtient les équations affines :

v2 + u2 − u=0, st2 − s2 − t2=0

de l’image de γ1, équations que l’on peut globaliser en l’équation bi-homogène :

T 2V 2 + U2W 2 − TUW 2=0

en les coordonnées homogènes [T : U ] et [V :W ] des axes horizontal et vertical du carré projectif.
De même c : P1 → P2, c(λ)= [u : v : 1] de la droite projective dans le plan projectif complexe,
définie par les deux fractions rationnelles u et v paramétre injectivement4la conique déquation :

U2 +W 2 − UW =0

Définition. Une courbe est unicursale si on peut la paramétrer par des fractions rationnelles.

Exemple 2. — La cubique d’équation homogène U2W = V 3 + VW 1 n’est pas unicursale.

Démonstration. — Sinon la paramétrisation [u : v : 1] aurait une factorisation de Lűroth
[u1 : v1 : 1]. Comme (u1)2=(v1 − i)v1(v1 + i) la seconde coordonnée v1 serait de degré deux et

prendrait les valeurs −i, 0, i avec multipicité au moins deux, ce qui n’est pas puisque λ2a+λ2b+c
λ2d+λ2e+f

prend la valeur µ multiplement que si (b− µe)2=(a− µd)(c− µe).

Commentaires bibliographiques

L’exemple 1 est copillé dans [Lű]. Pour plan projectif et courbes algébriques voir5[Wk],
des prolongements sur l’exemple 2 voir [Si-Ta], [Sl] I et [Jo] I VII.

1 image de X par le L-isomorphisme non trivial σ∗
∞ de K.

2 car 0=w4 + 3w2 + 1=w2(w2 + 1
w2 + 3)=w2[(w + 1

w
)2 − 2 + 3]=w2[τ(w)2 + 1] et w 6=0.

3 µ2= u
1−u

= 1
1−s

, d’où µ2 +1= 1
1−u

= s
1−s

et v2= µ2

(µ2+1)2
=u(1− u) et t2=

(µ2+1)2

µ2 = s2

1−s
.

4 contrairement à γ, ce n’est pas toujours le cas : d=(x : y : 1) : P1→ P2, x(λ)=λ2−1, y(λ)=
λ3 − λ2 ne l’est pas (d(−1)=[0 : 0 : 1]=d(1)), c’est une paramétrisation rationelle de la cubique

d’équation U3+U2W −V 2W =0 (elle a été obtenue en posant λ= Y
Y
, pente de la droite joignant

ce point double à un point de la courbe qui en est distinct).
5 dont le chapitre IV, paramétre les courbes algébriques par des fractions formelles.
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1.3 Branches analytiques, définition et sorites des surfaces de Riemann.

1.3.1 Branches analytiques d’une courbe.

Rappels : fonctions définies en intégrant un paramètre et principe de l’argument.

Soit U ,V⊂C deux ouverts du plan complexe Γ⊂U un disque fermé inclus dans le premier.
A Soit φ : ∂Γ× V → C de sections à gauche et à droite uφ : {u} × V → C, φv : ∂Γ× {v} → C,

avec φ continue et les uφ, u∈∂Γ holomorphes alors Φ : V → C,Φ(v)=
∫
∂Γ

φv est holomorphe.

B Soit g : U → C holomorphe. La multiplicité en u∈U de f est ν(g;u)=vu(g − g(u)) :

ν(g;u)=∞ si f est constante près de u, sinon ν(g;u)=1+vu(g
′)=1+min({n∈N | g(n+1)(u) 6=0}

C Si 0 6∈g(∂Γ), alors pour tout h : U → C holomorphe on a :

1

2πi

∫

∂Γ

g′

g
h =

∑

u∈g−1(0)∩D

ν(g;u)h(u)

D Si il y a k : h(U) → C tel que g=k ◦ h (pour tout u∈U la valeur de g en u ne dépend que de
celle h) alors soit g est constante soit h(U) est un ouvert et k est holomorphe sur h(U).

Définitions. L’ensemble algébrique du plan complexe affine associé au polynôme
non nul f ∈C[U, V ]\{0} à coefficients complexes en deux variables est :

Z(f) = (Z(f), f) où Z(f)={(u, v)∈C2 | f(u, v)=0}

Il est coupé par C×{v}, l’horizontale d’ordonnée v, en l’ensemble algébrique
(f−1

v (0), fv) des zéros du spécialisé à droite1fv=f(U, v)∈C[V ] en v.

Définitions. La forme horizonlement homogène associée au un polynôme en deux

variables f=

d∑

i=0

U iai∈C[U, V ], ai∈C[V ], ad 6=0 de U -degré d est :

F =
∑

i=0

T d−iU iai∈C[V ][T, U ], on a F (T, U, V )=T df(
U

T
, V )

Si le V -degré de f est e, la forme bi-himogène associée à f est :

F =T df(
U

T
,
V

W
)W e [=F (T, U,

V

W
)W e]

La fermeture dans le carré projectif P1 ×P1 de l’ensemble algébrique Z(f) est :

Z(f) = (Z(f), F ) où Z(f)={([t : u], [v : w])∈C×P1 |F (t, u, v, w)=0}

On note π=pr2 : P1 ×P1 → P1 la projection du carré projectif sur la droite verticale.

Définitions. La multiplicité (horizontale) de Z(f) en un point M ∈P1 × P1 de
coordonnées M =(p, q), p= [t : u], q= [v : w]∈P1 est µZ(f)(M)= vM (Fq), l’ordre

1 image de f par le morphisme d’anneau ρv : C[U, V ] → C[V ], ρv(U)=U, ρv(V )=v.
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de Tu−Ut comme facteur de la forme Fq, elle est nulle si et seulement si M 6∈Z(f).
Si t 6=0, µM (Z(f))=ν0(z 7→ Fq(t, u + z)), et si u 6=0 on a : µM (Z(f))=ν0(z 7→ Fq(t + z, u)),
en particulier si tu 6=0, ν0(z 7→ Fq(t, u+ z))=ν0(z 7→ Fq(u+ z, t)).

D’où une fonction multiplicité2µ : P1 ×P1 → {∞}∪N,M 7→ µM (Z(f)).

La partie horizontalement (ou h-) réguliere3Z(f)hrde Z(f) est le plus grand ouvert de de
cet ensemble algébrique sur lequel la multiplicité µ est finie et localement constante.

Si f=g
∏

[v:1]∈Υ∞
(V − v)νv , gv 6=0 alors Z(g)⊂Z(f)=Z(g) ∪q∈Υ∞P1 × {q}

et si M ∈Z(f)\∪q∈Υ∞P1 × {q} ⊂ Z(g) alors : µM (Z(f))=µM (Z(f))<∞.

Hypothèse SCV. — On suppose désormais4Z(f) de multiplicité partout finie.

Soient f̌1=Udf( 1
U
, V ), f̌2=f(U, 1

V
)V e, f̌3=Udf( 1

U
, 1
V
)V e∈C[U, V ], les trois

polynômes aux inverses de f . Les involutions τ1, τ3, τ3=τ1 ◦ τ2 de P1 ×P1 :

τ1 : ([t : u], q) 7→ ([u : t], q), τ2 : (p, [v : w]) 7→ (p, [w : v])

étant holomorphes et échangeant les multiplicité de Z(f), Z(f̌i)⊂P1×P1, on peut
pour étudier la multiplicité au voisinage d’un point M=(p, q)∈Z(f), supposer de
plus que (p, q)=(u, v)∈Z(f) [=Z(f) ∩C2] est dans le plan affine.

Proposition. — Soit Γ×∆∋M0=(u0, v0)∈Z(f) un bidisque vérifiant :(
Γ× {v0}

)
∩ Z(f)={M} et

(
∂Γ×∆

)
∩ Z(f)=∅

et dont le centre M0 est de multiplicité µ0=µM0
(Z(f))>0 positive alors :

(i) Les points du disque horizontal Γ× {v}, v∈∆ qui sont dans Z(f) sont en

nombre, compté avec multiplicité, NΓ : ∆ → N, NΓ(v) =
∑

(u,v)∈Γ×{v}

µ(u, v) = µ0

ne dépendant pas de v∈∆. Ainsi µ est semi continue supérieurement.

(ii) La fonction h : ∆ → C, h(v)=
∑

(u,v)∈Γ×{v}

µ(u, v)

µ0
u, moyenne pondérée par

multiplicité des points de Z(f) ∩
(
Γ× {v}

)
est holomorphe sur ∆.

Démonstration. — Le C des rappels pour g = fv et h = 1 la fonction 〈〈 constante 1 〉〉, puis

h= 1
µ0

IdU = 1
µ0

pr1|U×{v} donne : NΓ(v)=
∫
∂Γ

f ′
v

fv
et h(v)=

∫
∂Γ

1
µ0

f ′
v

fvh
.

Le A des rappels avec φ=
f ′
v

fv
, puis φ= 1

µ0

f ′
v

fv
h, établit alors (i) et (ii).

Corrolaire et définition. — Si, avec les notations de la proposition, ce point
M0 est limite de points Mi 6=M0 de multiplicité µ(Mi)=µ0, le 〈〈graphe couché 〉〉 :

Vh = {(h(v), v)∈C×C | v∈∆}

est un voisinage de M dans Z(f). Ainsi M0 ∈Z(f)hr est dans la partie régulière
et t=π| : V

h → ∆ est un homéomorphisme, dit uniformisante en M de Z(f)hr.

2 (horizontale), de valeur ∞ en M = (p, q) si q = [v, 1] et l’horizontale P1 × {q} ⊂ Z(f)

d’ordonnée q est incluse dans Z(f), c. a d. si f=g · (V − v)νv , g∈C[U, V ], νv>0, gv 6=0.
3 ou l’ensemble de ses points h-réguliers.
4 Quite à remplaçer f par g. Le sigle SCV est pour pour sans composantes verticales.
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Démonstration. — Par hypothèse et le B des rappels le point M0 et les points Mi, i>0 dont il

est limite anullent les µ0 polynômes fk=
∂f

∂Uk , 0≤k<µ0.

D’autre part, supposant que tous les Mi ∈ Γ × ∆ sont dans le bidisque Γ × ∆, les deux
parties (i) et (ii) de la proposition donnent, pour i∈N,Mi=(h(π(Mi)), π(Mi)).

Ainsi v0=π(M0) est zéro non isolé des µ0 fonctions holomorphes ϕk : v 7→ fk(h(v), v).
Ces fonctions sont donc identiquement nulle et par le B des rappels tous les points du 〈〈graphe
couché 〉〉 Vh sont de multiplicité µ0. Ainsi, par (i) de la proposition, Vh=Z(f) ∩ Γ×∆.

Par contraposé du corollaire les points de Σ=Z(f) \Z(f)hr sont isolés. Par
compacité de Z(f), l’ensemble Σ et Υ=π(Σ) sont finis.

Définitions. Un disque ∆ de la droite projective P1 est un disque ouvert soit de C∞ =
{∞} ∪C\{0}⊂P1, soit de C0=P1\{∞}⊂P1.

Les homographies agissant transitivement sur les 〈〈 cercles droite 〉〉 de P1,

Pour tout q∈∆ et tout r∈]0, 1] il y a q′ 6∈∆ ,tel que : ∆={p∈P1 |
∣∣ p−q
p−q′

∣∣<r}.
Le disque unité est D={z∈C | |z|<1}, son bord ∂D=U est le cercle unité5. L’application

u : ∆ → D,u(p)= p−q
p−q′

est dite uniformisante centrée au point q∈∆ du disque ∆.

Pour tout r ∈ [0, 1] on note Hr = {z ∈ C |
∣∣ z+1
z−1

∣∣ < r}. Si r < 1 ce sont des disques

d’uniformisantes centrées en −1 d’union croissante le demi-plan à gauche

H1=H={z ∈C | ℜ(z)<0}=exp−1(D)

pré-image du disque unité D par l’exponentielle. On note e = exp|H et, si n ∈ N \ {0},
en : H → D, en(z)=e( z

n
);pn : D → D,pn(v)=vn, on a la factorisation e=pn ◦ en.

Définition. Une branche de Z(f) au dessus6de q∈P1 est b=(B, u) pour :

(1) u une uniformisante centrée en q∈∆⊂P1 d’un disque contenant q,
de disque pointé correspondant ∆′=

(
∆\{p}

)
,∆′ ∩Υ=∅ disjoint de Υ=π(Σ).

(2) B, le support de b, composante connexe de Z(f)∩π−1(∆′) [=Z(f)hr∩∆′].
Elle est dite régulière s’il y a M ∈Z(f)hr dont {M} ∪ B est voisinage dans Z(f).

Théorème et définitions. — Soit b=(B, u)branche deZ(f)au dessus de q∈P1.
Alors il y a un entier positif n∈N\{0} dit degré (horizontal) de la branche et un
homéomorphisme t′ : B → D′=D\{0} dit uniformisante de la branche b tels que :

πB
Def
= u ◦ π|B = pn ◦ t′

Démonstration. — Par proposition et corrollaire pour toutM ∈B il y a hδ : δ → P1 holomorphe

sur un disque δ=δM ⊂∆′ et de graphe couché voisinage de M dans Z(f) (donc dans B).
On note sδ : δ → B, sδ(z)=(hδ(z), z) la section de πB ainsi définie, de δ sur l’ouvert sδ(δ) de B.

Affirmation 1. — Soit s, s′ : O → B continues sur un ouvert de H avec πB ◦ s=e=πB ◦ s′alors
{z∈O | s(z)=s′(z)} est ouvert-fermé de O. Ainsi si O est connexe, soit il est vide, soit s=s′.

Démonstration. — Fermé car s − s′ est continue7, et ouvert car, si δ̃z est la composante de z

dans e−1(δs(z)), le corrollaire donne πB ◦ s|δ̃=pr2 ◦ sδ ◦ e|δ̃=πB ◦ s′|δ̃ : δ̃ → P1. ⊔⊓

5 stable par multiplication on note de même U⊂C×, le sous-groupe du cercle correspondant.

6 ou d’ordonnée, à l’étage,. . . q.
7 et B séparé!
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Affirmation 2. — Si M0∈B∩π−1
B (e−1) il y a s=s1, relèvement à πB de e tel que s(−1)=M0 :

Si IM0
={r ∈ [0, 1] | t. q. il y a sr : Hr → B; πB ◦ sr=exp|Hr

; s(−1)=M0} alors IM0
=[0, 1[

Démonstration. — Soit r∈ IM0
limite de ri ∈ IM0

. Par l’affirmation 1 les sri sont uniquement
déterminé, ils se recollent donc en un sr, ainsi IM0

est fermé. ⊔⊓

Si r 6=1, z ∈ {−1} ∪ Fr(Hr) et z ∈ δz = δ⊂ δ⊂∆′ = π(B) est un disque le contenant et de
fermeture incluse dans l’image verticale de la branche et sur lequel une section sδ=sδz est définie.

La compacité de B ∩ u−1(δ) produit un point N ∈B ∩ sr(Hr) limite de points Ni∈sri (Hri ) .

Comme si z, z′∈Fr(Hr) et πB(Ni)∈δz ∩ δz′ on a sδz (πB(Ni))=sr(πB(Ni))=sδz′ (πB(Ni))

et les intersections δz ∩ δz′ et δz ∩Hr sont connexes, l’affirmation 1 produit une section recollant

les sδz avec sr sur un voisinage de Hr dans H, qui par compacité de Hr, contient Hr′ où r′>r.

Ainsi le fermé IM0
est ouvert dans l’intervalle connexe [0, 1], contenant 0, il lui est égal.⊔⊓⊔⊓

Les sδ(δ) étant ouverts dans B, la section s est ouverte et fermée donc8surjective.

Soit v∈∆′, comme card(B ∩ π−1(v))≤d, les s(z + 2πin), n∈Z ne sont pas distinct.

Il y a donc un plus petit entier positif n∈N\{0} tel que pour un z∈H on a s1(z+2πin)=s(z).
Par l’affirmation 1 ceci a lieu en tout z∈H et s=s ◦ en se factorise par en. Par minimalité de n,
cette surjection ouverte s est injective donc un homéomorphisme et t=s−1 convient.

On note Σ̂ l’ensemble des branches non régulières, de quotient Σ̃ en identifiant
deux branches (B′, u′), (B′′, u′′) si il y a une branche b de support B⊂B′ ∩ B′′.

On choisit une branche (Bb̃, ub̃), b̃∈ Σ̃ par classe d’équivalence.

Définitions. Les ouverts de Z(f)hr et les B̂
Def
= B ∪ {b̃}, b̃∈ Σ̃, (B, u)∈ b̃ sont les

ouvert de la courbe Ẑ(f)
Def
= Z(f)hr∐Σ̃, normale9associée au polynôme f ∈C[U, V ].

La branche complétée de b=(B, u) est b̂=(B̂, û) où :

û : B̂ → D, û(b̃)=0 et si M ∈B, û(M)=u(M)

Complément. — La branche B est holomorphiquement paramétrée par :

s= ι ◦ t−1 : ∆′ → B →֒ P1 ×P1

qui s’étend en ŝ : B̂ → Z(f) ⊂ P1 × P1 injective telle que, pour toute branche
b′=(B, u′) de même support B, la composée ŝ◦û−1 : D → P1×P1 est holomorphe.

Démonstration. — La première partie suit de D des rappels puisque s = s ◦ en et s, en sont

holomorphes, la seconde partie, comme B\B⊂Z(f) ∩ π−1(û′(b̃)) est fini, suit alors du théorème
de Riemann, dit des singularités inexistentes.

Commentaires bibliographiques

Le passage d’un polynôme f à sa forme verticalement homogène F est à la base de l’élimina-
tion, voir [Mu] 2§2C, [vW] §34-35 et §130, et [Wb] §53 à 57.

Pour les courbes algébriques planes voir [Gi] chap I §3 à 5 p. 5-14. (et [Wk]).

Pour plus de détails sur leur étude locale voir [Wl] (et [Wk]).

8 puisque B est connexe.
9 Sous SCV, sans SCV avec les notation du haut de la p. 8 Ẑ(f)= Ẑ(g)∐q∈Υ∞ P1 × {q}.
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1.3.2 Applications holomorphes entre surfaces de Riemann.

Définitions. Une carte (complexe) sur un espace topologique X est la donnée de ϕ=(U , ϕ) où

ϕ : U → V est homéomorphisme, la coordonnée de la carte, de source un ouvert U ⊂X de X,
l’ouvert de la carte, et but un ouvert V⊂P1 de la droite projective.

Soit (U1, ϕ1), (U2, ϕ2) deux cartes sur X, d’intersection notée U1,2=U1∩U2=U2∩U1=U2,1.
Ces deux cartes sont (holomorphiquement) compatibles si l’application :

ψ2,1=ϕ2|U1,2
◦ (ϕ1

−1)|ϕ1(U2,1) : ϕ1(U2,1) → ϕ2(U1,2)

dite de transition de la carte ϕ
2
à la carte ϕ

1
est holomorphe. Un Atlas de X est une famille

Φ=
(
ϕ
i
=(Ui, ϕi)

)
i∈I

de cartes deux à deux compatibles dont les ouverts couvrent X=∪i∈IUi.

Définition. Une surface de Riemann est un atlas Φ sur un espace topologique
séparé X. Par abus on sous-entend l’atlas et plutôt que X =(Φ, X), on la note X .

Exemples 1 : surfaces de Riemann. — (i) surface de Riemann vide ∅.

(ii) Droite projective P1, dite aussi sphère de Riemann1.

(iii) Union disjointe de surfaces de Riemann.

(iv) Courbe normale Ẑ(f) associée à un polynôme non nul f ∈C[U, V ]\{0}.

Si f=g
∏

[v:1]∈Υ∞
(V − v)νv , gv 6=0. Si g∈C, alors Ẑ(g)=∅.

Sinon par théorème, corollaire et rappelD de 1.3.1, un atlas de Ẑ(g) est formé
des uniformisantes de Z(g)hr et de celles complétées de ses branches non régulières.

Donc, d’après (i), (ii) et (iii), la courbe normale Ẑ(f) = Ẑ(g) ∐q∈Υ∞ P1 × {q},
associée à f est munie d’une structure de surface de Riemann.

(v) Surface de Riemann quotient d’un groupe Kleinien. Soit G⊂PGL2(C) un
groupe d’homographies respectant un ouvert X ⊂P1 de la droite projective de sorte
que2tout x̃∈X a un voisinage x̃∈ Ũx̃⊂X tel que pour Id 6= g∈G, g(Ũx̃) ∩ Ũx̃= ∅,

l’application quotient ρ : X → G\X
Def
= X induit des homéomorphismes :

ρ|Ũx̃
: Ũ|x̃ → G\ρ−1(ρ(Ũx̃))

Def
= Ux⊂X

sur des voisinages des x = ρ(x̃)∈X, inverses des coordonnées ϕx : Ux → Ũx̃⊂P1

de la surface de Riemann associée au groupe Kleinien G agissant sur X ⊂P1.

a) Translations, cycliques et réseaux . Soit ω∈ C\{0}, ω′∈C\R. Le groupe Π=Zω
et le réseau Λ=< ω′, ω′ >={mω + nω′ |m,n∈Z} agissent discrètement librement3sur X =C.

b) Groupe multiplicatif cyclique U⊂
6=
Λλ,m={λ2n |n∈Z}⊂C× agissant sur X =C\{0}.

1 Un atlas à une seule carte l’identité de P1!
2 On dit alors que l’action de G sur X est discrète libre.
3 Soit δ la plus petite valeur non nulle de la forme quadratique (définie positive, car ωω′ 6∈R)

|ωm+ ω′n|2= |ω|2m2 + 2ℜ(ωω′)mn+ |ω′|2n2. Les ouverts Ũx̃={4|ũ− x̃|2<δ} conviennent.
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c) Groupe de congruence
{( a b

c d

)
∈ SL2(Z) | a ≡ 1 ≡ d (4), b ≡ 0 ≡ c (2)

}
sur H=−iH.

Scolie et Défnition. — Soit ϕ=(U , ϕ) une carte sur un espace X, compatible avec chaque carte

d’une famille Φ=(ϕ
i
=
(
Ui, ϕi)

)
i∈I

de carte sur X. Alors pour toute homographie h∈PGL2(C)

et ouvert U ′⊂U de l’ouvert de ϕ, le couple h(ϕ)|U′ =(U ′, h ◦ ϕ|U′ ) est une carte, dite sous-carte

projective de ϕ qui est compatible avec toutes les sous-cartes projectives de Φ.

Ainsi supposant désormais les atlas projectivement locaux :

D’une part tout point x∈X d’une surface de Riemann est x∈U dans l’ouvert d’un carte
ux=(U , ux) dont la coordonnée ux : U → D, de but le disque unité, l’envoit ux(x)=0 au centre.

Une telle coordonnée u=ux est dite uniformisante (locale)4en x de X (définie sur l’ouvert U).

D’autre part si f : X → Y est continue entre surfaces de Riemann, pour tout point x∈X
il y a des uniformisantes vf(x) : V → D, v(f(x))=0, ux : U → D, u(x)=0 en f(x)∈Y et x∈X
de Y et X respectivement, dites paire (v, u) adaptée à f en f(x) et x telles que f(U)⊂V.

L’application fv,u=vf(x) ◦ f|U ◦ u−1
x : D → D du disque unité dans lui même, vérifiant :

vf(x) ◦ f|U =fv,u ◦ ux

est dénommée expression de f pour la paire (v, u) d’uniformisantes adaptées pour x∈X.

coScolie et Définition. — Soit f : X → Y continue entre surfaces de Riemann
et munie d’une famille (vi, ui)i∈I de paires adaptées dont les expressions fvi,ui

sont
holomorphes et telles que X=∪i∈IUi est recouverte par les ouverts source des ui.

Alors, pour toute paire (v, u) adaptée, l’expression fv,u est holomorphe. ⊔⊓
L’application f : X → Y est alors dite holomorphe(ou morphisme) de X vers Y .

Exemples 2 : morphismes. — (i) Si X est surface de Riemann ∅ → X.

(ii) Les morphismes φ : P1→P1 sont5les fractions rationnelles f ∈K.

(iii) L’union disjointe ∐i∈Ifi : ∐i∈IXi → Y d’une famille d’applications
holomorphes de même but

(
fi : Xi → Y

)
i∈I

est holomorphe.

(iv) Les projections π, η : Ẑ(f) → P1 verticale et horizontale sur la droite
projective de la courbe normale associée à 0 6=f ∈C[U, V ] sont holomorphe.

(v) Soit un ouvert de la droite projective X ⊂ P1 muni d’une action
discrète libre d’un groupe d’homographies G alors une application de son quotient
f : G\X → Y vers une surface de Riemann Y est holomorphe si et seulement si la
composée f ◦ ρ : X → Y est holomorphe.

a1) L’application E : C → C\{0}, E(z) = exp(2πiz) induit sur la surface de Riemann
quotient une application holomorphe e : Z\C → C\{0} qui est bijective6.

a2) Pour tout réseau Λ =< ω, ω′ > muni d’une base (ω, ω′), soit λ = λΛ = e( ω′

2ω
) ∈ C×.

L’application z 7→ e( z
ω
) induit une application holomorphe eΛ : Λ\C+ → ΛλΛ,m\C× bijective.

4 ou (centrée) pour 〈〈Ortuniformisierende 〉〉 de [We]
5 Si 0 6=a0∈C[X] tel que f · a0=a1∈C[X], d=max(deg(ai)) et Ai=T

dai(
X
T
)∈C[T,X] sont

les polynômes homogènes de degré d associés, pour tout p=[t : x]∈P1, φ(p)=[A0(t, x) : A1(t, x)]
6 Aussi un isomorphisme du groupe additif quotient Z\C+ sur le groupe multiplicatif C×.
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a3) Comme7
∫ 1

0

dy√
y−y3

=
∫ +∞
1

ds√
s3−s

= K, G : H → C, G(v) =

∫ v

∞

dz√
z3 + z

est

isomorphisme holomorphe sur carré sud QS , s’étendant à la fermeture de H, envoyant ∞, 0,−i, i
sur respectivement les sommets haut 0, bas −K

√
2i, gauche −K 1+i√

2
et droite K 1−i√

2
de QS .

L’isomorphisme inverse vS =G−1 se relève, si F =u2 − v3 − v∈C[u, v], en une paramétrisation :

fS =(uS , vS) : QS → Ẑ(F )= Ĉ ⊂P1 ×P1

par ce carré sud d’une8des deux composantes de π−1(H) la préimage du demiplan à gauche par

la projection verticale dans la normalisée9, Ĉ de la cubique de l’exemple 2 de 1.2.2.

Par symétrie10, on étend vS en l’injection holomorphe vS∪vE , vE(z)=−vS(iz) du rectangle
RES = QS ∪ QE union du carré sud et est QE = −iQS se relevant11en une paramétrisation

fS ∪ fE =(uS ∪ uE , vS ∪ vE) : RES → Ĉ d’une des deux composantes de π−1

Ĉ
(C\[−i,+i∞[).

Elle est injective et, par symétrie de Schwarz , holomorphe.

Reprenant la construction le long du côté [−K 1−i√
2
,K 1−i√

2
] de RES , on prolonge cette para-

métrisation à RNO =−RES , rectangle nord-ouest, donnant sur le carré union Q=RES ∪ RNO

une surjection holomorphe, injective sur l’union de l’intérieur et de deux côtés adjacents puis,

l’âne trottant en spirale dans le réseau ΛK = 2K < 1−i√
2
, 1−i√

2
>, un morphisme f̃ : C → Ĉ

invariant par ΛK , d’où une bijection holomorphe f : ΛK\C → Ĉ de la surface de Riemann

quotient du groupe additif complexe C+ par ce réseau en diamants ΛK sur la cubique Ĉ.

b) Soit λ, µ∈C×, |λ|>1 et, pour n∈Z, Tn(z)=
(z−µλ2n)(z−µ−1λ2n)

(z−λ2n)2
∈C(z) .

Comme, pourm∈N, on a T−m(z)=
(
1+(1−µ) λ−2m

z−λ−2m

)(
1+(1−µ−1) λ−2m

z−λ−2m

)
et Tm(z)=

µ
(
1+

z(1−µ−1)

λ2m−z

)
µ−1

(
1+

z(1−µ)

λ2m−z

)
=
(
1+ (1−µ−1) z

λ2m−z

)(
1+ (1−µ) z

λ2m−z

)
et tout z0∈C×

a un voisinage sur lequel, pour M assez grand, les séries
∑

m≥M
λ−2m

z−λ−2m ,
∑

m≥M
z

λ2m−z
sont,

uniformément absolument convergentes, le produit infini :

Qλ;µ,µ−1 =
∏

n∈Z

(z − µλ2n)(z − µ−1λ2n)

(z − λ2n)2

converge vers une application holomorphe q̃λ;µ,µ−1 : C× → P1 invariante par le réseau

multiplicatif Λλm={λ2n |n∈Z}⊂C×, induisant donc sur la surface de Riemann quotient :

qλ;µ,µ−1 =qµ,µ−1 : Eλ
Def
= Λλm\C× → P1

De même si µ=(µi), ν=(νi)∈
(
C×

)N
sont tels que

∏N

i=1
µi=

∏N

j=1
νj , le produit infini :

Pλ;µ,ν =
∏

n∈Z

∏N

i=1
(z − µiλ

2n)
∏N

j=1
(z − νjλ2n)

induit sur la surface de Riemann quotient de C× par le réseau multiplicatif Λλm :

pλ;µ,ν =pµ,ν : Eλ → P1

7 par le changement de variable y= 1
s
.

8 par exemple celle où, au dessus de la diagonale QS ∩ iR,ℑ(u0)>0.
9 Contrairement à Z(f)⊂P1 ×P1, la cubique plane Z(U2W 3 − VW 2 − V 3)⊂P2 est lisse.

10 d’axes [0,K 1−i√
2
], ]− i∞,−i], à la source et au but respectivement.

11 grâce à uZ(z)= iuS(iz).
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Bien12des propriés des fonctions holomorphes sur P1 se traduisent13alors :

Fn Forme normale. — Soit x∈X et v une uniformisante en f(x).

Alors il y a uniformisante u en x et rx∈N∪{∞} tels que si14ex=rx +1, on a v=uex

Hi Corollaire. — Si f est bijective alors son inverse g=f−1 : Y → Y est holomorphe.

Définitions. Une fonction sur X est un morphisme f : X → P1 avec f−1({∞}) discret.
Les entiers ex, rx sont respectivement l’indice et l’excès de ramification en x.
Le morphisme f est non ramifié en x si rx =0, non ramifié si il est non ramifié en tout point,
isomorphisme si il y a un morphisme g : Y → X tel que g ◦ f=IdX , f ◦ g=IdY .

Si Singularités innexistantes. — Si X̂⊃X est une surface de Riemann telle que X̂\X est discret

et f a une extension f̂ : X̂ → Y continue alors f est holomorphe. ⊔⊓

De plus une telle extension existe si Y est compacte et il y a X̂\X⊂ U⊂X̂, f̂(U)⊂V⊂Y ,
ouverts de carte sans composante Ui de U d’image dense dans une composante de V.

Ao Application ouverte. — On a la partition ouverte X=Xc ∐Xo en :
Xc={x∈X | f constante près de x} et Xo={x ∈X | f ouverte près de x} . ⊔⊓

De plus si f est propre, le degré y 7→ degf (y)=
∑

x∈f−1(y)
ex est15localement constant.

Fh Factorisation. — Soit W,X, Y des surfaces de Riemann, k : X → Y, h :W → X et g=k ◦h.
Alors si h est surjective ces applications sont holomorphes, dès que deux d’entre elles le sont.

Démonstration. — Cela suit de la coScolie, de Fn et Hi ou D des rappels de 1.3.1, suivant que
l’application non supposée holomorphe est g, h ou k respectivement.

Exemples 3 : Fonctions sur Eλ. — Pirater la preuve de l’Affirmation 2 de 1.3.2 donne :

Lemme. — Soit Y⊂P1un ouvert muni d’une action discrète libre de H, et X∈{P1,C}.
Alors pour tout morphisme f : X → H\Y, il y a un morphisme f̃ : X → Y tel que f=ρ ◦ f̃ .

On note M(Eλ) l’ensemble des fonction de la surface de Riemann16Eλ=Λλm\C×.

Corollaire. — Tout morphisme f : P1 → Eλ est constant17.

cocorollaire. — Si f ∈M(Eλ), alors f
∗ : P1 → Eλ, f

∗(y)=
∏

x∈f−1(y)
xex est constante.

Ainsi la condition
∏N

i=1
µi =

∏N

j=1
νj d’égalité du produit des zéros et de celui des pôles

est satisfaite par tout f ∈M(Eλ), et d’après la fin de Ao, les fonctions pµ,ν construites à la fin

du b) de l’exemple 2 sont, à constante mulitplicative près, toutes les fonctions sur Eλ.De plus, si

q∈M(Eλ)\C, degf >1 et, si degqi=2, q−1
i

(∞}={1}, i=1, 2, il y a a, b∈C tels que q1=aq2 + b,

donc q′1=aq
′
2. L’égalité des limites en 1 des produits par (z − 1)6 de chacun des membres de

p̃2(λ,−1,−Λ),(1,1,1)= q̃λ,λq̃−1,−1q̃−λ,−λ

établit pour un tel q∈M(Eλ), degq=2, q−1(∞}={1} l’équation différentielle de Weierstrass :

q′=4(q − q(λ)) · (q − q(−1)) · (q − q(−λ))

12 en particulier tous les énoncés locaux.
13 Sans autre précision f : X → Y est un morphisme de surface de Riemann.
14 avec l’abus (acceptable, puisque |u|<1) conventionnel u∞=0.
15 par Fn et C des rappels de 1.3.1
16 munie de sa structure de groupe multiplicatif, dont les produits p 7→ pq sont holomorphes.
17 d’après l’exemple 2 a2, a3) et Hi, on retrouve que l’exemple 2 de 1.2.2 n’est pas rationnelle.
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Commentaires bibliographiques

Sur l’introduction des surfaces de Riemann : [Cn]VI, [We]§4-6, [Gi]I, [Do]6.1.

Pour l’action du groupe de congruence18(Ex. 1 (v) c)) : [Se]VII§1.2 et [Ru]16.18-19, puis
20 pour, dans ce cas du groupe de congruence, l’analogues de Ex. 2 (v) a3)).
Pour l’application G de Ex. 2 (v) a3) : [Cn] VI exercice 8, [Ah]6.2.3, puis196.2.4 et20[Cy] 7.
La fonction Γ permet de calculer l’intégrale K de Ex. 2 (v) a3)) : [Ar] (5.10), [Ko-Kr]I 4.5.

Pour Ex. 3 voir [Ko-Kr]I 6.9, et pour son équivalent21additif : [Cn]V2.5, [Ah] 7, [Sl] I,

[Ha] IV4, [Ko-Kr] I, [Jo]IVII.

1.3.3 Le théorème de Chow : courbes analytiques et courbes algébriques.

Théorème. — Soit X une surface de Riemann compacte connexe.

Alors pour toute paire de fonctions (u, v)∈M(X)2 avec v non constante,
de degré d, il y a un polynôme P ∈Z[U, V ] de U -degré d tel que :

(u, v)(X)=Z(P )⊂P1 ×P1

Démonstration. — Par 1.3.2 Ao, Fn, Hi et Si et Ex 2 (ii), les fonctions symétriques élémen-

taires de v−1(q), q∈C\v−1(∞)22sont σi=
Ai

A0
, Ak∈C[V ], 0 ≤k≤d et P =

∑d

k=0
Ud−kAk.

Axiome23 de Giraud. — Pour tout point p ∈ X d’une surface de Riemann
compacte connexe il y a f ∈M(X) n’ayant de pôle qu’en {p}=f−1(∞).
Ainsi il y a, pour {p0, . . . , pd}⊂X fini à d + 1 éléments, fi ∈M(X), f−1

i
(∞)={pi}; i=0, . . . , d.

Donc si K 6∈ {−fi(pk) | i = 1 . . . , d}, les fonctions gi = fi + K vérifient g−1
i

(∞) = {pi} et

gi(pk) 6= 0, ainsi les fonctions séparent les points : pour tout a1, . . . , ad ∈C il y a une fonction

g=

d∑

i=1

ai

d∏

i 6=k=1

gk(pi)

gk
∈M(X) n’ayant de pôle qu’en p0 et telle que pour i=1, . . . , d, g(pi)=ai.

Corollaire(Chow-Lűroth). — SoitX une surface de Riemann compacte connexe.

Alors il y a C=Z(f)⊂P1 × P1, f ∈C[U, V ] et une paramètrisation de cette
courbe algébrique plane ϕ : X → C ⊂P1 × P1, de composantes holomorphes et
qui, sur le complémentaire d’une partie finie de X, est injective.

Commentaires bibliographiques

Le théorème de Chow fait partie du yoga gaga de [Se1]. L’original [Ch] qui contient une

18 il est d’indice 6 dans PSL2(Z), donc les union des images du domaine fondamental par
S, ST, STS, T−1S=STST, T−1S=STSTS et T, TS, ST−1S=TST, ST−1=TSTS, S=TSTST
représentées sur la figure p.128 se projettent en deux ouverts de carte recouvrant le quotient.

19 pour les triangles euclidiens.
20 pour les triangles à côtés arcs de cercles et des fonctions invariantes par d’autres groupes.
21 par Ex. 2 (v) a2), les formules de Ex. 2 (v) b) s’y retrouve plus tard avec la fonction σ.
22 écrite v−1(q)={p1, . . . , pd}, en bégayant ces points selon leur v-indice de ramification.

23 ramené en 2 au Lemme (montré en 3) de Hilbert-Weyl (existence pour tout p d’une différentielle

holomorphe hors de p, à périodes imaginaires pures avec en p un pôle d’ordre 2 sans résidu ).
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introduction traditionnelle à la géométrie analytique, voir aussi [Ha] Appendice B et [De].
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1.4 Constructions : petit herbier de surfaces de Riemann.

1.4.1 Éléments de fonctions et formes analytiques.

Définitions. Un élément de fonction de centre u∈C est une série entière en z−u :

fu=
∞∑

n=0

(z − u)nan

convergente pour |z − u|<rfu . L’ensemble des éléments de fonctions est noté E .

Si |v−u|<rfu , alors la série entière fuv=

∞∑

m=0

(z−v)m f
(m)
u (v)

m!
=

∞∑

n=0

(z−v+(v−u))nan obtenue

en réarangeant dans son disque de convergence fu en les puissances de z − v est convergente.

Le voisinage canonique de l’élément de fonction fu dans E est formé des fuv pour
v∈Drfu

(u). Une fonction analytique globale est une composante connexe de E.

Commentaires bibliographiques

Le théorème de Chow fait partie du yoga gaga de [Se1]. L’original [Ch] qui contient une

introduction traditionnelle à la géométrie analytique, voir aussi [Ha] Appendice B et [De]. Il
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Compléments (non exhaustifs!) de bibliographie

[Ah] L. Ahlfors. — Complex Analysis, McGraw-Hill, .
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Glossaire
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disque ∆ de P1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.3.1 p.9
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équation verticale fu de Z(f) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.3.1 p.7

ensemble M(X) des fonctions sur une surface de Riemann X . . . . . . . . . . . . . . . 1.3.2 p.14
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µM (Z(f)) (multiplicité (horizontale) de Z(f) en un point M) . . . . . . . . . . . . . . . . 1.3.1 p.7

pa(f) (partie polaire en a d’une fraction rationnelle f) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1 p.4

P1 = C ∪ {∞} (droite projective complexe) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.1 p.2
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substituer ce bref manuel à d’éventuelles maquettes de M1 enseignement

1 Marine Audra, Loup Borgna, Cindy Bouvarel, Benoit Chauvet, Audrey Chevalier, Camille

Chrétien, Anthony Cogne, Sarah El-Bouazid, Aurélie Guerre, Idem Kaya, Sophie Larré, Benedicte
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