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Colles2 (02/04/2009)

1 Questions de cours.

m n
1) Soit P = Zaka,Q = Zlel € Z[X] deux polyndmes & coefficients

] k=0 1=0
entiers.

(a) Donner la définition du produit P - @ de P et de @
(b) Enoncer la formule de Leibniz calculant la dérivée de P - Q.
(c) Démontrer cette formule de Leibniz.

(a)

2) (a) Donner la définition du produit de deux polynomes.

n
(b) Soit P=1+X%et Q=) (—1)"X?"
k=0
i. Dans le cas n = 5, expliciter ) et calculer P - Q

ii. Dans le cas général calculer P - Q.
3) Enoncer et démonter la formule de Taylor pour les polynémes.
4) (a)
(b)

Donner la dérivée de la fonction logarithme Log :]0, +oco[— R

En déduire la dérivée de la fonction exponentielle exp : R —]0, +-00[
définie comme fonction réciproque de la fonction logarithme.

Soit a € R. Donner la dérivée de la fonction
Do :]07 —I—OO[—> R,pa(t) =t

puissance d’ordre « et calculer sa dérivée.

Dans le cas ou @ = m € Z démontrer par récurrence sur la valeur
absolue |m| de m la formule donnant la dérivée de py,.

6)

7)

8)

9)

10)
11)

12)
13)

14)

Définir la fonction Arctg arctangente.

(a)
(b)
()
(a)
(b)

Donner la dérivée de Arctg et démontrer ce résultat.
Pour tout ¢t €] — 1, 1] prouver : cos?(Arctg(t)) = H%
Définir le degré d’un polyndme.
b) Soit P et @Q deux polynoémes
i. Quelle relation il y a-t-il entre les degrés de P, et P - Q
ii. Démontrer cette relation.

Enoncer et démontrer la régle de Leibnitz pour la dérivée du produit de
deux polynomes.

Soit k,n € N. Donner et démontrer les formules donnant la dérivée D(X™)
et la dérivée k™ DF(X™) du polynéme X".

1
Soit k € N. Définir ’application ED]C (21X — Z[X]
Soit n un entier positif. Enoncer et démontrer la formule de Leibniz pour
le produit de deux fonctions admettant des dérivées jusqu’a ’ordre n.
Soit P € Z[X] tel que P(3) = 0. Démontrer qu’il y a Q € Z[X] tel que
P=(X-3)-Q.
Soit P € R[X] tel que pour tout m € N on a P(m) = 0. Prouver que
P=0

(a) énoncer le théoreme de factorisation des polynomes a coefficients
complexes.

(b) Démontrer ce théoréme a partir du théoréme de D’Alembert.
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15) (a) énoncer le théoreme de factorisation des polynomes a coefficients
réels.

(b) Démontrer ce théoreme a partir du théoréeme de D’Alembert.

1.2 Exercices.

1) Soit P = X* —5X3+4X2+3X +9.

(a) Calculer pour 0 < k < 4 les valeurs P*)(3) en 3 des dérivées k'mes
de P.

(b) En déduire qu’il y a Q € Z[X] tel que P = (X —3)?-Q et déterminer
ce polynéme Q.

(c) En effectuant la division euclidienne de P par X2 —6X + 9 retrouver
le résultat précédent.

oo o
2) Soit B = Z b XF A= Z ap X" € R[[X]] deux séries formelles & coeffi-
k=0 k=0
cients dans R.
(a) Déterminer la série entiere A’ — B - A.

(b) Prouver que si by # 0 pour tout a € R il y a une unique série entiére

A= Zaka € R[[X]] telle que A’ = B - A et a9 = a.
k=0
(¢) Prouver que si B # 0 et kg est le plus petit k& € N tel que by # 0
et A € R[[X]] vérifie A" = B- A alors il y a C € R[[X]] tels que
A=Xh.C.

(d) En déduire que si B # 0 et pour ¢ = 1,2 les séries formelles
A; € R[[X]] vérifient A, = B - A; alors A; et Ay sont linéairement
dépendants dans R[[X]].

o0

3) (a) Prouver que si € R il y a une unique série entiere A = Z ap X" e
k=0

R[[X]] telle que ap = 1 et (1+ X)- A" = - A et déterminer cette

série entiere A = A,,.

(b) Prouver que si € R alors Ayy5 = A - Ag
(¢) En déduire, pour «, 5 € R et n € N la relation

()50 (2

(d) Sin <a=p,B=q e N établir, par un argument de dénombrement,

Bd

(e) Déduire de la relation danslecasn < 3=qge€ NetaeN,
puis dans le cas général.

4) Soit P,Q € C[X],m,n e N,R,S € C[X],avec P=X"-R,Q = X"-S et
R(0) # 0 # 5(0) et

H=X[D(P)-Q-P-D(Q)

(a) On suppose m # n. En le déterminant prouver qu’il y a K € C[X]
avec K (0) # 0 tel que

H=X"".K
(b) Prouver que si m =n alors il y a L € C[X] tel que H = X™+7+1. [,

1 P
(c) En déduire que X n’est pas la dérivée d’une fraction rationnelle 0

1
5) (a) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle %2

L

(b) En déduire pour tout n € N la valeur de D”(ﬁ

6) Soit P,Q € C[X] avec @ # 0.

(a) En utilisant la décomposition en éléments simples prouver qu'’il y a
R,S € C[X] des polynomes tels que D(g) = g et si z € C est tel
que S(z) =0 alors R(z) #0 et S'(z) =0

(b) En déduire qu’il n’y a pas de fraction rationnelle g € C(X) telle

1

P
que D(—) = T x2

Q
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7) Décomposer en éléments simples (sur C, puis sur R) les fractions ration-
nelles suivantes :

(a)
(b)
(c)

8) (a)

(f)

X241 4X3
X(X2-1) (X2+1)2
2 X6 - X2+1
(X -1DX =2)(X -3) X4-2X24+1
X5 — X3 — X? 3X?+3
X2-1 X3 -3X -2
oo
Prouver qu’il y a une unique série formelle S = Z a, X" € Z[X]
telle que =0

(1-X)1-X%S=1

Pour tout n € N expliciter a,, et vérifier que a,, est le nombre des
solutions (a,b) € N? de
2a+3b=mn

[le nombre de maniére de payer n avec des pieces de 2 et de 3]

Pour n = 0,1,3,3,4,5 calculer le nombre des solutions (a,b) € N2
de 2a + 3b = n.

Décomposer en éléments simples sur C, puis sur R la fraction ration-

nellle
1

1- X221+ X)(1+X + X2

En déduire, pour tout n € N, la valeur de a,,

Vérifier que la formule trouvée en coincide avec celle trouvée en
, puis si k,r € N avec 0 < r < 6 exprimer agg, en fonction de k
et r, retrouver que pour n € N le nombre a,, est entier et vérifier, si
n = 6k + r qu’il s’exprime en fonction de k et a,.

9) Soit n € N un entier naturel.

(a)

En utilisant, si § € R, la formule cos(nf) + isin(nf) = (cos(d) +
isin(f))" prouver qu’il y a un polynéme @Q,, € Z[X] de degré n tel
que pour tout § € R on ait cos(nf) = Qn(cos(f)) et calculer ainsi

QU? Qla Q27 Q3
Déterminer @,,(0), le coefficient de degré 0 du polynéme Q.

Factoriser dans R[X] les polynémes Qq, Q1, Q2, Q3.

3
2cos(%) cos(zﬂ)7 5 5
Prouver que si un polynéme polynéme @ € R[X] vérifie pour tout
0 € R la relation cos(nf) = Q(cos(#)) alors QQ = @, est le polynéome
déterminé en

Sin > 0 calculer cos((n+ 1))+ cos((n—1)8). En déduire une autre
preuve de et, toujours si n > 0, la relation de récurrence

Qn-‘,—l + Qn—l = 2XQn

Calculer les produits : cos(g),

A Tlaide de cette relation, retrouver le calcul de @, fait pour
0 <n <3 enf@al et donner les valeurs de @Q,, pour n = 4,5,6.

7r(1+2k‘)

) #

Prouver que pour k € Net 0 < k <n—1 les nombres cos(
n
m(1+ 2k

sont deux a deux distincts : si 0 < k # | < n—1 alors cos(
n

w142
o)
Déduire de la factorisation dans R[X] de Q.

(1 + 2k

) est un entier,
n

n—1
Déduire de ce qui précede que 2! H cos(
. . kzo
déterminer cet entier et retrouver

Soit m,n € N. En faisant le changement de variable ¢t = cos(6) prou-
ver que la fonction

1

N>

Jmn ] -1,1[— R, fm,n(t) = Qm(t)Qn(t)

4cos(z) cos(g—w) cos(—).

5%
6
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admet une primitive qui est restriction d’une fonction continue
Fon:[—1,1] = R.
En déduire, en distinguant les cas m = n et m # n, la valeur de :

1 1
/_1 Qm(ﬂ@n(ﬂﬁ dt

10) Soit a € C une racine simple du polynéme @ € C[X] et P € C[X].

est le terme correspondant a a dans la décomposition
P(a)
Q'(a)

11) Calculer une primitive des fonctions qui (si a,b € R) a ¢ associent :

Prouver que si

P
en élément simples de la fraction rationnelle 0 € C(X) alors A =

t a
34+ 9t t(a + bt)
1 2a
¢(t? + 81) t(a + bt2)
a? 2a
t2(a + bt) a2
b2t 2ab
(a+bt)3 a? — b2
2t 1
(12 + a2)2 a2 1 b2
a? 2t3
t(a + bt)? (t2 + a?)?

12) Décomposer en éléments simples (sur C, puis sur R) les fractions ration-
nelles suivantes :

X241 4X3
X(X2-1) (X2 —1)2
2 X0+ X244
(X +1)(X +2)(X +3) X4 +2Xx2+1
X5+ X3 — X2 3X2+3
X2+1 X34+3X -2

Dans les exercices suivants on ne demande pas de justifier la dérivabilité
des fonctions considérées, mais de calculer leurs dérivées a I'aide des pro-
priétés algébriques de la dérivation et la formule dérivation de fonctions
composées.

13) Calculer les dérivées des fonctions qui a ¢t € R associent :

B3+1)(24+1)

+ Log(vV3+t+vV2+1t)

() :Tog(8t+3+4v/5 1 3t 1 482 it
2 (e) —=(7cos(t) + sin(t))

(a) i[3 + 2t — 3Log(3 + 2t)] (d)

3 50
¢) — Log(——— 7
(c) 243L g(t3+81) (f) %O(min(t) — cos(t))

14) Soit a,b € R des réels non tous deux nuls (a? + b # 0).
Calculer les dérivées des fonctions qui a t € R associent :



Math122 1.2 FExercices.

a+ bt a a—+ bt 2

(a) bLog( ) — n (k) Log(] p— ) i. En comparant les dérivées de exp et s +— 1+ s+ % établir :
a 1
_ 1
(b) 2a+bt)2  a+bt o — Arctg(%t) Lt b < exp(t)
Vbt + af — a? 2
(¢) Log(————) 2 bt — a? . .
Vbt + a* + a? (m) — Arctg( 5 ) ii. En général prouver que pour tout entier naturel n € N on a :
a a
bt — a* no gk k n
(d) 2A1"Ctg(\/7) (n) Log(t+ V2 + a?) Z%:l‘f't-*‘"'-i-%-i-"'—i-tjSeXp(t)
k=0
e) Log(t 2 + a2 o —2a +a
(© Log(t + VE+ @)~ L () (P - 2)VE T
a <
® VT (b) (+20°) VP2 + (b) On suppose £= 0 2
— a2 Log(t + V2 + a?) (q) Log( t ) i. En comparant les dérivées de exp et s — 1+ s+ 7 &tablir :
() —° L g(a—i—bt) a+ Vt?+a? ,
— Lo
a+ bt) t N H<l+td s
o+ bt (r) Log(t + VP a?) - Y EO PPl S+
(k) Log(——) t ii. En dédui tout ¢ < 0 la minorati
) a+VET a2 ii. En déduire pour tout ¢ < 0 la minoration :
(1) LO ( t ) (S) \/ t2 + a2_a Log(i)
Sl t R AL "
) Log(|%T1 a+VE+a®, o/t a? 5 g Sexp()
(i) Log(|=—) (t) Log( - ——2
iii. En général prouver que pour tout entier naturel m € N on a
15) Soit n € Z\ {0} un entier non nul et f, :]0, +o0o[— R, f,,(t) = ntn I'encadrement 2me1 .
(a) Calculer f, et sit > 1 et comparer fh(t) et Log/(t) = 1. Z 7 < exp(t) < ];) T
(b) En déduire, toujours si ¢t > 1, I'encadrement : -
. o s 17) Soit n € N. On considére la fonction f = f,, : R = R, f(t) = e* Z
) [¢ — 1]¢77T = —Jn| [P — 1] < Log(t) < |n][t™ — 1]

(a) Dans le cas n = 3 expliciter f3 et calculer sa dérivée. En dedulre .

(c) Donner un encadrement analogue de Log(t) si 0 < ¢t < 1. A
i. Sit>0ona—— < f3() -1, puis la majoration :

16) On rapelle que le graphe de la fonction exponentielle est au dessus de sa 4!
tangente en son point d’abscisse 0 ¢. a d. pour tout ¢t € R on a exp(t) > 1+t¢. 2 B
<1+t —
(a) On suppose t >0 g + +2+6+Q4
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4
ii. Sit<0Oona Ie_t > 1 — f3(t), puis la majoration :

. 2 3 ¢
<lT4t+—+—+—
e < + 5 + 6 + Y
(b) Dans le cas général calculer la dérivée de f,. En déduire :
tn—i—l
i. Sit>0 que —m < fn(t) — 1, puis la majoration
tk‘ tn+1
t
e < —+
,; I (n+1)!
2m
ii. Sit<0etn=2m—1 estimpair que et >1— for1(t),
(2m)!
puis la majoration
2m tk
¢
k=0
2m+1 .
iii. Sit<0etn=2mestpairque ——— e " <1— t i
< pair que 5o sie T < fam (t), puis
la minoration
2m+1
t < ot
> =€

k=0
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18) Des encadrements de sin et cos analogues a ((1.2]) et [1.2])).

(a) Expliquer géométriquement pour tout ¢ > 0, les majorations :

cos(t) <1 et sin(t) <t

(b) Ces majorations ont-elle lieu pour tout ¢t € R?

t2

(c) Déduire de [18a]) que pour tout ¢ € R on a : 5 < cos(t)—1<0

t2
[supposer d’abord ¢ > 0], soit 1 — 3 < cos(t) < 1.

3
(d) En déduire que pour tout t >0 on a: t— 3 <sin(t) <t

t3
etpourtouttﬁOona:tgsin(t)§t—g

(e) Pour tout t > 0,m € N établir par récurence les encadrements :

2m+1 N 12k 2m . 12k
—1 < cos(t) < 1) —
g)( ) or) = ()_;)( ) k)
2m+1 N £2k+1 2m N $2k+1
—1)f—— <si < -1) ——
2 (W gy =i = 2 g,

Ces encadrements sont-ils valables pour tout t € R?
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“Résultats numériques”(ou indications) pour quelques exercices

1 1 1 a 1 1 2ab
—_— = 1.2l — T2 X3 -1+ ———— IBEIe”cost [[4Kl
S S o il e TR e .2 TxTi o) b2
1 1 1 1 t t 7 1 1 @30 e sin(t) )
75 - 1 T - Arctg(~) — ——— T2 —~ + 2 _
Dy x ety LA Are) - s (X -12 (X+1)? [ [—— M = S
1 1 a a+ bt 2 2 t*(a + bt)
7?7 X3 -1+ 1w 77L0g(7) X—1+X 1 2 1
92X —2 2X +2 a+ bt) t + i1 Tl = =
- 2i 2 b -a
v _ i a+ bt T2 X2 2 - _ (a+bt)
= X +i X_i @2 Log(——) .2 Xt x—i o 1
i i =
_ — 2 - = — - — 1 t2+a2
X—i?  (X1ip Log(——) (X+i2 (X -0 tVbt +a ~
4X 4X a+ bt 4 a 343
_ ot t X -2 + — + [I4d — T4d =
X2+1 (X2+1)2 LOg(| t‘) 9 X +1 Vbt — a /t2+a2
3 3 a— - 2
2 CE— + bt X2 +1)? M4d t3
[rd X +2+X—1 X+1+ T2 Log(|a ) ( ) (t2 + a2)3 [4p| = I
1 1 — bt 4 ) 5 (t -|—a)2
T L2 % aoxp Xe2 o a
X—12  (X+1)72 T2 %Arctg(b) -X (1-X) + N [ E—_—
4 2 5 2 33 S[3 + 2 — 3Log(3 + 2¢ 2 VIt a)
[Zd 3 __ + =32 T2 Lo (t2+a2+ a 4[ + 0g(3 + )] Ag] -
X+1 (X+1)2 X-2 & 21 a2 ) = t(a+bt)? VEZ+ a2
1 1 1 1 13D ———= a [ = 12
~[3+4 2t — 3Log(3 + 2t)] R - V5 + 3t + 4t M40l =
4 X+i)  X—i) X (a+bt)
+ 1) ) VEZ+a?
L t° X1 i oo % jer ta
51 sl 7) X2+1) X t(t? + 81) = Ha+ b2) t
at+bt. a 1 1 1 /3+t % 243
a T2 — 13d - = Il = ——
L2 bLo ( t )- t X+1 X—|—2+X+3 4] a2 — 2 3VE2 + a2
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