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TD 5

Polynomes, primitives des fractions rationnelles, relations.

1) Décomposer en éléments simples (sur C, puis sur R) les fractions rationnelles suivantes :
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2) Soit A et B deux points distincts du plan IT = R2. On considére dans le plan les relations 7 et
Q définies par P7 @ si et seulement si il y a un cercle passant par A, P et Q et P QQ
si et seulement si il y a un cercle passant par A, B, P et Q.

(a) Prouver que pour tout (P,Q) € I1%,il y a un point R € Il tel que P7 Ret RT Q.
Peut-on en déduire que 7 a une seule classe ?

(b) Prouver que la relation induite par Q sur le complémentaire IT \ (AB) de la droite (AB)
dans II est une relation d’équivalence et décrire les classes d’équivalence.

(¢) Dans le cas A = (—1,0) et B = (1,0) déterminer en fonction des coordonnées u et v du
point M = (u, U) € R? une équation [ c.a.d. une fonction fi; : R2—R telle que fas(z,y) = f(u,v) si et
seulement si (z,y) Q (u,v).] de la classe d’équivalence de M pour la relation d’équivalence O.

(d) Reprendre les questions précédentes pour les relations 77 et Q' obtenues en remplacant
dans les définitions de 7 et Q les mots « il y a un cercle » par :

i. «il y a une droitey,
ii. ) « il y a un cercle ou il y a une droite».
3) Dans R?2 soit dy,ds,d3 les droites vectorielles engendrées par e; = (0,1),ea=(1,1),e3=(1,0).
(a) Soit f, ' : R? — R? deuxS isomorphismes linéaires tels que pour i = 1, 2,3, f(d;) = f'(d;).

i. Prouver que I'isomorphisme g = f~! o f’ est tel que pour i = 1,2,3 on a g(d;) = d;
ii. En déduire qu’il y a A € R\ {0} tel que la matrice de g est <3 ?\)

(b) Soit 1, d2,d3 sont trois droites vectorielles deux a deux distinctes et, pour i =1,2,3, un
vecteur f;=(z;,y;) engendrant &;. Prouver que (f1, f3) est une base de R? et fo&d; U d3.

Y1 —21
Y3 I3
R? envoyant les droites &1 et &3 sur dy et ds respectivement (pour i = 1,3 on a f(&;) = d;),

w/
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'isomorphisme composé f = f" o f’ envoie chaque droite d;,j=1,2,3 sur la droite d; de
méme indice (f(d;) = d;). Il y a-t-il unicité de (w’,w”) ? Expliciter des (w',w”) possibles.

En déduire que I’application linéaire f’ de matrice F'= est un isomorphisme de

puis que : Il y a un isomorphisme f” de R?de matrice F” = u?” diagonale tel que

4) On rappelle que ’ensemble des droites vectorielles d'un espace vectoriel V' s’identifie au quotient
de I'ensemble V'\{0} des vecteurs non nuls de V' par la relation induite £ par la colinéarité £
[ Siu,v €V alors u Lv si et seulement si il y a (A, u) € R2\{0} tels que Au + pv = 0]
et que dans le cas V = R? on note P*(R) = (R*\{0})/L), qui est nommé droite projective réelle
et a pour systéme de représentant {(z,1);z € R} U {(1,0)} abrégé en P}(R) = R U {co}.

(a) i. Prouver que £| est une relation d’équivalence sur V'\ {0}
ii. La relation L est-elle une relation d’équivalence sur V' 7
(b) i. A quelle condition une application f : R? — R? induit f = P!(f): P}(R)— PY(R)?

ii. Prouver que f linéaire induit f : P}(R) — P1(R) ssi f est un isomorphisme.



5)

6)

7)

iii. Déduire de que deux isomorphismes linéaires f,g : R? — R? induisent la méme
application f = g : PY(R) — P(R) si et seulement si elles sont colinéaires : il y a
A € R\{0} tel que g = Af. que deux isomorphismes linéaires f, g : R? — R? induisent
la méme application f = g: P}(R) — P}(R) si et seulement si elles sont colinéaires :

ily a A e R\{0} tel que g = Af.
On rappelle qu'une homographie est une classe d’équivalence M pour la relation de colinéarité de
a b

matrices M = (c d) € M2(R), ad — bc # 0 inversibles 2x2, d’apres |4(b)iiilon peut l'identifier

af:P(R)=RU{x} 32— % € PY(R) induite par I’application linéaire f de matrice M.
a) Déduire de et que si Y C P(R) est une partie finie de P1(R) & au moins trois
points (card(Y) > 3) alors I'ensemble H(Y) des homographies f tel que f(Y) C Y est fini.

b) Déterminer cet ensemble H(Y) quand bl) Y = {0,00} C RU {x} = P}(R)

b2) Y ={0,1,00} C RU{cc} = P}(R) b3)Y ={-1,0,1,0c} C RU{o0} = PY(R)

Sur I'ensemble P = N\ {0} des entiers positifs et sa partie U = {m € P|3k € Nm =1+4-k}
de ceux qui ont 1 pour reste de la division par 4 on considere les relations de divisibilité |p et |7
définies dans les deux cas X = P,U par m|x n si et seulement siily a k € X tel que n = mk.
Prouver que :

(a) Si X = P,U la divisibilité |x est une relation d’ordre et pour tout u,v € X ’ensemble
Dx(u,v)={de X;d|xu et d|xv} des éléments |x majorés par u et v (les diviseurs communs) €st
non vide et fini. L’ensemble Mx (u,v) = {m€ X;u|xm et v|xm} des éléments |x minorés
par u et v (les multiples communs) est-il aussi non vide, fini ? Suit-il de vos réponses que :

(b) Dx(u,v) (resp. Mx(u,v)) a un plus grand (resp. petit) élément

i. pour 'ordre |x ?,

ii. pour l'ordre induit de I'ordre usuel < de N7

(c) Déterminer Mir(9,21) et Dyy(693,441). Le premier My (9,21) (resp. second Dy (693,441))
a-t-il, pour lordre de divisibilité |¢7, un plus petit (resp. grand) élément ?

(d) Montrer que Dp(u,v) (resp. Mp(u,v)) a un plus grand (resp. petit) élément pour l'ordre |p.

Le milieu de deux point A, B € R™ de I'espace R" est le point M (A, B) = %A + %B.

Dans 'ensemble (R™)2?des couples de points de R™ (les bipoints) on définit 1'équipolence £ par

(A,B)E (A’, B') si et seulement si le milieu de A et B’ coincide avec celui de A’ et B :
(A,B)E(A',B") <= M(AB)=M(AB)(+ $A+iB' =34'+1B)

Prouver que I’équipolence £ est une relation d’équivalence a) En calculant dans R™, puis

b) Apres s’étre aidé de figures (n=2, 3), en utilisant les seules propriétés :

pour tout C, D, E;FF € R" on a : (1) M(C)=M(C) (i) M(C,D) = M(D,C)

(tit) M(C,D)=M(C,E)=E=D (iv) M(M(C,D),M(E,F))=M(M(C,E), M(D, F))



