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1 Evalualuation en un point, composition et racines.

1.0.1 Définition et Proposition. L’évaluation des polynômes à coefficients dans A au point b ∈ A est :

evb : A[X]→ A,P =
n∑
k=0

akX
k 7→ P (b) =

n∑
k=0

akb
k

On dit que evb(P ) = P (b) est la valeur en b du polynôme P . Si Q ∈ A[X] et c, d ∈ A on a :

(c · P + d ·Q)(b) = c · P (b) + d ·Q(b) (P ·Q)(b) = P (b) ·Q(b)

L’application (polynomiale) associée au polynôme P est : P : A→ A, b 7→ P (b)
1.0.2 Exemple. Si A = {0, 1}, P = X2 −X,Q = 0 ∈ A[X]. On a P (0) = 0 = Q(0) et P (1) = 0 = Q(0).
Ce sont deux polynômes distincts P 6= Q de même application polynômiale associée : Bien que, si A = R, cela soit souvent fait, il
convient donc de ne pas confondre un polynôme P ∈ A[X] et sont application polynomiale P : A→ A associée.

1.0.3 Rappel. Les opérations + et · dans A[X] gardant les propriétés qu’elles avaient dans A, on répéte la contruction des
polynômes et considére A[X,Y ] = (A[X])[Y ] les polynômes à coefficients dans A[X]. On a donc (A ⊂)A[X] ⊂ A[X,Y ]
(un polynôme à coefficients dans A est un polynôme [de (A[X])[Y ], de degré 0] à coefficients dans A[X], et aussi (en voyant ses
coefficients dans A[X] ⊃ A) être considéré comme polynôme [de A[Y ] ⊂ (A[X])[Y ], de degré deg(P )] à coefficients dans A[X] .)

1.0.4 Définition. Soit P,Q ∈ A[X]. Le polynôme composé P ◦Q est P ◦Q = evQ(P ) ∈ A[X] l’image de P ∈ A[Y ] ⊂ (A[X])[Y ] par

evQ : (A[X])[Y ]→ A[X]. Ainsi si P =
m∑
j=0

ajX
j , Q =

n∑
k=0

bkX
k on a P ◦Q = P (Q) =

m∑
j=0

ajQ
j =

m∑
j=0

aj
( n∑
k=0

bkX
k
)j
∈ A[X].

1.0.5 Exemples. 1. P =
m∑
j=0

ajX
j , Q = X ∈ A[X] : P ◦Q = P (Q) =

m∑
j=0

ajX
j (Cf. la notation P (X) pour P ).

2. Si P = Xn et Q = a+X alors P ◦Q = (a+X)n =
n∑
k=0

(n
k

)
an−kXk par la formule du binôme.

3. Si Q = X + a et P ∈ A[X] par Taylor P =
N∑
k=0

1
k!
P (k)(a)(X − a)k, d’où P ◦Q = P (X + a) =

N∑
k=0

1
k!
P (k)(a)Xk

1.0.6 Exercice. Soit P ∈ A[Y ], Q = X + Y ∈ A[X,Y ]. Prouver : P (X + Y ) =
N∑
k=0

1
k!
P (k)Y k =

N∑
k=0

1
k!
P (k)(X)Y k

1.0.7 Exercice. Soit P,Q ∈ A[X] deux polynômes à coefficients dans A et n ∈ N un entier naturel.

(a) Déduire de l’identité remarquable de Taylor 1.0.6. la formule
1
n!

(P ·Q)(n) =
n∑
k=0

1
(n− k)!

P (n−k) ·
1
k!
Q(k)

(b) En déduire la formule de Leibniz (P ·Q)(n) =
n∑
k=0

(n
k

)
P (n−k)Q(k) pour la dérivée nième d’un produit de polynômes.

(c) Etablir les deux résultats précédents directement par récurrence sur n ∈ N.

1.0.8 Proposition (Dérivation des polynômes composés). Soit P,Q ∈ A[X] alors :

(P ◦Q)′ = D(P ◦Q) =
(
D(P ) ◦Q

)
·D(Q) = P ′(Q) ·Q′

1.0.9 Notation. Soit une famille a0, . . . , an ∈ A [resp. P0, . . . Pn ∈ A[X] ] indicés par 0 ≤ k ≤ n de n + 1 éléments de A [resp.
A[X]]. Pour chacun des indices k on note :

∏
0≤j 6=k≤n

aj resp.
∏

0≤j 6=k≤n

Pj le produit dans A [resp. A[X]] pour les n indices j

entre 0 et n qui sont distincts de k des aj [resp Pj ].

1.0.10 Proposition (formule d’interpolation de Lagrange). On suppose A = Q,R,C, {0, 1}.
Soit n ∈ N un entier naturel et a0, . . . , an ∈ A et b0, . . . , bn ∈ A deux familles de n + 1 éléments de A

indicées de 0 à n telles que les aj sont deux à deux distincts : si 0 ≤ i 6= j ≤ n alors ai 6= aj .
Pour 0 ≤ k ≤ n posons Lk = 1∏

0≤j 6=k≤n
(ak − aj)

·
∏

0≤j 6=k≤n
(X − aj) alors :

P =
n∑
k=0

bk · Lk =
n∑
k=0

bk∏
0≤j 6=k≤n

(ak − aj)
·

∏
0≤j 6=k≤n

(X − aj)

est un polynôme de degré au plus n qui, pour 0 ≤ i ≤ n, vérifie P (ai) = bi.



1.0.11 Exemples. dans le cas A = Q et n = 1, 2 ou n quelconque et, pour 0 ≤ k ≤ n, ak = k.

1. L0 = 1
a0 − a1

(X − a1), L1 = 1
a1 − a0

(X − a0) et

P = b0

a0 − a1
(X − a1) + b1

a1 − a0
(X − a0) = b0a1 − b1a0

a1 − a0
+ b1 − b0

a1 − a0
X

qui donne (a1 − a0)Y − (b1 − b0)X = b0a1 − b1a0 comme équation d’une droite passant par (a0, b0) et (a1, b1).

2. L0 =
1

(a0 − a1)(a0 − a2)
(X−a1)(X−a2), L1 =

1
(a1 − a0)(a1 − a2)

(X−a1)(X−a2), L2 =
1

(a2 − a0)(a2 − a1)
(X−a0)(X−a1)

P =
b0

(a0 − a1)(a0 − a2)
(X − a1)(X − a2) +

b1

(a2 − a0)(a2 − a1)
(X − a0)(X − a1) +

b2

(a2 − a0)(a2 − a1)
(X − a0)(X − a1)

=
1

(a1 − a0)(a2 − a1)(a0 − a2)
·
[
b0(a1−a2)·(X−a1)(X−a2)+b1(a2−a0)·(X−a2)(X−a0)+b2(a0−a1)·(X−a0)(X−a1)

]

3. Ln = 1∏
0≤j<n

(n− j)
·
∏

0≤j<n
(X − j) = 1

n∏
k=n−j=1

k

·
n−1∏
j=0

(X − j) = 1
n!
·
n−1∏
j=0

(X − j) =
(
X

n

)

est le polynôme coefficient binomial n parmi X.

1.0.12 Exercice. Soit k ∈ N et P =
( X

k + 1
)
, Q =

(X
k

)
. Etablir la relation du triangle de Pascal polynomiale : P (X + 1)− P = Q.

1.0.13 Théorème. Soit P ∈ A[X] et a ∈ A alors il y a Q ∈ A[X] tel que P − P (a) = (X − a) ·Q

Démonstration : [directe utilisant pour k ≥ 1 l’identité remarquable Xk − ak = (X − a)
k−1∑
l=0

ak−1−lXl]. . . �

Démonstration : [alternative avec la formule de Taylor]. . . �

1.0.14 Définition et Proposition. Soit P ∈A[X] un polynôme de degré positif à coefficients dans A et a∈A
.
Alors il y a k ∈N, la multiplicité de P en a notée k = multa(P ), et Q∈A[X] de degré deg(Q) = deg(P ) − k
avec P = (X − a)kQ et Q(a) 6= 0.
De plus k est le plus petit l ∈ N tel que

1
l!
P (l)(a) 6= 0. Si multa(P ) > 0 (c. a d. P (a) = 0) a est dit racine de P de multiplicité k.

1.0.15 Corollaire. Soit P =
n∑
k=0

akX
k ∈ A[X] et n+ 1 points a0, . . . , an ∈ A de A deux à deux distincts (si

0 ≤ i 6= j ≤ n alors ai 6= aj) tels que pour 0 ≤ i ≤ n on ait P (ai) = 0 alors P = 0.

1.0.16 Exercice. Autre solution de 1.0.12. : Remarquer pour tout n ∈ N avec n ≥ k + 1, P (n+ 1)− P (n)−Q(n) = 0.

1.0.17 Rappel (Théorème de D’Alembert admis). Un polynôme de degrépositif à coefficients complexe 0 6= P ∈ C[X] a une racine
α ∈ C.

1.0.18 Corollaire. 1. Soit P =
n∑
k=0

akX
k∈C[X], an 6=0 alors il y a z1 . . . , zn ∈ C [resp. ω1, . . . ωr ∈ C (où

si 1 ≤ i 6= j ≤ r ≤ n, ωi 6= ωj) et 1 ≤ m1, . . . ,mr ∈ N] tels que P = an

n∏
k=0

(X − zk) = an

r∏
l=0

(X − ωl)ml

2. Soit P =
n∑
k=0

akX
k ∈ R[X] avec an 6= 0 alors il y a x1 . . . , xt ∈ R, z1 . . . , zs ∈ C \ R avec t + 2s = n

[resp. λ1 . . . , λr ∈ R, ω1 . . . , ωπ ∈ C \ R (où si 1 ≤ i 6= j ≤ r ≤ t, 1 ≤ u 6= v ≤ π ≤ sλi 6= λj , ωu 6= ωj) et
1 ≤ m1, . . . ,mr, ν1, . . . , νπ ∈ N] tels que :

P = an

t∏
k=0

(X − xk)
s∏
l=0

(X − zl)(X − zl) = an

r∏
l=0

(X − λl)ml
s∏

u=0
(X2 − 2<(zu)X + |zu|2)νu
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