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Notations

On désignera par A I'un des ensembles de nombre Z, Q, R, C, {0, 1} = {pair, impair},
les entiers relatifs, nombres rationnels, nombres réels, nombres complexes, parités

chacun munis de ses 0,1 € A son addition + et sa multiplication - usuelles. » 1 On utilisera les propriétés suivantes de ces opérations -+, - :
pour tout a,b,c € Aon a:
(a+b)+c=a+ (b+c), (a-b)-c=a-(b-c)

[Quand A = {0,1} = {pair, impair}, on a par définition a-(b+c)=(a-b)+(a-c), (a+b)-c=(a-c)+(b-c)
a+0=a=04a, a-1=a=1-a
0 — 1 — _ _ _ _ il —atelquea+ (—a) =0=(—a)+a
0+0=0=1+1, 0+1=1=1+0 0-0=0-1=1-0=0, 1-1=1 azlr::bJrZ,qea-b:bm

qui correspond bien avec les régles de parité pour les opérations dans les entiers.] De cete premiére liste propriétés, pour tout a € A, il suit :
a-0=0=0-a (-1)-a=—-a=a-(-1)

De plus, dans les cing cas considérés ci-dessus on a :

si a - b= 0 alors, soita = 0, soit b =10

et pour les quatre cas A = Q, R, C, {0, l} on a de plus :

etsia#0ilyaa~!, noté aussi %, telque:a-a"t=1=a"1a

Présentation

L’étude systématique des ensembles munis d’opérations ayant les propriétés rappelées en marge
ci-dessus occupera une autre partie du cours. Ici on se propose seulement, utilisantlﬂ ces
« Propriétés [qui ne sont pas si] €videntes (jque cal»
de maniere automatiqueﬂ dans le but de pouvoir :

1. Définir les fractions rationelles et déterminer leurs primitives.
2. Enoncer et démontrer la formule de Taylor avec reste intégral.

deux morceaux de la partie d’analyse du programme de Mat122 ol on ne peut faire I’économie d’'un
peu d’algebre, algebre que I'on préfere ici exposer de cette maniére pragmatique pour ne pas avoir a
attendre la fin du cours pour s’entrainer sur ces deux points, importants pour la physique notamment.

1
2

comme Monsieur Jourdain, ou il a été fait au Lycée.
comme on apprend les quatre opérations et le calcul des fractions a ’école.
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1 Polynoémes a coefficients dans A.

1.1 Définitions et opérations des polynémes.

1.1.1 Définitions (et notations). Un polynéme P a coefficient dans A est une suite

P = (a)reny = (ap,a1,...,ap,...) € AN

d’éléments a € A de A indicée par les entiers naturels et qui est nulle a partir d'un certain rang :
Il y a un entier » N € N tel que pour tout £k > N on a a; = 0.
Si N est un tel entier, P est dit de degré au plus N et, plutot que P = (ag)gen, On note »

N
P:Zaka:ao+a1X+---+aka+---+aNXN
k=0

Le kme coefficient [ ou coefficient de degré k] du polynome P = (ay)ren est cx(P) = ay.
Si P est de degré au plus N de N coefficient ay # 0 non nul P est alors dit de degré N
on écrit alors deg(P) = N. Par convention deg(P) = —oo si P = 0 est le polyndéme nul.
On note A[X] I'ensemble des polynomes.

1.1.2 Remarques. 1. Quand certains des coefficients sont nuls ou valent un (a;y =0 ou a; = 1)
les abus de notations suivant sont fréquent (et bien pratiques!) :
X pour 0+ 1X, plus généralement X* pour 0+ 0X +--- + 0X*~1 + 1X*

2. Ainsi X € A[X] est un polynéme 4 qui jouera un role particulier.

3. Certains livres écrivent P(X) au lieu de P, ce (pour instant [1.3.6fL}) n’est justifié que si il y a am-
biguité,
la lettre P pouvant représenter autre chose qu'un polyndéme ou » pour préciser qui désigne ce «poly-
noéme de base» de[2] [dont le coefficient de degré un est un et tous les autres sont nuls]

N
4. Méme quand on utilise la notation usuelle P = Z ap X" pour un polynome,
k=0
ses coefficients de degré k > NN sont définis (ils valent aj = 0) et
M
il peut étre pratique © de changer N en N’ = M > N et d’écrire P = Z ap X"
k=0

5. Il est aussi pratique » de définir les a; pour tout entier relatif k¥ € Z en posant, si k < 0,a; = 0.

2) non unique, si N a cette propriété alors tout N’ > N I’a aussi.
ainsi si a,b,c € A on a l’égalité des polynomes
a=a+0X =a+0X+0X2 a+bX=0a+bX+0X2+0X3,
a+bX +cX?=a+bX +cX?+0X3,...

M N
3) Ce n’est qu’une notation, si P = Zaka,Q = Zkak

k=0 =0
sont deux polynomes, I'égalité P = Q signifie [d’apres la définition

originale, comme suite] que pour tout j € N on a a; = b;.

4 celui dont le coefficient a3 = 1 de degré un vaut un et les

coefficients de degré k # 1 différent de un sont nuls.

5) comme plus tard, une fois A[X] muni de + et -, on recommencera
le méme jeu avec A[X] au lieu de A il y aurait ambiguité si on
écrivait alors A[X][X], la solution serait alors d’introduire une
nouvelle lettre et d’écrire A[X][Y] ou, si on ne veut pas s’arréter

en si bon chememin numéroter ces lettres : A[X1][X>]
6) comme ci-dessous pour définir les opérations + et - dans A[X].

7) voir ci-dessous la définition du produit de deux polynémes.
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M N
1.1.3 Définition. Soit P = Z ag, Q) = Z b, € A[X] deux polynomes.
1=0

k=0
M+N M+N
Les somme et produit de P et ) sont®» : P4+ () = Z $; X", P-Q= Z p; X’ $)En fait P + Q est une somme de max(M, N) termes, mais
=0 Jj=0 max(M, N) est une notation plus lourde que M + N.

J
oupour 0<¢,7< M+ Nona: s, =a;+b et pj:Zak'bj,k
k=0

1.1.4 Ezemples. 1. Ona X*. X! = X** donc [une fois connu somme et produits dans ce nouvel «ensemble de nombres» A[X], celui des polynomes],
M b
la notation P = Z ap X" correspond, & 'emploi du signe Z que l'on a ’habitude d’utiliser dans A = Z,Q, R, C.
k=0 k=a

2. Une identité remarquable connue : si P=1—-X et Q=1+ X+ X?alors P+ Q=(1+1)+ 1+ (-1)X +(0+1)X? =24+ 0X + X? =2+ X% et

PQ=1-1+[1-1)+((-1)- DX +[1-D)+[(-1)- D)+ (0-1)]X2+[(1-0)+((=1)- 1) +(0- 1)+ (0- )] X3 =1+[1-1X]+[1-1+0] X%+ [0-1+0] X3 =1 - X3
3. SiP=a+bX+cX?et Q=u+vX +wX? alors, en allant un peu plus vite :

P-Q = [au] + [av+bu] X + [aw +bv + cu] X2 + [a0 + bw + cv 4+ 0u] X3 + [a0 + b0 + cw + 0v + 0u] X* = [au] + [av +bu] X + [aw + bv + cu] X2 + [bw + cv] X3 + [cw] X 2.

c’est le résultat que 'on aurait obtenu en «dévellopant & gauche», «faisant sauter les X* au dessus de @ et regroupant» ;

P-Q= [a—l—bX—i—cXﬂ [u+vX+wX2] :a[u—l—vX—f—sz] —|—bX[u—|—vX—|—wX2] —|—cX2[u—|—vX—|—wX2] =

a[u—i—vX—l—wXﬂ +b[u+vX+wX2]XcX2 [u—l—vX—l—sz]XQ =

= a + awX + awX?
+ bhuX + wX? + bwX?
+ cuX? 4+ wX?® 4+ cwX?
= au + (av + bu) X + (aw + bv + cu) X2 + (bw + cv) X3 + cwX*

1.1.5 Exercices. 1. Comme dans ’exemple calculer, si P=1+ X et Q=1— X + X? — X3 le produit P - Q.

2. Comme en, siP=a+bX+cX?2+dX3 et Q = u+vX+wX?, calculer en «dévellopant & doite», «faisant sauter les nombres au dessus de P» et regroupant :
P-Q=la+bX +cX?u+ [a+bX +cX?|vX + [a+bX + cX?|wX? = ufa+ bX + cX?] + [a+bX + cX?] X +wla+bX +cX?|X? =

M N
1.1.6 Remarques. Si P = Z ar Xk Q= Zlel € A[X] sont deux polynémes.

k=0 1=0
Comme pour kK > Nouk <0,etl>Moul<Oonaa,=0etb =0
on peut » re-écrire la formule donnant le j¢ coefficient p; du produit P - @ en 9 Cela est particulierement pratique si I'un des polynome est de

degré petit par rapport a 'autre, voir ’exemple ci-dessous.

M N
pj=D ak bjk =) aj1 b
k=0 =0

1.1.7 Exemple. SiP=1-Xet Q =1+ X + X? alors :
PQ=1-14+[1- D)+ (- - DX +[1-D+[(-D)-D]X2+[(1-0)+((-1) - DX3=1+[1-1X]+[1 - 1X?+[0-1]X3=1- X3,
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1.1.8 Remarque. Dans cette définition la condition que les coefficients ay, b; des polynémes P et @) soit
nuls & partir d’un certain rang [si k > M ou l > N| n’a été (implicitement) utilisée que pour assurer que les
coefficients s;,p; des polyndémes P + @ et P - @ sont nuls a partir d’un certain rang [pour i,j > M + NJ.
Les formules définissant les coeficients s; et p; gardent un sens sans ces conditions :

1.1.9 Définitions. Une série formelle a coefficients dans A est une suite

N
S = (ak)k.eN = (ao,al,...,ak,.. ) €A

oo oo
d’éléments ar € A de A indicée par les entiers naturels. On note 10 10) Ce n’est qu'une notation, si S = Zakxk,T = Zbkx’“

k=0 1=0
o0 . . N sont deux séries formelles, I’égalité S = T signifie [d’apres la défi-
S = Z akX =ao + alX +oe Tt akX +ot aNX nition originale, comme suite] que pour tout j € Non a a; =bj.

k=0

[e.e]
Le kme coefficient [ ou coefficient de degré k | de la série formelle S = Z arX* = (ar)pen est cx(S) = ay.
k=0
On note A[[X]] 'ensemble de ces séries formelles.
o0 oo
SiS= Z aka, T= Z b X" sont deux séries formelles
k=0 1=0
o ) [o.¢] .
leur somme S +1T = Z s; et leur produit S -T = Z pg sont les séries entieres dont les coefficients s; et p;
i=0 §=0
sont donnés par les mémes formules [L.1.3] que pour les polynomes.

1.1.10 Exemple. Si S=1—-X et T = XlonaS-T=1eneffet co(S-T)=1=1etsij>0¢(S-T)= cx(S) -ci—x(T)=1-14+(-1)-1=1-1=0.
j J

1=0
Un résultat et un calcul plus simple que pour I'exemple [1 — X] . [1 + X+ Xz] =1-Xx3

1.1.11 Exercice. Soit S = ZXl et T = Z(l +1)X". Calculer S-S, 8- T et T-T.
=0 =0

(o9}
1.1.12 Remarque. Pour une série formelle S = Z a X* on peut avoir aj, # 0 pour des k arbitrairement

grands, son degré n’est pas défini. Par contre si Sk;éoO il y a kg € N le plus petit £ € N tel que ax # 0,
c’est la wvaluation de la série formelle S, on la note val(S) = ko.

Si S = 0 on convient que S est de valuation infinie et note val(S) = +oo.

Un polyndéme étant une série formelle, on peut parler de sa valuation.
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1.1.13 PROPOSITION (PI‘OpI’iétéS de + et - dans les polyn@mes) Y 11) Elles sont aussi vraies dans les séries formelles

D E F
Soit P = Z arX® Q Z hX'et R= Z cmX™ € A[X] trois polynémes a coefficients dans A alors :

k=0 =0 m=0
1. ( P+Q)+R=P+(Q+R) (P-Q)-R=P-(Q-R)
(i) (P-(Q@+R)=(P - R)+(Q-R) (P+Q)-R=(P - R)+(Q-R)
(i) P+0=P=0+P P-1=P=1-P

(iv) Si —P=(-1)-P = i(—ak)Xk alors : P+ (—=P)=0=(-P)+ P
k=0
(v) P+Q=Q+P P-Q=Q-P
D+E i (D+E)+F

Démonstration : [de (P-Q)-R=P-(Q-R)]OnaP-Q= ) (Z akbi,k>Xi donc (P-Q)-R= >

i=0 k=0 j=0

J

Z (XZ: ak@'%) cji:| X7,

=0 k=0

Pour I,m < 0 on a b = 0 = ¢, on peut pousser les indices ¢ et k£ des deux dernieres sommes, jusqu'a D + E + F' et échanger ces sommes :

D+E+F (D+E+F D+E+F ~ D+E+F D+E+F D+E+F  D+E+F[ J j—k A
Po=3 | X (X a’“(bi—’“cﬂ'—i))}Xj = > | X (X ak(bi_kcj_i))]XJ = > Ya(X szj—z)}X] =P-(Q-R)
j=0 i=0 k=0 j=0 k=0 i=0 j=0 k=0  I=i—k

O

D E
1.1.14 PROPOSITION (degré et valuation d’un produit). 12 Soit P = Z aka, Q = Z lel deux 12 deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q) n’a pas de sens pour les séries
k=0 1=0 - -
formelles, mais si S = Zaka,T = Zlel sont deux séries
k=0 =0
formelles on a aussi val(S - T) = val(S) + val(T)

polynémes a coefficients dans A alors
deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q) val(P - Q) = val(P) + val(Q)

Démonstration : [de deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q)]. Si P ou @ est nul alors P - @ est nul et les deux membres de légalité valent —oo.
Sinon on peut supposer P de degré D, c. a d. ap # 0, et Q) de degré E, c. a d. bg # 0. Comme la formule définissant P - () assure que P - Q)
est de degré au plus D + E et que son coefficient de degré D + E est ap - bg # 0 donc deg(P - Q) = D + E = deg(P) + deg(Q). ]

1.1.15 Exercice. Ecrire la démonstration de val(P - Q) = val(P) + val(Q)
1.1.16 COROLLAIRE. Si P,Q € A[X] sont tels que P - Q = 0, alors soit P = 0 soit @) = 0.

Démonstration : On a —oo = deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q) donc soit deg(P) = —oo soit deg(Q) = —o0, ¢. a d. soit P = 0 soit @ = 0. =
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1.2 Dérivation des polynémes.

1.2.1 Définition. La dérivation est Uapplication D : A[X] — A[X]

D
qui au polynome P = Z ar X ¥ associe son polyndéme dérivé ou sa dérivée]
k=0
D—1
D(P) = Zkaka "=+ Dag X
k=0 1=0

Si k € N la dérivation k™™ D* : A[X] — A[X], D*(P) = P est définie par
D’ =1Idet D" = Do D"

les mémes formules définissent D, D¥ : A[[X]] — A[[X]]

1.2.2 Remarque. Si P =a € A C A[X] est un polynoéme de degré au plus 0 alors » D(P) = 0. 13) La réciproque [Si D(P) = 0 alors P est de degré au plus 0]
est vraie dans les quatre cas usuels A =7Z,Q,R,C
n n! ou si a € A est tel que, un entier positif n € N\ {0}, on a
1.2.3 Rappel. Si k,n € N avec k < n le coefficient binémial = ——— est entier,
k ]{;l(n_k)l 0=na (=n+---+mn)alorsa =0
——
. n . n 1 k=1 T ) n—1lsignes+
puisque 0 =1let,sil <k, k = H J;[O(n - h) se généralise en k parmi X, mais pas pour A = {0,1} = {pair, impair}, puisque P = X? est
X B X X 1 k—1 de degré 2 donc non nul, mais D(P) =2X = (1+1)X =0X =0.
le polyndome coefficient binomial : =letsil<k, = — H(X —h)
k 0 k [
n
[en particulier si m € N (ou Z) avec m < k on a = 0]

k

1.2.4 LEMME. Pour tout entier naturel n € N on a : D(X") = nX" 1.

|
Plus généralement sik € N ona DF(X") = (n'k)'X”k = k! <Z> Xk {: n---(n+1—k) X" " sik>1
n—k)!

1
'P[k) 14) méme A=7,A=1{0,1}

R

1 1
donc HD’“(X”) = <Z> X"k et dans tous les cas  on peut définir ED’“ AlX] — A[X], P
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M M
1.2.5 PROPOSITION. Pour tout polynémes P = ap X Q = > hWX'c€ A[X] et a,b€ Aona : [Linéarité de la dérivation et regle de Leibniz]
k=0 1=0

D(P + cQ) = aD(P) + bD(Q)  D(P-Q) = D(P)-Q + P- D(Q)
(P)-Q+P D(Q) = Lﬁo k;aka‘l} . Lf% le’} + Lf:o a Xk] . Lf% zlel—l] _

Démonstration : [de Leibniz] D
MAN i MAN i
D(P-Q) o

P> (ki kaybi k) X' + > (ki a(i— k)b ) X' = > (;(kakbi_k+ak(i—k)b b)) X= > i (Z arbio) Xh =

1.1.11}.

1.2.6 Exercice. Pour S=1—- X et T = Z X* Calculer par Leibnitz D(S - T'). En déduire une autre solution de l'exercice
k=0
N
1.2.7 THEOREME. Soit P = Z apX* un polynéme de degré au plus N et a € A alors : [Formule de Taylor pour les polynomes|

k=0
al 1
k k

P=>(X-a) k'P( )(a)

k=0
1
ol 15, pour il P[k = Q Z lel S A[ ] et a € A I’évaluation de Q en a est Q Z blCL €A 1) voir la secion suivante évaluation et racines des polynomes
=0 =0

Z) =0 et le lemme |1.2.4, donnent :

Démonstration : Comme X = (X — a) + a, la formule du bindme, que pour i < k, (k‘
N N 1

P=> a), <k> X —afa =Yy <k> (X —a)fa™ =3 (X =a)*}_a <k>ak = > (X —a) 5 PW(a) -
=0 k=0 =0 k=0 k=0 =0 k=0 ’
4X3 4+ X* et a = 1, dérouler la preuve de [poser X = (X —1)+1],

1.2.8 Exercice. Dans le cas P =2 — 5+ 6X2 —
puis calculer, pour 1 < k < 4, k,P[ )( ) et vérifier que votre résultat est celui prédit par la formule de Taylor pour les polynémes
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1.3 Evalualuation en un point, composition et racines.

n
Comme la notation P = Z ar X" pour écrire les polynémes obéit aux mémes régles de manipu-
. . . k:0 7/ /
lation calculatoire que le signe somme pour les éléments de A on a la :

1.3.1 Définition et Proposition. Soit P = Y a; X" € A[X] et b € A.
k=0
L’ évaluation des polyndomes a coefficients dans A au point b 1© est :

evy: A[X] — A, P P(b) =Y aib*
k=0
On dit que evy(P) = P(b) est la valeur en b du polynéme P.
SiQeAX]etc,de Aon a:
(c-P+d-Q)(b)=c-P(b)+d-Q0b)  (P-Q)b)=P(b)-Q(b)
L’appliction (polynomiale) associée au polynome P est :

P:A— Ab~— P(b)

1.3.2 Remarque. Par définition deux polynomes P = @ € A[X]| égaux ont méme application
polynomiale associée. Nous verrons que dans les «cas habituelsy A = Z,Q, R, C (ou I'ensemble de
nombres A est infini) la réciproque est vraie, ce n’est pas toujours le cas :

16) 11 est essentiel pour cette définition que P soit un polynéme et

non une série formelle (car dans A on ne peut définir la somme

d’une infinité de termes!)

1.8.8 Ezemple. Si A = {0,1} = {pair, impair} et P=X? - X,Q=0€ A[X].Ona P(0)=0-0=0=Q(0) et P(1)=1-1=0=Q(0)

Ce sont deux polyndomes distincts P # ) de méme application polyndémiale associée.

Bien que (dans ces cas habituels) cela soit souvent fait, il convient donc de ne pas confondre un
polynéme P € A[X] et sont application polynomiale P : A — A associée.

1.3.4 Rappel. On peut », puisque les opérations d’addition + et de multiplication - dans A[X]
gardent les propriétés 1 qu’elles avaient dans A, répéter la contruction des polynémes et considérer
A[X,Y] = (A[X])[Y] les polynomes a coefficients dans A[X]. On a donc (A C) A[X] C A[X,Y]

(un polyndme & coefficients dans A est un polyndme [de (A[X])[Y], de degré 0] & coefficients dans A[X]et, en considérant
ses coefficients dans A[X] D A, étre aussi considéré comme polynéme [de (A[X])[Y], de degré deg(P)] & coefficients
dans A[X] .)

n
17) en prenant la nouvelle lettre Y, notant Q = E PkYk pour ne

k=0
pas confondre avec X apparaissant dans les coefficients P, € A[X]

18) pour tout a,b,c € Aon a:

(a+b)+c=a+ (b+c), (a-b)-c=a-(b-c)
a-(b+c)=(a-b)+(a-c), (a+b)-c=(a-c)+(b-¢)
a+0=a=04a, a-1=a=1-a

ilya —atelquea+(—a)=0=(—a)+a
a+b=b+a, a-b=b-c
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1.3.5 Définition. Soit P,Q € A[X] deux polynémes a coefficients dans A. Le polynome composé
PoQest PoQ@ =evg(P) € A[X] I'image par I'évaluation en @ € A[X], evg : (A[X])[Y] — A[X]
du polynéme P € A[X] C (A[X])[Y] considéré comme polyndme & coefficients dans A[X]. Ainsi si

m n .
P=)a;X,Q=> X onaPoQ="PQ) =) a;Q = Zaj(z kak) e A[X].
7=0 k=0 J=0 Jj=0 k=0
1.3.6 Ezemples. 1. SiP= Za]—Xj, et Q=X € A[X] alors Po@Q = P(Q) = Zanj cohérent avec la notation usuelle (Cf.|1.1.28L) P(X) pour P.
7=0 7=0

2.5 P=X" etQ:a+Xa10rsPoQ:(a+X)":Z(
k=0

n

k:) a" *X* par la formule du binéme.

N
1
3. SiQ =X +aet Pe A[X] comme par la formule de Taylor |1.2.7, ona P = Z EP(k)(a)(X —a)¥ il vient PoQ = P(X + a) Z k'P(k

1.3.7 E:vercz'ce Soit P € A[X] C (AIX])[Y] et Q = X +Y € (A[X])[Y], en reprenant la preuve de [1.2.7]), établir l’zdentzte remarquable de Taylor :

N
1
yk — o)) k

P(X +Y) Zk, 7Zk!P (X)Y

k=0

1.3.8 E:z:erczce. Smt P,Q € A[X] deux polyndmes & coefficients dans A et n € N un entier naturel.
1 1 1

(a) Déduire de l'identité remarquable de Taylor [1.3.7] la formule E(P Q)M = kZ:O =R —k) . EQ(’“)

(b) En déduire la formule de Leibniz (P - Q)(”) = Z (Z) PO=RQ®) pour la dérivée n'®™e dun produit de polynomes.
k=0
(¢) Etablir les deux résultats précédents directement par récurrence sur n € N.
(Dérivation des polynémes composés)
1.3.9 PROPOSITION. Soit P,Q € A[X] alors la dérivée du polynéme composé P o () est :

(PoQ) =D(PoQ)=(D(P)oQ)-D(@Q)=P(Q)-Q

Démonstration : Par linéarité et comme D(XY) = 0 il suffit de traiter le cas P = X™ avec n > 1. Comme P’ = nX""! il faut montrer
D(Q™) = nQ™ - Q' : la tautologie D(Q) =Q ' =1-1-Q' =1-Q°- Q' pour n =1 et si n > 1, par la formule de Leibniz , le pas de
récurrence D(Q") = D(Q"™ Q) = D(@Q") - Q+ Q" - D(Q) = (n—1)Q" Q) Q+Q")-Q = (n—1+1)Q"" Q@ =nQ" Q'

1.3.10 Notation. Soit une famille ay,...,a, € A [resp. Pp,...P, € A[X] ] indicés par 0 < k <n den+1
éléments de A [resp. A[X]]. Pour chacun des indices k on note 1 : o I w= Haj, I «-= H ajetsiO<k<n:

0<j#0<n 0<j#n<n

a; resp. P; k—1 n
osjgﬂgn ’ osjgegn ’ [T o=l (I =)

0<j#k<n §=0 j=k+1

10
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le produit dans A [resp. A[X]] pour les n indices j entre 0 et n qui sont distincts de k des a; [resp P;].

1.3.11 PROPOSITION (formule d’interpolation de Lagrange). On suppose A= Q, R, (C, {0, 1} 20), 29 plus généralement si pour tout 0 # a € A non nul

Soit n € N un entier naturel et ay,...,a, € A et by,...,b, € A deux familles de n + 1 éléments ilyauwna €A motéa'=1)telquea-a’ =1
de A indicées de 0 a n telles que les a; sont deux a deux distincts : si 0 < i # j < n alors a; # aj.

Pour 0 < k <n posons L, = Il (X —a;) alors : (polyndéme d’interpolation de Lagrange

H (ar — aj) 0<j£k<n de valeurs b; aux points a;)
0<j#k<n
P="b-Lpy=Y I X-q)
k=0 k=0 H (ax — a;) 0<j#k<n

0<j#k<n
est un polynéme de degré au plus n qui, pour 0 < i < n, vérifie P(a;) = b;.
1

H (ak —ay)

0<j#k<n

Démonstration : Produit des n termes X — a;,j # k de degré 1 (et de 0 # € A), chaque Ly est de degré 1 d’ou P de degré au plus n.

1
Li(a;) = - JI (ai—a;) =1et pour 0 < j+#i<n,leterme (X — a;) étant en facteur dans L; on a L;(a;) =0,
H (a; — ay) 0<j#i<n
0<jAi<n
donc pour 0 < k<nona: <Z bkLk> (a;) = Z beLi(a;) = b;Li(a;) = b;. 0
k=0 k=0
1.3.12 COMPLEMENT. Le polynéme d’interpolation de Lagrange de valeurs b, . .. ,b, € A aux points

ap, . . .,a, € A est I'unique polynéme P € A[X] de degré au plus n tel que :

pour 1 <1i<n onait P(a;) = b

Démonstration : Si Py, P, sont deux tels polynémes, alors P = P, — P, est un polynome de degré au plus n qui s’annulle aux n + 1 points
ag, - - - , ay. Par le corollaire [1.3.18| ci-dessous P = 0, donc P, = P. ]

11



Math122 Polyndmes et fractions rationmélledsvaluation, composition et racine

1.3.13 Exemples. dans le cas A =Q
1. Sin=1alors Ly = (X —ay), Ly = —2—(X —ag) et

a1—aop

ao al

P= X

b b boa; — bra )

0 (X —a1) + 1 (X —ag) = 001 — %180 b1 = bo
ap — a1 a1 — ag a1 — ag a1 — ag

qui donne (a; — ag)Y — (by — bg) X = bpa; — brag comme équation d’une droite passant par (ag,bo) et (a1, by).

2. Sin=2alors L= —~——(X —a1)(X —a2), L1 =—v—~(X—0a1)(X—as), Ly=—3+—<(X —ag)(X —ay)et

(ap—a1)(ao—a2) (a1—aog)(a1—az) (az—ag)(az—a1)

bo

(ao — a1)(ao — az)

by

(a2 —ao)(az — a1)

by

(az —ag)(az — a1)

pP= (X —a1)(X —ag) + (X —ag)(X —ay) + (X —ag)(X —ay) =

1

" (a1 — ao)(az — ar)(ag — az)

: [bo(al —ap) - (X — a1)(X — ag) + bi(az — ag) - (X — az)(X — ag) + ba(ao — a1) - (X — ag)(X — al)]

3. Sipour 1 <k <n,ar =k, alors

L= [ == —— [ =i = - [T -0 = ()
H (n—3) 0<j<n H L i=0 s =0 n

0<j<n

est le polyndme coefficient binomial n parmi X .

X

1.8.14 Ezxercice. Soit k € Net P = (k +1

X
),Q = (k) Etablir la relation du triangle de Pascal polynomiale : P(X +1) — P = Q.

1.3.15 THEOREME. Si P:ZCkaEA[X] etacAilya@ € A[X] (0 ou de degré au plus n — 1) avec :

k=0
P—Pl)=(X~-a)-Q
Démonstration : [par factorisation de X* — a*] Supposant n > 1, P — P(a Z e XF — Z axad” =" ep(XF —a") =D ep(XF —d") =
n k—1 n k—1 n—1 w0 n =

=Y (X —a)dX X" =(X-a)Y ) X" =(X—a)Qou Q=D d, X" avecd,, = > "

k=1 1=0 k=1  m=0 m=0 k=m+1

y - " p k - P k) k-1
Démonstration : [par Taylor] Sin>1ona: P — P(a Z k— —a)"=(X—-a)Q ou @ = Z ) (X —a)

P( ) n—1 n

1.3.16 Ezercice. Vérifier directement que sin > 1et P = chXk € A[X] et a € A alors Z (a) (X —a)f~! = z ( Z cpaf T X™
k=0 k=1 m=0 k=m-+1
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1.3.17 Définition et Proposition. Soit P € A[X] de degré positif et a€ A . Alors il y a k€N, la
multiplicité de P en a notée k = mult,(P), et Q € A[X] de degré deg(Q)) = deg(P) — k avec :

P=(X~a)'Q et Qa) #0

. 1
De plus et k est le plus petit [ € N tel que l—'P(l)(a) # 0.
Si mult,(P) > 0 (c. a d. P(a) = 0) a est dit racine de P de multiplicité k.

n

1.3.18 COROLLAIRE. Soit P = > apX® € A[X] et n+ 1 points ag, ...,a, € A de A deux a deux
kede—0
distincts (si0 <i+#j < n alors a; # a;) tels que pour 0 < i < n on ait P(a;) =0 alors P = 0.

n—1
Démonstration : Sin =0,P = P(ap) =0. Sin > 1, le théoréme [1.3.15, donne Q = > d,,X™ € A[X] avec P = (X — a,)Q.
—0

Pour 0 <i <n—1, comme 0 = P(a;) = (a; — a,)Q(a;) et a; —a, # 0, on a Q(a;) =0, donc (récurrence surn) Q = 0 et P = (X —a,)0=0.

1.8.19 Ezercice. Autre solution de|1.3.14} : Remarquer pour tout n € Navecn > k+1,P(n+1) — P(n) — Q(n) = 0.

1.3.20 Rappel (Théoreme de D’Alembert admis).
Un polynéme de degré positif a coefficients complexe 0 # P € C[X] a une racine a € C.

1.3.21 COROLLAIRE. 1. Soit P = Zaka € C[X],a, #0alorsilyaz ...,z, € C
k=0
[resp. wi,...w, € C (ousil <i#j<r<nw #w;)etl<my,...,m, €N]tels que :

n T

P = anklil(X — Zk) = (]Jnl]:[(X —wl)ml

2. Soit P:ZakaER[X] avec a, 20 alorsily axy..., x4 €R z1...,2,€ C\ R avec t + 2s=n
k=0
[resp. M ... A ERwy ..., w, EC\R (ousil<i#j<r<t, 1<u#v<n<s

N # Njywy £ wj) et 1L <my,....my,v,...,v; € N] tels que :
t s s s

P=a, [[(X—=2) [[(X=2)(X=2) = a, [ (X—t&) [J(X?—2R(2) X +|2u]*) = an, ﬁ(X—)\l)ml [T (X?—2R(w.) X +|w,|?)"

k=0 =0 k=0 =0 =0 u=0

13



Math122 Polynomes et fractions rationnelles.

2 Fractions rationnelles a coefficients dans A.

2.1 Définitions opérations et dérivation des fractions rationnelles.

2.1.1 Définitions. Une fraction de polynomes a coefficients dans A est un couple de polynémes
(P, Q) € A[X] X (A[X] \ {O} dont le second élément 21), dit dénominateur Q 7£ 0 est non nul. 21 le premier élément P de la fraction (P, Q) est son numérateur
La somme et le produit de deux fractions de polynémes (P, Q1), (P2, Q2) sont :

(P1,Q1) + (P2, Q2) = (P Qe+ P2 -Q1, Q1-Q2), (P1,Q1) (P2,Q2) = (PP, Q1-Q2)

2.1.2 Définition et Proposition (sera montrée dans les parties relation d’équivalence et opération du cours).

(i) Deux fractions de polynémes (P, @), (P, Q1) a coefficients dans A définissent la méme 22 22) Que ce soit cohérent avec ce que I'on attend du mot méme
1 . . demande justification. Esquissons seulement que
fraction rationnelle — 0 @ a coefficients dans A si P_PB P PP P
si —=— et — = —= alors — = :
Q & Q1 @ Q

Q2
Q1 (P-Q2—Q-P2) =(P-Q1—Q-P1)-Q2+Q-(P1-Q2—Q1-P2) =0
P‘Ql_Q.Pl car P-Q1=Q -Pret P1-Q2=Q1 P

Cet ensemble des fractions rationnelles a coefficients dans A est noté A(X). donc, pulsque Q1 #£0,P- 02 — Q- £ =0.

(ii) Les opérations + et - sur les fractions de polynomes définissent + et - sur A(X) :

P P P+ Qi-P PP PP

Q1 Q2 Q1 Q2 Q1 Q2 Q1-Qs
Pour tout (l_g b_R C_%EA(X) si 0= % 1:%,— = et si G#O a :% on a 23 23) les mémes propriétés que + et - avaient dans A =
) (a + b) +c=a+ (b + C) (CZ X b) c=aq - (b X C) 7Z,Q,R,C,{0,1} avec en plus (méme si A = Z!) la possibilité de
= ) =

diviser par des éléments non nul comme dans A = Q,R,C,{0,1}
(b) a+0=a=0+a, a-1l=a=1-a

(comme on gagne, passant des entiers aux rationnels définis par

)
(C) (b + C) =a-b+a- C, (CL + b) c=a-c+b-c les fractions, la possibilité de diviser par les éléments non nul.)
(d) a4+ (—a)=0=(—a)+a, etsia#0,a-a'=1=a"'"a

(e) a+b=b+a, a-b=b-a

(111) 1: A[ ] — A( ), P % est injective 24, Z(O) =0, 1(1) =1let pour tout Pl, P, e A[X] on a: 24 Si P € A[X] est un polynéme on le considére comme fraction
rationnelle, abrégeant i(P) (= ?) € A(X) en P € A(X).

14



Math122 Polynomes et fractions rationnelles. 2.2 Eléments simples sur C

2.1.3 PROPOSITION. Il y a une unique application D : A(X) — A(X) prolongeant la dérivation des
polynémes telle que pour toutes fraction rationnelle a,b € A(X) et tout polynéme P € A[X] on a : (prolongement linéaire avec régle de Leibniz)

D(f) = D(lP)’ D(a+b) = D(a)+ D(b), D(a-b)=D(a) b+a-D(b)
elle est définie par D(a) = D(P) - QC;QP - D(@Q)

[D(P1)-Qi1—Pr (Ql)] Q3 = [D(P1)-Qa+P1-D(Q2)]- Q- Q1 — P1-Q2[D(Q2) - Q1+Q2- D(Q1)] = D(Py-Qa) - (Q2-Q1) — Q1 - P2 D(Q2- Q1) =
D(Py-Q1) - Q1-Q2 — Py - D(Q2:Q1)-Q1=[D(Py)-Q1 + Po-D(Q1)] - Q2:Q1 — P2 - [D(Q2)-Q1 + Q2-D(Q1)]- Q1 =[D(P2)-Q2 — P»-D(Q2)] - QF

P. D(P)-Q-P-D P
Démonstration : [ de D(—=) = (P)-@ (@ ne dépend que de @] Soit Py, Q1, Pe, Qs € A[X] avec P; - Q2 = Q1 - P, alors :

1 1

1 1
2.1.4 Application (Dérivées successives de Arctg). Comme Arctg’(t) = 52— 2 [1 m + Tr 't} il vient pour tout entier naturel n € N :
—1 i

(5]
< n+1 ) (_1)n—ktn—2k

_ Arctg™ D () = 1 OMI ! + (=" 1 |= im0\ 2k
(n+ 1) 2tn+ 1) LT —igynt (1+ it)n+t (n+ 1)(1 + £2)n+1
En particulier 1 Arctg®™t(0) = ! Arctg®™ 2 (0) =0
(2m+1)! om+1° (2m+2)! '
(%] i1
n! ( n 2k) )nkan72k
- 1 1 — n—
2.1.5 Exercice. Vérifier par récurrence sur n que la dérivée n'*"° de la fraction rationnelle T x° est D" ( pn X2) = =0 T X2yt
2.2 Décomposition en éléments simples dans C(X).
2.2.1 THEOREME. Soit 0 € C(X) une fraction rationnelle a coeficients complexes de dénominateur
de degré g, de factorisation réduite 2» si > 1 =q — zi)™ou = qg alors il y a un 2 c. ad. ot 0+ aq € C et soit ¢ = 0,Q = ao, soit pour 1 < i < p
gre q, q q y a
1 ilyaz €Cetl<m; € Navecsii#j,z #z;

polynéme E € C[X] et pour 1 <k <petl<I[<my des )\kl e C tels que :

P P gy
7:E’+ M
Q kgllzzl(X_Z’f)l

15
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p p P
Démonstration : Par récurrence sur deg(Q) = ¢ = »_ my. Si ¢ = 0 alors 0w (ag) ' P € C[X] est un polynome.
k=1 o

Sinon on suppose m; > --- > m,. Soit, si 1 < my,r =p,s =q—p,sinon r+ 1 =min{l |m; =1},s =q+r —p < ¢, bs = a, et,

sir=1,5=by, sinon S =by [[(X —z,)" " et, pour 1 <k <p,Qx= Q@ = J] (X —2z)™ € C[X] est un polynome tel que
(X = 2e)™ | kem

P m
() , le polynéme Ry = P — Z Ak, myQy vérifie pour
Qr(2:) k=1

n=1

pour @ # k, Qr(z;) = 0 et Qx(zx) # 0. Si donc, pour 1 < k < p, on pose Agm, =
1 <k<p Ri(z)=0.

p
Comme les z; sont deux a deux distincts, il y a un polynéme R € C[X] tel que Ry = R - H (X — z) d’ou
k=1

P M _F
Q 1 (X — Zk)mk S
et le résultat par récurrence puisque deg(S) = s < ¢ = deg(Q). ) O

2.2.2 Exemple. Appliquons l'algorithme a la fraction rationnelle dont les valeurs en ¢t € R sont celles de la dérivée de la fonction Arctg]

B 1
X241 (X—0)(X +1) [

Ici P=1,m;=mg=1,21 =i,290 = —i donc A\ ; = ﬁ = % = %i,)\m = _il_i = %21 = % et on vérifie que :
1 [ —1 n 1 _2+i(X+i)—i(X—i_2+iX—1)—iX—1_0
X241 '2(X-d)  2(X*i) 2(X —4) (X +4) B 2(X2+1) N

2.3 Décomposition en éléments simples dans R(X).
, P
2.3.1 THEOREME. Soit 0 € R(X) une fraction rationnelle a coeficients réels de dénominateur de

(X2—2§R(WZ)X—|— ]wl |2)Vk ou Q = Qg 2% lescas T =0 ou s =0 sont possibles, il faut interpréter

e

degré q, de factorisation réduite» si ¢ > 1 Q = aq [[ (X —tx)™

k=1 =1
alors il y a un polynéme E € R[X] et pour 1 <k <r,1 <l <setl<m<myl<n<y des o . o .
Nesms Qns Bin € R tels que : kli[l(xftk) == H(X ~ PR X A+ |l
T M S vy _ my i
B = F+ Z Z )\k—”” + Z QQZ’”(X %(wl)) - Bl’" zo: Z Ae,m o— zo: 20y n (X — R(w1)) + Bi,n
Q S (X =t =k == (X2 = 2R(w) X A+ |wi]?)” , X —t— R (X2 —2R(@)X + [wi]?)"
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2.8.2 Exemples. g X(Xi—l—l) X(X ;( )Icile r=1, s:lm1=1/1:1,t1:O,w1:idonc/\1,1:ﬁ:}:1,
2[on, 1(@ - (z)) b1 = —i, donc a1 = 2,51 1=0, c. ad. 20q1(X —R()) + f11 = —X et on vérifie :
[ N X ]_ [(X2+1) XX:1—X2—1) X2:0
X(X2+1 X211 X(X2+1) X(X2+1)
2. Le cas — Q X(X 1 02 se fait en deux étapes : trouver d’abord Ay 1 = (02+1)2 =:=12[1(0—R{))+ 611 = % =—i,c. ad. 2011(X=R(Q))+ 611 =X,
) 1 1 -X 1—(X?241)?2-X 1—X2—2X—1+X -X?2-X -X
P N (x2 1 1) “lxt (X2 +1)2 3= X(xX2+12  X(X2+1?  X(X2+1? X2+1

17
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