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0.1 Définition et exemples de relation binaires sur un ensemble.

0.1.1 Définitions. Soit un ensemble E. Une relation binaire R sur E est la donnée d’une partie
I'r C E x E, dite graphe de la relation R, de I’ensemble produit £ x F de E par lui méme.

Siz,y € E on dit que z et y (dans cet ordre) sont liés par la relation R et on note xRy si (z,y) € I'r
Si X C FE est une partie d'un ensemble E et R est une relation sur E la relation Rx induite de R
sur X est la relation de graphe I'g,, =I'g N X x X.

Si x,y € E ne sont pas lié par R on note = /Ry et dit que x et y sont liés par la

relation complémentaire R de R, dont le graphe est Iy = (X x X)\I'x

0.1.2 Exemples. 1. Sur tout ensemble E 1'égalité = sur E est une relation binaire. Son graphe est ' = Ag = {(z,z) |z € E}, la diagonale de 'ensemble E.
2. Si X est un ensemble, I'inclusion C est une relation sur 'ensemble E = P(X) des parties de X.

3. Soit N'=N\{0} I'ensemble des entiers positifs (strictement) inférieur < sur N est définie par :
pour m,n € N alors m < n si et seulement siil y a l € M tel que [ +m = n.

4. inférieur ou égal < sur 'ensemble N des entiers naturels est définie par : pour m,n € N, alors m < n si et seulement siil y al € N tel que [ + m = n.
5. La relation divise | sur 'ensemble A des entiers positifs est définie par : si m,n € N alors m|nsiily al € N tel que I -m =n.

6. Si V est un espace vectoriel réel la colinéarité L sur V est définie par :
pour u,v € V, alors uLv si et seulement si et seulement si il y a (z,y) € R\ {(0,0)} tels que - u+y-v = 0.

0.1.8 Ezxercice. Si u,v € V on note < v >, < v,u > les sous-espaces vectoriels de V' engendrés respectivement par v et par {v, u}.
(a) Si<w,u>C< v > alors ulv. la réciproque est-elle vraie ?

(b) Prouver que si 0 # v € V alors pour tout u € V il y a équivalence entre :

i. ulv ii. lyateRtelqueu=t-w. il. <v,u>=<v> iv. <v,u>C<ov>

0.2 Propriétés d’une relation binaires sur un ensemble.

0.2.1 Définitions. Soit R une relation sur un ensemble X. La relation R est :
1. réflexive si pour tout z € E on a xRz (équivalent a le graphe I'r D Ay contient la diagonale).
2. symétrique si pour tout x,y € E alors 2Ry implique yRz
3. antisymétrique si pour tout z,y € F alors (zRy et yRx) implique z =y
4. transitive si pour tout x,y, z € E alors (zRy et yRz) implique xRz

0.2.2 Exercices. 1. Dans : [6] sont réflexives, mais [3] ne l'est pas.
2. Dans ([ et |§| sont symétriques, mais ne le sont pas et [2| ne l'est que si X = 0.
3. Dans : sont antisymétriques, mais [6] ne l'est que si V = 0.
4. Dans : sont transitives, mais 6] ne lest que si dim(V) < 1.



Math122 Relations binaires sur un ensemble.

1 Relations d’équivalence.

1.1 Définition et exemples de relations d’équivalence.

1.1.1 Définition. Une relation d’équivalence sur un ensemble F est une relation R sur F qui est
réflexive, symétrique et transitive. On note alors x = y mod R pour 2’Ry.

1.1.2 Ezemples. 1. Dans :|1] est d’équivalence mais et, si dim(V) > 1, [6] ne le sont pas.
Par contre la relation induite par la colinéarité [6]sur V' \ {0} est une relation d’équivalence.

Démonstration : D’apres I'exercice et E' il suffit de montrer la transitivité de Ly oy. Si u,v,w € V '\ {0} tels que ulv et vLw alors I'exercice pour u,
donne < u,v >C< v > et <v,w >C<w > donc < u,v,w >C< v,w >C< w > d’ou, puisque < u,w >C< u,v,w >, on tire < u,w >C< w >, soit uLlw.
2. Soit f: X — E une application alors
(a) la relation mod(f) sur X définie par x = ymod(f) si et seulement si f(x) = f(y) est une relation d’équivalence sur X.
Comme = est d’équivalence cela suit, si R est une relation d’équivalence sur F, de :
(b) larelation f*(R) sur X définie par z = ymod f*(R) ssi f(x) = f(y) mod R est une relation d’équivalence sur X.
Démonstration : Pour tout x,y,z € E comme f(z) = f(xz) mod R puisque R est réflexive on a x = zmod f*(R) donc f*(R) est réflexive.

Si z = ymod f*(R), par définition f(x) = f(y) mod R donc, puisque R est symétrique on a f(y) = f(z)modR c. a d. y = zmod f*(R) et f*(R) est symétrique.
Si 2 =ymod f*(R) et y = zmod f*(R) alors f(z) = f(y) mod R et f(y) = f(z) mod R donc, R étant transitive, f(z) = f(z) modR : x = zmod f*(R) et f*(R) est tr

1.1.8 Remarque. Si f: X — E est 'inclusion d’une partie X C E alors f*(R) = Rx est la relation induite sur X

1.1.4 Ezercices. 1. Si X=N,N,Z et m,n, N€X on note m =nmod(N) et dit m congru ¢ n modulo N, siily ap,q € X tels que m +pN =n + gN.
Prouver que = mod(N) est une relation d’équivalence.
2. Soit A=7,Q,R,C,{0,1}, B=N,Z,A[X] et E =B x (B\ {0}). Prouver que la relation R =0 dite d’égalité des fractions de B
définie par (P1,Q1) ~ (P2,Q2) si et seulement siily a @Q € (B\ {0}) tel que Q- (P; - Q2 — Py - Q1) = 0 est une relation d’équivalence.

frac

1.2 Classes d’équivalence et ensemble quotient.

Dans cette sous-section on se fixe un ensemble E et une relation d’équivalence R sur F.
1.2.1 Définition. Soit = € E. La classe (d’équivalence) de x € E est
T=Tp={t€ F|t=xmodR}

1.2.2 Exemples. 1. Soit V' un espace vectoriel réel, £ la colinéarité sur ’ensemble F = V' \ {0} des vecteurs non nuls de V' et « € E alors la classe d’équivalence
de z est T ={t 2|0 #t € R}, 'ensemble des points non nuls de la droite engendrée par z.

2. Soit N € N et E = N muni de = mod(N). Soit m € N. Si m = kN est multiple de N alors m = {IN |l € N'}. Sinon la division euclidienne par N de
m =gN +r aun reste r et m = {IN +r |l € N'} est 'ensemble des entirs positifs (non divisibles par N) qui ont méme reste dans la division par N.



Math122 Relations binaires sur un ensemble. 1.2 Classes d’équivalence

1.2.3 PROPOSITION. 1. Pour tout x € E on ax € T donc T # 0.

2. Pour tout z,y € F il y a équivalence entre :
(a) x =ymodR (b) TCy (c) TNY#0 (d zT=7y

Démonstration : Comme R est réflexive on a x = xmod R donc x € T et le premier point. Pour le second :

Si (2¢)) il y a t€ex Ny donc t=xmod R, soit par symétrie t=tmod R et t=ymod R d’ou par transitivité z=y mod R, ainsi (2c|}=(/2al)
Si , pour tout z € 7, on a z = rmod R et x = ymod R d’ou par transitivité z = ymodR c. a d. z € §J et T C 7, ainsi :>
Si , d’apres onaxr €T CTNY donc TNy # (), ainsi :> et ces trois premiers énoncés sont équivalents.
Comme :> il suffit pour conclure de remarquer que, si on a on a r = ymod R, donc par symétrie y = z mod R.
i, déja prouvée donne alors T C y et y C T d’ou y = 7, ainsi :) d’ou I’équivalence du dernier énoncé avec les trois premiers.

1.2.4 Définition. Une partition d’un ensemble F est une famille (Y;)ier de parties T; C E vérifiant
1. Pour tout t € T ona Y, # 0
2. Pour tout s#te€T onaY, #Y,
3. Pourtout z € FilyateT tel que x € Y;

On note X = I;crY;.

La proposition [I.2.3] se reformule donc en Les classes d’équivalences de R sur E forment une partition de E.

1.2.5 Définitions. Les classes d’équivalences de R forment une partie {Z |z € E} C P(FE) de P(E)
dite ensemble quotient de E par R. On le note F/g = {T |z € E}.
L’application envoyant chaque élément sur sa classe est ’application quotientv de R, on la note D Ainsi toute relation d’équivalence est donnée par le procédé
de l'exemple [L.I.2][2al Ce n’est pas la mort des relations d’équi-
T=TR: E— E/ R’ 71'(1}) =7 valence car, via ces ensembles et applications quotient, elles per-

mettent de construire de nouveaux ensembles a partir d’ensembles

Un systéme de représentants de R dans E est une partie R C E contenant un et un seul élément —©omnus comme dans les exemples[1.2.6|ci-dessous.

par classe d’équivalence : pour tout z € E card(z N R) = 1.

1.2.6 Exemples. 1. Les ensembles quotients des relatins d’équivalences de sont respectivement Q¢ les rationnels positifs, Q les rationnels et A(X) les
fractions rationnelles a coefficients dans A.

2. {1,..., N} est un systéme de représentants pour = mod(N) sur N. Si 0< N €N alors {0,..., N — 1} est un systéme de représentants pour = mod(N) ur N..
3. L’ensemble quotient de R? \ {(0,0)} par la colinéarité est noté P'(R) et appelé la droite projective réelle.

La classe d’équivalence de (u,v) € R?\ {(0,0)} est notée [u : v] = (u,v) € PY(R).
Ainsi {[t : 1]|¢t € R} U {[1: 0]} est un systéme de représentants de la colinéarité et [t : 1] — ¢,[1 : 0] — oo identifie P*(R) & R U {oo}.
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2 Relations d’ordre sur un ensemble F.

2.1 Définition et exemples.

2.1.1 Définition. Une relation d’ordre» sur un ensemble E est une relation binaire sur E, réflexive, 2 ou un ordre.
anti-symétrique et transitive. On utilise < pour la noter® et dit que (F, <g) est un ensemble ordonné. » ou <z siily a plusieurs ordres dans le contexte.

2.1.2 Ezemples. = sur E; C sur P(X); < sur N'; < sur R; | sur NV, le raffinement < sur A(a, b), les subdivisions de [a, b] sont des ordres
mais, < sur N (ou sur R) n’étant pas réflexive n’est pas une relation d’ordre.

2.1.83 Ezxercice. Si < est un ordre sur F alors > défini par x > y si e seulement si y < x est un ordre sur F, dit opposé de <.

2.1.4 Définition. Soit (F,<g), (F,<r) deux ensembles ordonnés.
Une application croissante [resp. décroissante] [ : (E,<g)— (F <p) est f: E—F telle;
que pour tout x,y € E avec z<py on a f(x)=<p f(y) [resp. f(y)<r f(x)]

2.1.5 Ezercice. Soit X un ensemble et B C X. On considére I’ensemble ordonné (P(X), C) et les applications
ug,nB,cp : P(X) — P(X) définies par ug(4) = AUB, ng(A) =ANB, cg(A) =B\ A
Prouver que up et np sont croissantes et que cp est décroissante.

2.1.6 PROPOSITION. Soit (F,<g),(F,<Fr), (G, <) trois ensembles ordonnés et
fi(E,<g)— (F,<Fp), g¢:(F, <r)— (G,<¢) deux applications croissantes alors :

(i) Idg : (E,<g) — (E,<g) est croissante.

(ii) la composée go f(FE,<g) — (G, <q) est croissante.

2.1.7 Exercices. 1. Prouver que l'application f: (R, <) — (R, <), f(x) =1 — x est décroissante.
Apres Iavoir déterminée, dire si 'application composée f o f est aussi décroissante.
2. Soit (E,<g), (F,<F), (G, <) des ensembles ordonnés et f : (E,<g)— (F,<r), ¢:(F,<r)—(G,<¢g) qui sont soit croissante soit décroissante.
Dans chacun des trois cas non couverts par la proposition que dire de 'application composée go [ : (E,<g) — (G, <¢g)?
Prouver les trois variantes de la proposition que vous venez d’énoncer.

2.1.8 Définition. Un isomorphisme d’un ens. ordonné (E, <g) sur un ens. ordoné (G, <¢g)
est une application croissante f : (F,<g) — (F, <F) telle que :
ilyag: (F,<p) — (E,<g) croissante avec fog=Idr et go f = Idg.

2.1.9 Remarque. Un isomorphisme d’ensembles ordonnés est une application croissante bijective mais la réciproque n’est pas vraie :
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2.1.10 Exercices. 1. Prouver que si (E, <g) est un ensemble ordonné alors Idg : (E,<g) — (E, <g) est croissante.
2. Prouver que Idy : (N, |) — (N, <) est croissante et que Idy : (N, <) — (N, ]) ne I'est pas [un morphisme d’ensemble ordonné, bijectif mais non isomorphisme].

3. Est-ce que Idn : (N, ]) — (N, <) est croissante ? (On utilisera que pour tout x € Nona z-0=0 : tout z € N divise 0) ?

2.2 Propriétés d’une relation d’ordre.
Dans cette sous-section on se fixe un ensemble ordonné (E, <p)
2.2.1 Définition. Une relation d’orde <p est totale (ou l'ordre <p est total) si pour tout x,y € E :
soit x <gpuy soit y<gpax

2.2.2 Exemples. < sur N (resp. R) est total, mais | sur A/ n’est pas total et, si X a au moins deux éléments, C sur P(X) n’est pas total.

Démonstration : Pour x =2,y =3 € N ona2 f3et 3 J2. De méme, sia #be X, on a{a} ¢ {b}.

2.2.3 Exercice. Soit (E,<g), (F,<r) deux ensembles ordonnés avec <g total. Prouver que :
Une application croissante f : (E,<g) — (F, <) est isomorphisme d’ensemble ordonné ssi elle est bijective. [et qu’alors < est total], comparer avec [2.1.10]

2.2.4 Définition. Un majorant [respectivement un minorant] d'une partie A C E est un élément
M € E [respectivement m € E] tel que pour tout x € E on a © <g M [respectivement m <pg x].

2.2.5 Exemple. Les minorant de A = {3-k|k € N} C N, muni de <, sont 1,2, 3. Cette partie A n’a pas de majorant puisquesi M e Nona3-M € Aet3-M £ M.

2.2.6 Définition et Proposition. Soit A C F il y a au plus un élément ag € A [resp. a; € A]
tel que pour tout a € A on ait ag <g a [resp. a <g a4]
Un tel ag € A [resp. a; € A] noté min A [resp. max A] est le plus petit [resp. plus grand] élément de A.

Démonstration : [pour ao] Si ay est un autre, comme ay € A on a ag <p qy et, Comme ag € A on a ay <p ag, d’olt ay = ag par Vantisymétrie de <g.

2.2.7 Corollaire et Définition. Soit A C E l'ensemble m(A) ={m € E|Va € A,m <g a} » des o [resp. M(A) ={M € E|Va € A,a <p M}]
minorants » de A a au plus un plus grand © élément, la borne inférieure inf A = maxm(A) » de A. 5 [resp. majorants]
En ce cas pour tout @ € A on a inf A <g a [resp. a <g sup A] et si pour tout a € Aonam <ga

© [resp. plus petit]
[resp. a <g M] alors m <p inf A [resp. sup A <gp M|

" [resp. borne supérieure sup A = min M (A)]
2.2.8 Rappel. Si (F, <g) = (R, <) est I'ensemble des réels avec son ordre usuel alors :

Toute partie non vide et minorée a une borne inférieure.

Toute partie non vide et majorée a une borne supérieure.

2.2.9 Ezercice. Prouver que toute partie A C P(X) a, pour l'ordre d’inclusion C, une borne inférieure et une borne supérieure :
siA={X; CX;iel} CP(X), alors inf(A):ﬁieIXiD:ef{xeX;ViEI,xeXi} et sup(A)zUieIXiD:ef{xeX;EIiEI,avecxeXi}
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3 Compléments passage au quotient et bon ordre.

3.1 Passage au quotient.

3.1.1 Proposition et Définition. Soit f: X — Y et R une relation d’équivalence sur X.

Alors il y a une application f: X/r — Y telle que f = forg : X — X/ =Y
si et seulement si pour tout z, 2’ tels que z = 2’ mod R on a f(z) = f(2').

En ce cas un tel f est uniquement déterminé par f : si ¥ € X/R on a f(T) = f(z) et on dit que
f passe au quotient d R (ou est compatible & R) et que f est application au quotient associée.

Démonstration : = : Si f = fomg et =2’ mod R alors 7(z) = n(2') et f(z) = f(n(7)) = f(n(2")) = f(a'). B
< : Pour tout t € 7 on a t = xmod R donc f(t) = f(z) ne dépend pas de t € T et on peut définir f : X/ — Y par, sit €7, f(7) = f(t) [= f(z)].
Comme pour tout z € X on a forg(z) = f(T) = f(x) on a bien f = fonmg ]
3.1.2 Exercice. Prouver que la relation S sur N' x N définie par (m,n) S (p, q) si et seulement si m + ¢ = n + p est une relation d’équivalence.
ent. rel. ent. rel.

3.1.8 Exemple. Supposant 1’ensemble N des entiers positifs inclus dans un ensemble Z d’entiers relatifs ol la soustraction est toujours définie et a ses propriétés
usuelles, alors comme (m,n) = (p,q) mod( ~ 1) est m + ¢ = n + p, équivalent & m —n = p — ¢, Papplication f : N'x N — Z, f(m,n) = m — n passe au quotient.
ent. re

3.1.4 Remarque. En fait on procéde dans 'autre sens et la relation d’équivalence  ~ | permet de définir lensemblme des entiers relatifs par Z =N x N/
ent. rel. ent.rel.

3.1.5 Corollaire et Définition. Soit X et Y des ensembles munis d’équivalence R et S

(i) Une application g : X — Y passe au quotient de R et S (ou est compatible @ R et S)

9
c.cadilyag: X/r —Y/s telle que rsog=7gomns X =Y
si et seulement si pour tout z, 2’ tels que z = 2’mod R on a g(z) = g(z') mod S | . L

(ii) Une application p: X x X — Y passe au quotient de R et S (ou est compatible a R et S) X/ = Y/s

c.cad ilyap: X/gx — Y/s telle que rgop=pormns Yo% X r oy

TRl X | TR I s

p(z,y) = p(@',y)modS et g(z',y) = g(z’,y') mod S X/rxX/r = Y/s

si et seulement si pour tout x,2’,y, 1y’ tels que = 2’ mod R et y = ' mod R on a
p Y,y q y=1y

/

Démonstration : Soit sur X x X et X/z x X les relations d’équivalence (Rx=) et (=xR) (définie par (x,y)(Rx=)(x',y’) si et seulement si Rz’ et y =y
et (T,y)(= xR)(2’,y) si et seulement si T = 2’ et yRy'). Comme leurs applications quotients sont mgy) = mr XIdx : X XX — XXX/ (pwe) = X/rx X
et T(r) = ldx /e X TR : X/r X X — X/r X X/r = X/r x X/ le résultat suit de deux applications de la proposition (3.1.1 0

3.1.6 Exercice. Soit X,Y deux ensembles munis de relations d’équivalence R, S.

Sur X x Y est définie la relation produit (R x S) par (z,y)(R x 8)(2/,y') si et seulement si xRz’ et ySy’.
Prouver que c’est une relation d’équivalence et que si (z,y) € X x Y alors (x,y)(RXs) = TR X Jg, puis iddentifier X x Yirys) a (X/r) x (Y/s).

7
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3.1.7 Ezercice. On reprend les notations des l'exercices [3.1.2] et [T.1.4][2] et note

Déf

NxN/ ~ 2z nxn/ o ZQr et RX] x (RIX]\{0})/

ent. rel. frac. pos.

Déduire de la proposition une construction des opérations de Z, Q7 et R(X) :

1. Les applications 0,7 : (N X N) x (N x N) = (N x N), a((m,n), (p,q)) = (m+p,n+q), ©((m,n),(p,q)) =

passent au quotient en +,- : Z X Z — 7

2. Les applications o, 7 : (N XN) X (N xN) = N xN, a((m,n), (p,q)) = (mg+np,nq), 7((m,n), (p,q)) =
3. o,m: RIX] x (RIX]\{0}) x R[X] x (R[X]\{0}) — R[X] x (R[X]\{0}), o((P, @), (R, 5))=(PS + QR,QS),

passent au quotient en +,- : R(X) x R(X) — R(X)

a
C

IS~

3.1.8 Exemple. Soit f = fus : R? — R? une application linéaire injective de matrice M = [

~

frac. rat.

ERx)

(mp + ng, mq + np)

P7Q),(R7S)) = (PR,QS)

1. L’application f induit f| : R%\ {0} — R?\ {0} compatible avec la colinéarité £. Ainsi I'application f induit donc :

2. L’homographie f = f,; : P1(R) — P1(R) qui dans le systéme de représentants RU{oco} = P*(R) (convenant, z+00 = oo et si z # 0,

sécrit R 5t 2L o015 2 et si N € Ma(R),det(N) #£0ona fyn = far 0 f, f1a = Id done fy; est bijective et si M = M =

ct+d?’

Démonstration : [de (1] Si z,y € R*\ {0}, comme f est injective f(x) € R*\ {0} et si Ly, il y a (A, u) € R?\ {0} tels que A=z + p-y = 0.

Comme f est linéaire A\« f(z) +u- fy) = fA-z+p-y)=f(0)=0cet f(z)Lf(y)

) . ' a b t B at + b - ad+b( C) ( b)‘l’ba
Demonstmtzon.[de[c d]llllcthd] [ ][ ] lcdde( ¢) ¢(—=b)b+da
. / _ 10 | (ad=be)t
d’ott le résulat puisque pour tout RU {oc} ¢, (ad — be) 0 1 ] l ad — be)l ] L [ ]

3.2 Ensembles bien ordonnés et ordre lexicographique.

3.2.1 Définition. Un ensemble ordonné (F, <g) est bien ordonné (ou <g est un bon ordre) si toute
partie ) # A C E non vide A de E a un plus petit élément.

3.2.2 Exemple. (N, <) et (N, <) sont bien ordonnés. Mais (Z, <) et (R, <) ne le sont pas.

| = (@t |

00
a
C

|

10
0 1

} (on a donc ad — be (= det(M)) # 0) alors :

SIS

|-l

d

—C

00,
] alors fM 7fM

Démonstration : La partie Z C Z,R est non vide puisque 0 € Z et n’a pas de plus petit élément puisque si m € Z alors Z>m — 1 £ m.

3.2.3 LEMME. Un ensemble bien ordonné (E, <pg) est totalement ordonné.

Démonstration : Si x,y € E, la partie {x,y} est non vide puisqu’elle contient z. Donc la partie {x,y} a un plus petit élément min({x,y}).

Comme les éléments de {x,y} sont = et y on a soit min({z,y}) = = auquel cas z <g y, soit min({x,y}) = y auquel cas y <g x.

I

(mp,nq) passent au quotient en +, - : QF x Q% — Qf

m((

= 00),
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3.2.4 Proposition et Définition. Soit (E, <g) et (F' <p) deux ensembles ordonnés alors :
(i) La relation <gyp sur le produit E x F' définie par (x,y) <gxm (u,v) si et seulement si :
(a) soit x <guetz#u
(b) soit z =uety<pv
est une relation d’ordre dite ordre lexicographique <g, <p
(i) si <p et <p sont des ordres totaux alors <gyp est un ordre total.

(ili) si <g et <p sont des bons ordres alors <gyp, est un bon ordre.

Démonstration : Par réflexivité de <gp et <ponaxz <gz et y <py donc (z,y) <gpxr (z,y) et <gxr, est réflexive.

Si(z,y) <pxrm (u,v) et (u,v) <gxp (x,y) alors t <guet u <gz doncx=u dolet y <pvetv<pyy=wvdonc (z,y) = (u,v) et <g est antisymétrique.
Si(z,y) <exrm (u,v) et (u,v) <gxp (s,t) alors  <gp u et u <g s d’on, par transitivité de <g, = <g s.

Siz=u=salors y <pvetv<ptdol, par transitivité de <p, <p t, sinon x # ¢. Dans les deux cas (z,y) <gxr, (5,t) et <gxp est transitive.

Soit (z,y), (u,v) € E x F. Comme <g est total soit 2 <g u soit u <g x. Si z = u et, comme < est total soit y <y v soit v <p y. Sinon z # wu.
Dans les deux cas soit (z,y) <gxr (u,v) et (u,v) <pxr, (x,y) et <pxp est total.

Si <g et <p sont bons et ) # A C E x F est une partie non vide de E X F. Alors ) # X ={x € E |3y € F,(x,y) € A}.
Comme <pg est bon X a un plus petit élément z,, = min(X) et 0 Y = {y € F|(zm,y) € A}.
Comme < est bon Y a un plus petit élément y,, = min(Y") et pour tout (x,y) € Aon az € X donc z,, <g x et si x,, =,y € Y donc y,, <p y.
Dans les deux cas on a (T, Ym) <exr, (€,Y) : (Tm,Ym) = min(A). Toute telle } # A C E x F ayant un plus petit élément pour <gxr, cet ordre lexicographique est bon.

3.2.5 Définition. Une propriété P,,z € X dépendant d'un parametre x € X est inductive pour
un bon ordre < sur l'ensemble X si pour tout x € X alors P, est vraie si pour tout y € X avec
r #y <z, P, est vraie.

3.2.6 COROLLAIRE. Une propriété inductive est vraie pour tout parameétre.

Démonstration : Par contraposition si il y a un z € X tel que P, est fausse alors I'ensemble F' = {x € X | P, fausse} est non vide.
Comme (X, <) est bien ordonné F' a un plus petit élément z,,, = min(F') € F. Par définition de F' d’une part P, est fausse, d’autre part :
pour tout y € F' avec &, #y < T, o0 a y € F donc P, n’est pas fausse, c. a d. est vraie et P,,z € X n’est pas inductive pour le bon ordre <. ]

3.2.7 Remarque. Si (X, <) = (N, <) est 'ensemble des entiers naturels muni de 'ordre usuel, pour
vérifier I'inductivité il y a deux cas soit z = 0 et {y € X |0 # y < 0} = () donc pour tout y € X avec
0 # y < 0,P, est vraie donc P, doit étre vraie (initialisation d’une récurrence classique).
Siz=n+1>0alors {y € X|z #y < x} ={0,...,n} et donc P, doit vérifier le pas de
récurrence Py, ..., P, vraies implique P, vraie.
On notera que la formulation en terme de bon ordre est plus simple que cette formulation classique
de récurrence forte car on n’a pas a distinguer initialisation et pas de récurrence.
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3.2.8 Exemple (Retour sur la décomposition en éléments simples). Si z = b+ ic,b,c € R, soit P, = X% +a4_1 + -+ ag € R[X] le polyndme unitaire & coefficients
réel de plus petit degré tel que P(z) =0. [siz=b€Rona P, =X —b,sinon (c£0)ona P, = (X —2)(X —2) = (X —b)? +c? = X2 — 20X + b* + ?

Soit A, B =X"+ z:akX"_]’C € R[X] et {z1,...,2:} = {2 =b+ic,c>0]|B(z) = 0}. On suppose les z;, deux & deux distincts : si k # [ alors z, # 2 et de plus

k=1
que la numérotation de ces racines de B de partie imaginaire positive ou nulle est choisie de sorte que si P, = P,, il y a une suite decrmssante d’entiers positifs
t

v1 > - > telle que B= P/t P/t = Hp,gk =C)-PY* = B1By ou Cy, = H Py vérifie si k # 1 Cg(zx) # 0 = Ci(z), et By = HPk, By=1si1 =1,

k=1 =1 k=1
ey
S
sinon By = H Prlots+l=t+1siv>1ets+1=min{l <k<t|y =1} sinon. Le type de B est t(B) = (v1,...,14), une suite finie ordonnée d’entiers

k=1
positifs [on se permet le type vide () pour P = 1]. Ces types sont ordonné par ordre lexicographique généralisé, et en particulier ¢(B) # t(Bg) < t(B).

La décompositon en élément simples de la fraction rationnelle B € R[X] s’obtient par récurrence sur ces types : Comme Cy(zx) # 0 on peut considérer

A(zk)

Soit Ej € R[X] le polynéme de plus petit degré tel que Fy(z) = zx + iyg :
Si yr =0 (c’est le cas si z;, = b € R) on a Ej, = xj, de degré au plus 0, sinon z € R et ¢ # 0 alors Fy, = g—:(X —bg)+xp = Q%P,é + xp, de degré 1.
t

=uxp + iy € C

t

Soit A; = A— ch “E. Pour 1 <k <tonaA(z)=A(z)— ZC;(Z}C) - Ey(zx) = A(zk) — Cr(zk) - Ex(21) = 0.
k=1 1=1

Donc, comme les zj sont deux & deux distincts il y a un polyndme A; €€ R[X] tel que Ay = By - As et :

A E A Cv By A <Oy By A1 By Ay Ay
RN BN I N o

d’ou le résultat puisque t(B) # t(Ba) < t(B).
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