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Intégrale inférieure des fonctions bornées, fonctions intégrables au sens de Riemann.
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Notations
Un intervalle réel fermé borné I = [a, b] est fixé, on note I =]a, b V'intervalle ouvert correspondant.
Présentation

Dans le cas d’'une fonction f : I — [0, M] bornée a valeurs positives ou nulles pour définir
b
I'intégrale / f (si cette derniere peut se définir!) une approche est de majorer (resp. minorer) l’aire

de son épz’g;l“aphe el'(f) = {(z,y) € R*|la <z <y, 0 <y < f(x)}, par Paire d’unions finies de
rectangles UY_ [ax_1, ax] % [0, 1x] D eI'(f) contenants (resp. Up_, [ax—1, ax] x [0, \x] C el'(f) contenues
dans) cet épigraphe.

Dans le cas d'une fonction f : I — [m, M] bornée, mais pouvant changer de signe, sans référence
a I’épigraphe (qui n’est plus défini), les formules calculant les aires précédentes d’union de rectangles
gardent un sens, ce sont des sommes de Darboux supérieures et inférieures de la fonction f.

La majoration a été obtenue dans les notes intégration 1 (primitives des fonctions continues et
intégrale de Riemann) par L(f), l'intégrale supérieure sur I de la fonction. Ici on va obtenir la
minoration définissant A(f), 'intégrale inférieure sur I de la méme fonction et dira que la fonction
f est intégrable au sens de Riemann si A(f) = L(f).

b

Cette valeur commune sera / f Uintégrale de Riemann de la fonction f.

a
On verra que les fonctions continues et les fonctions monotones vérifient cette condition et donnera
une condition caractérisant les fonctions intégrables au sens de Riemann la condition de Riemann
qui permettra d’établir les propriétés de 'intégrale de Riemann.
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1  Fonctions intégrables au sens de Riemann sur [ = [a, b] et
leur intégrale.

1.1 Intégrale inférieure d’une fonction bornée sur un intervalle I = [a,b] fermé borné.

Soit m < M,z <y €Ret f:[x,y] — R une fonction bornéev par m et M sur U'intervalle [x,y]. b pour tout t € [z,4] on a: m < f(¢)

Soitz <a<b<yeta:a=ay<---<ay = bunesubdivision d'un sous-intervalle [a, b] C [z, y].

1.1.1 Notations. Pour 1 < k£ < N on pose;

m<A=inf{f(t)|a <t <b} < N =inf{f(t)|ar—1 <t <ar} <l =sup{f(t)|ar_1 <t <ap} <l=sup{f(t)|a <t <b}

1.1.2 Exemple. Si f est continue croissante A\, = f(ag—1),lx = f(ax), si f est continue décroissante A\, = f(ag),lx = f(ar—1).

1.1.3 Ezercice. Soit () # X C [-M, M] C R une partie non vide bornée de R. Prouver :

sup(—z) = — inf (x uis inf (z) = —sup(—z
sup () = —inf (z) puis inf (a) = —sup(~a)

1.1.4 Corollaire et Définition. (i) A\ (f) = —lk(—f)

(ii) La somme de Darbouz inférieure de la fonction f associée d la subdivision o est :

A.(a,b) [ (a,b; f } Z Ag€ep = me{f Y]ag1 <t < agp}-(ap—ag_1) = —Lao(a,b;—f)

N
En particulier si f est continue croissante A, ( Z ag—1)

Les sommes de Darboux inférieures et supérieures s’encadrent en fonction des bornes de la fonction
et sont, relativement au raffinement des subdivisions, décroissantes :

1.1.5 PROPOSITION. (i) A+ (b—a) < A,(a,b) < Ly(a,b) <1-(b—a)
(ii) si o/ < « alors Ay(a,b) < Ay(a,b) < Lo (a,b) < Ly(a,b)

Démonstration : Le premier point suit des encadrements (1.1.1
Pour le second, d’apres le fait que Ly/(a,b; —f) < Ly(a,b; —f) et le premier point, on a : A,(a,b; f) =

Lo(a,b;—f) <

—La/(a

<M

. b;

—f)

:Aa’(a7b;f> ]
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1.1.6 Exercice. En reprenant les arguments de Intégration 1 prouver la proposition directement sans ramener les inf & des sup comme dans I’exercice [1.1.3
1.1.7 Ezercice. Soit N un entier positif, ay la subdivision réguliere d’ordre N de l'intervalle [a,b] et f =i : [a,b] — R, f(¢) = t. Calculer A, (a,b; f).
1.1.8 Exercice. Soit 1 <z € Ret h:[l,z] = R,h(t)=7

1. Prouver, en notant pour 1 < u < w < x et v €Ju, w[ a(v), la subdivision a(v) :u=uy <ug =v<uz=w de [u,w]:

1 1 u v U Vuw

2. Admettant que parmi les subdivisions a d’ordre N de [a,b] il y en a une qui maximise la somme de Darboux inférieure A, (a,b; h), en déduire que c’est la
subdivision géométriquement réguliere vy : 1 = TN <o <N <o <N = x, qu’elle est de k ®™°pas ¢j, = (m% -1) e et, pour toute o d’ordre N :

N N
Ao(1,2;h) < Ay (1,235 h) Z Zl—xN = (1—3:%1)

k=17 k=1

2\@‘ =

D’apres I'ensemble {A,(a,b) |a € A(a,b)} est un ensemble borné de nombres réels.

Comme il est non vide il a une borne supérieure» et on peut poser la 2) La borne supéricure sup(X) d’une partie () # X C R non vide

majorée de R est le plus petit de ses majorants, caractérisée par :

1.1.9 Définition et Proposition. L’intégrale inférieure de f sur [a,b] est 1. Pour tout z € X on a z < sup(X)
2. Siy<sup(X)€eRilyaxz € X tel que y < z.
A(a,b) (= Ala,b; f)) = sup Aq(a,b)
acA(a,b)

On a A(a,b; f) = —L(a,b; —f) et Ala,b; f) < L(a,b; f)

Démonstration : Soit a, 8 € A(a,b) deux subdivisions de U'intervalle [a,b] et @' = aU . On a o/ < a et o < [ donc d’apres la proposition on

a Ay(a,b) < Ay(a,b) < Ly(a,b) < Lg(a,b) et Ala,b) = sup Ay(a,b) < Lg(a,b), puis A(a,b) < 5 iAn(f b)Lg(a, b) = L(a,b) 0
a€cA(a,b) €A(a,

1.1.10 Remarque. En général il n’y a pas égalité dans cette proposition.

1.1.11 Ezemple. Soit f = xj0,1p\q : [0,1] — R la fonction caractéristique des irrationnels de [0,1], sit € QN[0,1], f(t) =0 et sit € [0,1]\ Q, f(¢) = 1. Alors, chacun
des intervalles [ag—1, ai] d’une subdivision « contenant des rationnels et des irrationnels on a Ay, =0 et [, =1 d’ott A(0,1) = A,(0,1)=0<1=1L (O, 1) = L(0,1).

1.1.12 THEOREME. (i) A+ (b—a) < A(a,b) < L(a,b) <1-(b—a)
(ii) Six <a <b<c<y alors Ala,c) = A(a,b) + A(b, ¢)

(encadrement des intégrales inférieure et supérieure)
(relation de Chasles pour l'intégrale inférieure)
Démonstration : Le premier point suit de la proposition [I.1.5]

Pour le second, par la relation de Chasles pour 'intégrale supérieure de —f on a :

Aa,c; f) = —=L(a,c; = f) = —| L(a, b; = f) + L(b, c; —f)} = —L(a,b;—f) + (=L(b, ;= f)) = Aa, b; ) + A(b,c; f)
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d
1.1.13 COMPLEMENT. En posant, sid € [z, y],/ f =0 les relations de Chasles pour les intégrales supérieures et inférieures ont lieu siz <a<b<c<y
d

1.1.14 Ezercice. Démonter directement (sans utiliser A(a,c; f) = —L(a,c;—f)) la formule de Chasles pour l'intégrale inférieure en se souvenant [sans réouvrir
intégrationl!] de la preuve de la relation de Chasles pour l'intégrale supérieure .

1.2 Fonctions intégrables au sens de Riemmann, premiére définition.

1.2.1 Définition. Une fonction bornée f : [z, y] — R est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann
y
intégrable, ou R-intégrable) si A(x,y; f) = L(z,y; f). Son intégrale est / ]D;fA(x,y; H(= Lz, y; f))

1.2.2 Exemple. D’apres [1.1.11]la fonction f = xjo1\j0,17 : [0,1] = R, si t € [0,1] N Q, f(t) = 0 et sinon f(t) = 1 n’est pas R-intégrable.

1.2.3 PROPOSITION. Une fonction continue f : [z,y] — R est R-intégrable.

Démonstration : Soit Fy, Fy: [x,y] — R Fi(z) =0= Fy(x) et six <t <y, Fi(t) = L(x,t; f), F5(t) = Az, t; f) = —L(z,t; — f).
On a vu que Fy et —F; sont dérivables de dérivées F| = f et —F) = —f donc F; et F, étant deux primitives de f s’annulant en x sont égales, en
particulier A(z,y; f) = Fa(y) = Fi(y) = L(z,y; f). O

1.2.4 Exercice. Soit u < v € Ret 1 <y € R Déduire des exercices[1.1.7] et et de leurs analogues dans intégration 1 pour les sommes de Darboux supérieures
1

que les fonctions 4 : [u,v] — R,i(t) =t et h:[l,y] — R, h(t) = 7 sont R-intégrables
1.2.5 THEOREME. Soit f : [z,y] — R une fonction R-intégrable alors pour tout [a,b] C [z,y] la

restriction f| : [a,b] — R est R-intégrable et :

b
() A-(b—a) < / F<i-(b—a) (encadrement de intégrale)
b
En particulier si pour tout t € [a,b], f(t) > 0 alors / f>0 (positivivité de 'intégrale)
c b c
(i) r<a<b<c<yona: / f= / f —|—/ f. (Relation de Chasles pour I'intégrale de Riemann)
a a b

Démonstration : Par la relation de Chasles pour A et L et le fait que f est R-intégrable, on a :
Az, a) +A(a,b) + A(b,y) = Az, y) = L(x,y) = L(z,a) + L(a, b) + L(b, y) d’ou, puisque L(x,y) — A(z,y) = 0 et L(z,a) — A(z,a), L(b,y) — A(b,y > 0
0= L(z,y) — AM(z,y) = L(x,a) — A(x,a) + L(a,b) — A(a,b) + L(b,y) — A(b,y) > L(a,b) — A(a,b) > 0 et donc L(a,b) — A(a,b) =0 0
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: ) oy : _ (Critere d’intégrabilité)
1.2.6 LEMME. Une fonction f : R — R bornée est intégrable si et seulement si :

Pour tout € > 0 il y a une subdivision o € A(a,b) de [a,b] telle que :

N(a)

La(a,b; f) = Aala,bi f) (= D (k=) er) <e

k=1

De plus, si € A(a,b) est donnée, on peut supposer a < f3.

Démonstration de la suffisance : Comme A(a,b) < L(a,b) et pour tout o € A(a,b) on a par définition L(a,b) < Ly(a,b) et Ay(a,b) < A(a,b),
si Lo —ANy<eonmal0<L—-A<ZLL,— A, <e Ceciayant lieu pour tout ¢ > 0 il vient 0 = L — A.

O

Démonstration de la nécessité : Si L=L(a,b; f)=A(a,b; f)=Aet e > 0soit a_,ay € A(a,b) telles que A(a,b)—5 < Ay_(a,b) et Lo, (a,b) < L(a,b)+

%.
Pour a=a_UfBUay ona a < et comme a<a_,ayona A, <A <Ly<L, dou0< Ly, —Ay<L,, —Ao- <L+ —(A—g):L—AjLe:e.

O

1.2.7 COROLLAIRE. Soit f,g : [a,b] — R deux fonctions bornées telles que {t € [a,b]| f(t) # g(t)}
b b
est fini alors [ est R-intégrable si et seulemnt si g est R-intégrable. En ce cas / f= / g.

Démonstration : Soit 3 = {t € [a,b]| f(t) # g(t)}. Il suffit dans le critere de prendre v < 3 puisqu’alors on a Ay (f) =Aa(g) et Lo(f)=La(9).

1.2.8 Remarque. C’est pour avoir gratuitement ce corrollaire que dans les définitions des nombres A\ = | inf : f)etly= sup f(t) on a pris les inf et sup
t€jak—1,ak t€lag_1,ax[
sur les intervalles ouverts Jax—_1, ax[ plutdt que dans les intervalles fermés [ai_1, a] correspondants.

1.2.9 COROLLAIRE. Une fonction monotone f : [a,b] est intégrable au sens de Riemann.

Démonstration : Pour tout ¢ € [a,b] on a, suivant que f est croissante ou décroissante f(a) < f(t) < f(b) ou f(b) < f(t) < f(a) donc f est bornée.
Soit e >0eta:a=a < -+ < aN = b une subdivision de [a b] de plus grand pas e vérifiant |f(b) — f(a)| - e < e. Par 'exemple on a :
—/(

La(f)—Aa(f):;(lk—kk%ek:;!f(ak)—f(akfl)l‘ekéglf(ak)— ap-1)| - e= Zf ar) = flar)|-e = |f(b) = fla)] - e <e. 0

(linéarité de l'intégrale)
1.2.10 COROLLAIRE. Soit f,g : [a,b] — R intégrables au sens de Riemann et x € R alors :

b b
(i) xf est R-intégrable et/ xf = ZL‘/ f
b b b
(ii) f + g est R-intégrable et/ f+g :/ f +/ g
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Jal*

b b

Démonstration de (i) : Sixz =0 alors zf = 0 est R-intégrable et / xf=0= x/ f. Sinon soit € > 0 et « € A(a,b) tel que L, — A, < =

Si x > 0 comme ¢ — xt est un isomrphisme de (R, <) sur lui m%me pour 1 <a k< N = N(a) on alg(zf) = xlp(f) et Mp(zf) = zA(f), donc
N

N N N N
wf) =Y b(xf) ex = wl(f) e =2 Y U(f) - er = xLa(f) et Aal ZA (@f) - ex =D aXe(f) - ex =23 M(f) - ex = zAa(f).
Siz <0 lzzzlmme t— at ke:slt un isomrphisr’;;lde (R, <) sur (R,>), pour 1 < Z § N = N(« l)€ cl)n a l(zf) = xIB\:kl(f) et \p(xzf) = zl(f), donc
N N N
af) =Y (xf)-ex =2 al(f) - ex = xAo(f) et Aa(zf) :Z Z-’Blk ek—lek ~ep = vLa(f).
k=1 k=1 - k=1

Dans les deux cas on a Ly (zf) — Ao(xf) = |z| (La(f) - Aa(f)) < e et zf est intégrable.
b
Son intégrale étant / f=L(zf) (= A(zf)), la borne inférieure des L, (zf) qui si x > 0 est 2L, (f) et si © < 0 est xA,(f) de borne inférieure dans le

b b b
premier cas [t — at croissant] TL(f) et dans le second [t — «t décroissant] A(f). Comme f est intégrable L(f) = A(f) = / f et on a bien / xf = m/ IO

Démonstration de (m) Remarquons d’abord que si a € A(a,b) alors pour 1 <k < N = N(a) on a A\(f)+M(9) < MNe(f+9) et b(f+9) < L(f)+1k(9)
N

donc A, (f) + Z Ak(f) - er + Z Ak(g) - er = Z(/\k(f) + Ak(g)) -ex < X_:Ak(f +9) - ex = Aa(f + g) et
olf+9) = Zlk f+g): Z f) + (g Zlk cex+ > lk(g) - er = La(f) + La(g)-

b

801te>Oeta,ﬁ€A(a,b)aveca<ﬁet/af—ZgAﬁ(f) (<AL < L,) < Lg(f) < /abf—i—iet 9= SAa(g)gLa(g)S/abf—i—fldonc

€
4
b b ¢
L4 [ 95 M) A0) S AT 40) < LalF +0) < Lol La(9) < [ £+ [ 05 et Lu(f+6) ~ AalF +9) < e s0it f +g est Reimtégrable
“ ¢ b b c b b b

i — =< < < — =
etpourtoute>011yaa€A(&,b)telque/af—{—/ag 2_Aa(f—|—g)_La(f+g_Lf+Lg+2,c.ad.Af+g /af—i—/ag 0

1.2.11 co-COROLLAIRE. Soit h,k : [a,b] — R R-intégrables avec pour tout t € [a,b], h(t) < k(t) alors : (monotonicité de I'intégrale)
b b
[ref

Démonstration : f=k — h est R-intégrable et vérifie pour tout ¢ € [a, b] f(t) >0. Donc d’apres [1.2.

[,

b b b b b b
,os/fzjk—hz/ k—/hd’oﬁ/hg/k.
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1.2.12 Remarques. 1. Une autre formulation du corollaire [1.2.10| est que R([a,b]) = {f : [a,b] — R| f est R-intégrable} est un sous espace vectoriel de
b b
Pespace vectoriel des fonctions sur [a,b] et 'intégrale / :R([a,b]) = R, f / f est linéaire.
a a

2. Cette linéarité de l'intégrale des fonctions R-intégrables, n’a pas lieu pour les intégrales supérieures et inférieures des fonctions bornées quelconque.
C’est esssentiellement pour 'obtenir que 'on s’est restreint aux fonctions R-intégrables [et doit se battre un peu plus avec les €!].

1.2.13 Exemple. Soit f = 2X[0,1]\ —1,g=—f:[0,1] = R.Ona f+g=0donc A(0,1; f+¢g) = 0= L(0,1; f+g), mais comme A(f) = —1 = A(g), L(f) =1 = L(g)
ona A(0,1; f) + A(0,1;9) = =2 #0=A(f +9), L(f +9) =0# 2= L(f) + L(g)

1.2.14 Exercices. Soit f, g : [a,b] — R deux fonctions bornées.
1. Prouver A(a, b; f) + Ala,b;9) < Ala,b; f + g) < L(a,b; f + g) < L(a,b; f) + L(a, b; g)
2. Si pour tout t € [a,b], f(t) < g(t) prouver A(a,b; f) < A(a,b; g) et L(a,b; f) < L(a,b; g).

1.2.15 THEOREME. Soit f : [a,b] — R R-intégrable alors |f| est R-intégrable et :
b b
[ [

Démonstration : Soit € > 0 et a € A(a, b) telle que / f—= < Ao(f) < Lo(f) < / f+ 7"
Pour 1 <k < N = N(«) et a1 < s,t < a; on a d’apres la seconde inégalité triangulaire \f( )= f(s)] < |f(t) — f(s)| donc :

WA - M= swp SO - &)= s [fO)-F$ = sup  [FO)] |F6)] = L) — Al et

ap_1<s,t<ag ap—1<s, t<ak ap_1<s,t<ag
N
La(IfD) = AallfD) = Do f1) = MelIF]) - e < Z Lk (f (f)) - er = La(f) = Aal(f) < €. Ainsi || est R-intégrable.

k=1

Comme pour tout £ € [a,] on a —| f(£)] < f(£) < |£(£)] il suit de[1.2.10/et 1.2.11—/b]f|:/b—|f|§/bf§/b|f|, ¢ ad. ‘/bf’g/b|f|

1.2.16 Remarque. La réciproque n’est pas vraie : la valeur absolue |f| d’une fonction peut étre R-intégrable sans que la fonction f soit R-intégrable

1.2.17 Ezemple. Soit f = 2xp1\q — 1 :[0,1] — R, alors f n’est pas R-intégrable, mais |f| = 1 est R-intégrable.
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1.3 La condition de Riemann et définition de Riemann de l’intégrale.
1.3.1 Deux lemmes de subdivision.

1.3.1 Rappels et définitions. Soit a: a = ap < --- < ay = b une subdivision de l'intevalle [a, b|
et f:[a,b] — R bornée : il y a B tel que pour tout t € [a,b] on a |f(t)] < B. Soit pour 1 <k < N

NE b fwy < (2 b f@) <k (F swp f0)<hE sup f(1)
t€lag—1,ax] t€lag_1,a] t€]ap_1,an] t€[an_1,a]
L’oscillation de f sur [ax_1,ag] est
Déf .
s, = sup |f(t)—=f(s)|= sup f(t)— inf f(s)=1l — N\
t,s€[ak—1,ak] t€lak—_1,ak] s€lak—1,ar]

Les sommes de Darboux inférieures et supérieures étendues de f associées a o sont :

N _ pef &
o (= Ralfio) F YN e Lo (=T P

1.3.2 LEMME. SOit0<(5<% etﬁ : a:bo<---<b2k_1:ak_1+(5<b2k:ak—(5<---<b2N+1:aN
alors : B
Ao — (AN =2)B§ <Ay <A, Lz<Lsg<L,+ (4N —2)B6

Démonstration : La seconde relation se déduit de la premiere et de sup(z) = — inf (—2) qui implique Lo (f) = —Aa(—f), Lg(f) = —Ag(—f) et Lg = —Ag(—f).

zeX z€X
L’inégalité Kﬁ < Ag suit de Mo < A et e = ap — ap_1 > 0.
On a [bo, b1] = [ag, ag + 0], [ban, ban 1] = [an — 6, an] et, pour 0 < k < N, [bay, bary1] = [ax — &, ar + 9] et [bar—1, bax] Clar—1, ax[ donc :
Aok (B35 f) 2 =B, Aak—1(B5 ) > Me(; f) et log(B; f) < B, lop— 1(5 f) < li(a; f) dou :

2N+1 N
= NG Al —bia) =D Xak(B; f) (baks1 — bar) +Z)\2k 1(8; f)(bak — bag—1) =
=1 k=0 k=1
N B N-1 B
Z —B(bag41 — bax) + Mi(a; f)(ar —ag — 6) + Z (o f)(ag —ag—1 —20) + An(a; f)(any —an—1 —0) =
k=0 k=2
_ B N-1 B B N-1 B
— N2BS + > Xelas f)(ax — ax—1) = M0 /)0 =2 Y Melas £)8 = An (03 £)8) = A — N2BS — Xy (a; /)5 =2 ) Ml £)6 = An (0 £)8 > Ao — (4N — 2)BS
k=1 k=2 k=2
1.3.3 Exercice. Reprendre la démonstration pour prouver directement (sans s’y ramener & la premiére par sup(x) = — inf (—x) ) la seconde relation.

zeX zeX
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1.3.4 COROLLAIRE. (i) A (= A(a,b; f)) % sup A, = A (D:éf sup Aa)
acA(a,b) a€cA(a,b)

(11) L (— L(a7 b7 f)) ozelAn(fa b)L L ( o QE{AII(E,Z))LQ)

Le second lemme de subdivision précise la monotonicité pour 'ordre de subdivision des sommes
de Darboux (second point de la proposition [1.1.5]) :
1.3.5 LEMME. Soit 3 :a=by < --- < by = b une subdivision de [a,b] et o < 8 une subdivision de
la,b] raffinant  : «a:a=ag<---<ayym =0b (o a M points de plus que [3) alors :

Lo +2BMe(B8) > Lg > L, et A, —2BMe(3) <As <A,

Démonstration : 11 suffit de traiter le cas ou M = 1 (la subdivision « est élémentaire) il y a alors 1 < k < M tel que :
si0 <<k, al =b, by =ar <ap <b,=apetsik<m<M+1,a, = by,_1 (le nouveau point est intérieur au k" intervalle de 3) et

N+1 B ] B
Lg— Zl Z I( = L(B)(br — br—1) — (@) (ar — ap—1) — lpr(@)(ap — ax) =
= Zk(ﬂ)(ak+1 — ay + ap — ak 1) {k( a)(ar — ag-1) — (@ )(ak+1 = ak) (x(8) = le(a))(ar — ar—1) + (I(B) — ler1(@))(arr1 — ax).
Comme 0 < I,(8) — l1(), [1(B) — l11(a) < 2B il vient 0 < Ly — Ly < 2B(ay — a1 + agy1 — ay) = 2B(agy1 —ap_1) = 2B(by — by_1) < 2Be(5) d’otu le
premier encadrement. le second, puisque (Az(f), Ao(f)) = (— Lﬁ( ) —La(—f)), s'obtient en appliquant ce premier encadrement & la fonction —f.

1.3.6 Ezercice. Ecrire les détails de la preuve du second encadrement, d’abord comme indiqué, puis directement en reprenant la preuve du premier encadrement.
1.3.7 COROLLAIRE. Pour toute subdivision 3,7 on a I'encadrement :

A, —2BN(7)e(B) < Ag < Lg < L, +2BN(7)e(B)

Démonstration : Comme o = yU 8 < v donc A, < A, < L, < L, cela suit, puisque « = yU § < J raffine 3, de et est d’ordre
N(a) = N(B) + M < N(B) + N(v). O

1.3.2 La définition de Riemann de ’intégrale.

1.3.8 Définitions. Un marquage d'une subdivision a : @ = ag < -+ < ay = b de l'intervalle [a, b|
est t = (t,...ty) € RY tel que pour 1 <k < N, t; € [agp_1,az] » Sdonca=ag< - <ap_1 <ap1 <ty <--<an=bet une
On dit alors que (a,t) est une subdivision marquée de I'intervalle [a, b]. des deux inégalités ay_1 < tx,an_1 < ti est stricte.

10
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La somme de Riemann de f associée a la subdivision marquée (a,t) est :

Sat(f) = Z_: f(ty) - er = 2_: f(ty) - (ar — ar—1)

Une fonction» f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann, d’intégrale I(f) si pour tout “ On ne suppose pas f bornée (mais verra en [1.3.10] ci-desous
e>01ilyad > 0 tel que pour toute subdivision marquée (o, t) avec e(a) < don a |I(f)—Sa+(f)| < € quune fonction intégrable au sens de Riemann est bornée)

1.3.9 Remarque. L’intérét de cette définition par rapport a la premiere est que d’une part on

n’a pas a calculer les bornes supérieures [, = sup  f(t) et inférieures )\kt | inf [ f(t) de f sur
t€lag_1,ak] €lak—1,ak
les intervalles [ax—1, ax] de la subdivision o € A(a,b) de [a,b], mais surtout que au lieu des bornes
inférieures L = iAn(f ) L, et supérieures A = sup A, sur I'ensemble non dénombrable A(a,b) des
acA(a, acA(a,b)

subdivisions de l'intervalle [a,b] on a un critére portant sur le seul plus grand pas des subdivisions.
Ce critere permet une fois que 'on sait la fonction intégrable d’avoir (par exemple en prenant
des subdivisions régulieres assez fines et pour t; soit une extrémité soit le milieu du k'™ intervalle
lax_1, ax]) des approximations explicites de I'intégrale I(f). Alors que pour la premiére définition on
n’avait & priori aucune maniere de déterminer une subdivision o € A(a,b) de 'intervalle [a, ] telle
que L, (ou A,) approche L = A.
De plus la définition de Riemann implique que les fonctions intégrables en ce sens sont bornées :

1.3.10 PROPOSITION. Une fonction intégrable au sens de Riemann est bornée.

Démonstration : Soit s € [a,b]. On applique la définition avec € = 1. Si («, t) vérifie e(a)) < 6 et, si ar—; < s < a; on considere («, s) tel que s = s

N
etsil<Il#k<N,s;=1 alors:|f(s)|-ek:\2f(sl)— Z fs)i-el <|I(f)+1+ Z
=1 1<I<N 1<I<N
l#k l#k

] 1
1<k<N

F() < [11(f)] +1+;\f(tz)!5])[ min_ex]”

La définition suivante est, d’apres le théoreme fondamental [1.3.12|ci-dessous, un critere équivalent
a ce qu'une fonction soit intégrable au sens de Riemann sans avoir & connaitre son intégrale I(f),
comme le critere de Cauchy permet de décider qu’'une suite converge sans connaitre sa limite :

1.3.11 Définition. Une fonction f : [a,b] — R vérifie la condition de Riemann si pour tout € > 0 il
N(a)

y a 0 > 0 tel que pour toute subdivision o avec e(a) < d on a Z sp-ep <€
k=1

11
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1.3.3 Equivalence des définitions. ( théoreme fondamental : )

1.3.12 THEOREME. Soit f : [a,b] — R bornée alors sont équivalents : équivalence des définitions

(i) f est R-intégrable au sens de la premiéere définition (A(f) = L(f))
(ii) A(f)=L(f)
(iii) f est intégrable au sens de la définition de Riemann.

(iv) f vérifie la condition de Riemann.

e ' noté  [° syn b
En ce cas on note A(f) = A(f) = L(f) = L(f) = I(f) :/af:/afdt

Démonstration : (i) = (ii) est le corollaire du premier lemme de subdivision (1.3.2
(731) = (iv) Soit € > 0 et § > 0 tel que pour toute subdivision marquée («,t) avec e(a) < § on a ‘Sa,t(f) - [(f)‘ <.
Sia:a=ay<---<ay=nest telle que e(a) <6 et pour 1 < k < N soit ag_1 < tg, up < ag avec f(ug) < f(t) alors :

N N N e ¢
S0 = Furd)er| = 3 J(t)en =3 Fur)et = Saall) = Saclf) = Sasld) = I+ 1() = Saald) £ [Sasl) = 1|+ 1) = Suaaln)| £ §+5 =
k=1 k=1 k=1
D’ou, puisque s, = sup f(te) — flug), g: s - er < € et la condition de Riemann est vérifiée.
i uk€lak—1,ak] k=1

hE

(iv) = (i) Pour toute subdivision a € A(a,b) de [a,b) on a 0 < Ly — Ay < Lo — Ay =Y sp(a) - ex(a).
k=1
Donc si f vérifie la condition de Riemann pour tout € > 0il y aun § > 0 tel que si e(a) < 9 [par exemple si & = a est la subdivision réguliére d’ordre N > £¢]

onal<L,—A, <eetdonc pourtout e >0ily aa € Aa,b) tel que 0 <L —A<L,—A, <eetdonc L —A=0.

(i) = (i4i) (C’est la partie cruxiale). Soit € > 0 et v:a =c¢y < --- < ¢y = b une subdivision de [a, b] vérifiant 0 < A, — L, < §.
Soit 5 € A(a,b) avec e(3) < 55 = 0. Le corollaire donne L — L, < 2MBe(3) < 2MBg55 < S et A, — Ag <2MBe(8) < 2MBgs < €

~ \ o AP - 8MB_ - T
dOIlCLﬁ—Aﬁ:Lﬁ—Ly‘f‘Ly—Ay‘f‘Ay—AﬁSi‘f‘%‘l’i:E-

K K K
AinsisiB:a=0by < -+ < bxg = best marquée par ¢ : pour 1 <k < K onaty € [ay_1,ai] alors Ag = Zxk-ek < Z f(te)-ex = Sae(f) < sz-ek = Lg.
k=1 k=1 k=1

De Ag <A =1L < Lgetenposant I(f) = A = L il vient |Sg,(f) — I(f)| < Ls — A < e et f est intégrable au sens de la définition de Riemann.
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