Math122 Integration. TABLE DES MATIERES

Integration.

Primitives des fonctions continues et intégrale de Riemann.

Table des matieres

[ Prmit s T . . 3
[.1 subdivisions . . . . . . .. 3
[1.2 Integrale supérieurel . . . . . . . . . .. L 4
(L3 Primitives des fonctions continuel . . . . . .. . ... o000 6



Math122 Integration. TABLE DES MATIERES

Notations
Un intervalle réel fermé borné I = [a, b] est fixé, on note I =]a, b V'intervalle ouvert correspondant.

Présentation

Dans le cas d’'une fonction f : I — [0, M] bornée a valeurs positives ou nulles pour définir

b
I'intégrale / f (si cette derniere peut se définir!) une approche est de majorer (resp. minorer) l’aire

de son épz’g;l“aphe el'(f) = {(z,y) € R*|la <z <y, 0 <y < f(x)}, par Paire d’unions finies de
rectangles UY_ [ax_1, ax] % [0, 1x] D eI'(f) contenants (resp. Up_, [ax—1, ax] x [0, \x] C el'(f) contenues
dans) cet épigraphe. On aura réussi si 1’éccart entre ces majorations et minorations peut étre rendu
arbitrairement petit, ce qui imposera des conditions sur la fonction f (qui, par exemple pour la
fonction caractéristique de I N @Q, ne sont pas toujours remplies).

Dans le cas d'une fonction f : I — [m, M] bornée, mais pouvant changer de signe, sans référence
a 'épigraphe (qui n’est plus défini), les formules calculant les aires précédentes d’union de rectangles
gardent un sens, ce sont des sommes de Darboux supérieures et inférieures de la fonction f.

Ces définitions demandent un minimum de formalisme, qui sera réduit au début ou 1’on s’occupera
uniquement des sommes de Darboux supérieures, car elles suffiront a prouver de maniere effective
(c. a d. en donnant des approximations a un ordre de précision arbitraire) le premier but du cours :.

0.0.1 THEOREME (Primitives des fonctions continues). Si f : J — R est une fonction continue sur
un intervalle J (plus nécessairement fermé borné) et so € J alors il y a F': J — R dérivable avec :

F(s))=0 e F'=Ff
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1  Primitives des fonctions continues sur [ = [a, ] .

1.1  Subdivisions d’un intervalle [ = [a, b]

1.1.1 Définitions. Une subdivision de I est une partie finie de 'intervalle ouvert correspondant.
La subdivision a C I =]a, b], identitifiée & la suite des éléments de a U {a,b} rangés par ordre

croissant et numérotée de 0 a N = N(a) = 1+ card(a)) senote a:a=ag < ...ap < ... < ay = n.
L’ordre de aest N = N(a) = 1+card(«)), la subdivision ov découpe I en N intervalles consécutifs :

Iy = [ag—1,ai],k=1,...,N le k™ pas de a de longueur e, = ay — a
1.1.2 Notation. On désigne A(a,b) I'ensemble des subdivisions de I'intervalle [a, b]v. Vet An(a,b) C A(a,b) celui des subdivisions d’ordre N.
1.1.3 Exemples. 1. a3 :a=ap < a; =b est une subdivision, dite triviale de I, plus généralement

2. Pour 0 < k< N,ap=a+ kb*Ta = % -a+ % b, e, = b*T“, la subdivision réguliére apy d’ordre N de I.
1.1.4 Ezercices. 1. Prouver que subdivision réguliére a de I est 'unique subdivision a = ag < -+ < ag—1 < ax < -+ < ay = b d’ordre N de I = [a,b] dont
les pas sont deux a deux égaux [c. ad.si1 <k, l<Nonaep=ay—ax_1=a;—a_1 =e]
2. Soit, pour 1 <k < N,ap =a+ (b— a)% et ag = a. Prouver que :
a) sil<k<Nonaay_1<aretay=b:a%:a=ay<---<ap<---<ay = b est une subdivision de [a, b], dite géométriguement réguliére d’ordre N .
N g g
b) La subdivision géométriquement réguliere %, de I est 'unique subdivision a = ag < -+ < ag_1 < ar < --- < ay = b d’ordre N de I = [a,b] dont le
N

rapport de deux pas consécutifs est constant [c. a d.si 1 <k,l < N on a e’;% =4

€l

1.1.5 LEMME. (i) Les pas sont des nombres positifs : pour 1 < k < N on a e; > 0.

N
(ii) La somme des pas est la longueur de I'intevalle : Z er =b—a.
k=1
Démonstration : Pour 1 <k < N on a e, = ar — ag_1, d’'ou (i) : ex > 0, puisque ax_1 < ay et
N N N N N N-1 N-1 N-1
Zek: Zak—ak,l = Zak—Zak,l = Zak— Z a; = Z a+an — ag — Z a; = ay — ap = b — a, soit (ii).
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 1=0 =1 I=1

1.1.6 Définitions. Soit «, § deux subdivisions de 'intervalle I on dit que :
«Q mjﬁne (ou est un raffinement d’) ﬁ, noté a < 6 si ﬂ Caet
« est un raffinement élémentaire de 3, noté o <. fsi « < et N(a) = N(B) + 1
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1.1.7 Exercices. Prouver que :
1. la relation de raffinement sur les subdivisions de I est reflexive, antisymétrique et transitive.
2. (a) Si M,N € N\ {0} alors la subdivieon réguliere d’ordre N raffine celle d’ordre M si et seulement si M divise N.
(b) Pour 0 < v < 4 représenter sur une figure les subdivisions réguliéres d’ordre 2¥ de [a,b] = [0, 16]

(¢) Pour 0 < v < 3 représenter sur une figure les subdivisions réguliéres d’ordre 3” de [a,b] = [0, 27]

1.1.8 PROPOSITION. Soit o/, deux subdivisions de I avec si o/ < « alors il y al € N tel que
N(o/) = N(a) +1 > N(«) avec égalité si et seulement si o' = «. De plus :

(i) Sil =1 : la subdivision est élémentaire o« <, B et ily al <k < N tel que

O/;a:ag<...<a§v+1:b7 a:a=ay<---<an=2>
ot ay, €lap_1,arl et si0 < j <k, aj=a;sik<h<N+1, a =ap
En particulier e, = ej + €}, si0 < j <k, ¢f =¢jetsik <h<N+1, e, =ep

(ii) Pour 0 <t <1 il y a des subdivisions o' ott " = a,a! = o/ et pour 0 <t <1l on a o' <, o'

Démonstration : Comme o, « sont finis et &« C o’ on a card(a) < card(«/) = card(a) + 1 ou [ = card(a/ \ «) d’ou :
N(a') =1+ card(«) = 1+ card(a) + 1 = N(a) + [. L’égalité correspondant a 0 = = card(a’ \ «) donc &/ \ a =0, ¢. a d. o/ = ..
Sil=1alors o'\ a est un singleton o’ \ @ = {a;} et pour 0 < j <k <h < N(a') = N(a) +1 = N + 1 les a},a;, € a sont tous les éléments

ao, - . .,ay de a. Etant rangés dans le méme ordre, on a ay = aj,a, = ap1 et ag_1 = aj_; < aj < Apyy = ay.
Enfin, si I > 0 et les éléments de o’ \ a = {by,...,b;} sont numérotés de 1 & [, il suffit, de poser a® = « et pour 1 < ¢ < [, de définir of par la
relation de récurrence o = o'~' U {b;}. 0

1.2 Intégrale supérieure d’une fonction bornée sur un intervalle [ = [a, b]
fermé borné.

Soit m, M,z <y € Ret f:[z,y] — R une fonction bornée» par m et M sur l'intervalle [x,y]. 2 pour tout t € [z,y) on a: m < f(t) < M
Soitx <a<b<yeta:a=ay<---<ay = bunesubdivision d'un sous-intervalle [a, b] C [z, y].

1.2.1 Notations. Pour 1 < k£ < N on pose;

m < A=inf{f(t)|a <t <b} <l =sup{f(t)|ar—1 <t <ar} <l=sup{f(t)|a <t <b}
1.2.2 Exemple. Si f est continue croissante I, = f(ax), si f est continue décroissante I, = f(ar—1)
9. . : / _ / — _ / " — / <
1.2.3 Remarque. Sia’ €]ag_1,ax] alors lj, = sup{f(t) |ar_1 <t < d'}, I} =sup{f(t)]|ad <t <ar} <l 1.2.4 Brercice. Prouver Ly = max(ly, £(a'), 1)

4
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1.2.5 Définition. La somme de Darboux supérieure de la fonction f associée a la subdivision o est

La(a,b) [ = La(a,b: f)] = z_jzk ey = z_jsup{f(t) lap_1 <t < ap}-(ax — ap_1)

N
En particulier si f est continue croissante L, ( Z
k=1
1.2.6 Exemples. 1. Si f = c est constante L, Zc ex =c-(b—a).
2. Sif=i:

N
1
sz, ] =, R est 'inclusion de [z, y] dans R et e = max{ey,...,en}, le plus grand pas, alors §(b2 —a?) < Ly(a,b) = Z

k=1
7’ . N a/2 _a2 .
Démonstration : Pour 1 < k < N, par on a w <ap =l dot =521 = ak+§"’1 (ap —ak—1) < ey = (W)ek < WtGhoie 4 co
N

1 2 —a? A} —a al _ 1 l 1
5(()2—&2):&]\72aO:Z%gzlkek:La(avb)Szwek“f‘gek:*(lﬁ_az)—i—zek _§(b2_a2)

1
ag-ep < §(b27a2)+§(bfa)

e
9 9 + i(b — a)
k=1 k=1 k=1

Les sommes de Darboux supérieures s’encadrent en fonction des bornes de la fonction et sont
relativement au raffinement des subdivisions, décroissantes :
1.2.7 PROPOSITION. (i) A-(b—a) < Ly(a,b) <1-(b—a)
(ii) si o < « alors < Ly/(a,b) < Ly(a,b)

Démonstmtion : Pour tout ¢ € [a,b],\ < f(t) <, doupour 1 <k < N, \<I; <let, les pas e étant de somme b — a et positifs :

N
Ab—a) Zx\ek<Zlek— (a,b) SZ I(b—a).

q N+1
D’apres|1.1.8, on peut supposer o <, a décrit dans 1.1.8, et [en interprétant comme 0 une somme Z ong<p par|l.2.3]: Ly = Z l;e; =
N+1 N+1 k—1 !
== Z lle/ + lkek k+16k+1 + Z lheh — Z l 61 + lkek + l;<,‘+16k+1 + Z lh 1h€h 1 < Z l 61 + lk(ek. + 6k+1 + Z l ez — L (a/ b)
j h=k+2 h=k+2 =1

i=k+1
D’apres I'ensemble {L,(a,b)|a € A(a, b)} est un ensemble borné de nombres réels. Comme

il est (par exemple d’apres [1) non vide il a une borne inférieure» et on peut poser la 3) La borne inférieure inf(X) d’une partie non vide minorée X C R

des réels est le plus grand de ses minorants elle est caractérisée
1.2.8 Définition. L’intégrale supérieure de f sur [a,b] est L(a,b) (= L(a,b; f)) = iAn(f L,(a,b) Por:
« a,b

€A(a,b) 1. Pour tout z € X on a inf(X) <z
2. Siinf(X)<y€eRilyaz € X tel que z < y.
5
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1.2.9 Remarque. Comme A(a,b) = Uyen joyAn(a,b) on a L(a,b) = N iI£Il\f{0} j?fb) Lo(a,b)
S acA(a,b) N

définissant L(a,b) comme borne inférieure de la suite® L, = infaeA(a,b)N L.(a,b) plus propice approximation numé- 4 qui d’aprés I'exercice [[.2.10]2] ci-dessous est décroissante,

rique que la définition comme borne inférieure de la partie (qui non dénombrable) {L,(a,b)|a € A(a,b)} CR donc cette borne inférieure est en fait une limite.

1.2.10 Exercices (ensembles et borne inférieure dans R).
1. Soit (X;)es une famille de parties X; C R non vide des réels et X = U;jc;X;
(a

(b) Prouver que si chaque X; # () est non vide alors X # ) est non vide.

Prouver que si X est minorée alors chaque X; est minorée.

)
)
(c) Est-ce que X # ) non vide implique chaque X; # () est non vide ?
)
)

(d) Donner un exemple ol chaque X; est minorée mais X ne l'est pas.
(e) Prouver que si chaque X; # 0 est non vide et X est minoré alors inf(X) = 11615 inf(X;).
j
2. Prouver que la suite Ly = infoea(a,p)y La(a,b) est décroissante.
1.2.11 THEOREME. (i) A+ (b—a) < L(a,b) <1-(b—a) (encadrement de I'intégrale supérieure)
(ii) Six <a <b<c<y alors L(a,c) = L(a,b) + L(b, ¢) (relation de Chasles pour I'intégrale supérieure)

Démonstration : Le premier point suit de [I.2.7]
Pour le second il suffit pour tout € > 0 d’établir (1) L(a,c) < L(a,b) + L(b,c) + 2¢ et (2) L(a,b) + L(b,c) < L(a,c) +¢€ :
Soit  :a=ay<---<ay=>b, f:b=0by<---<by = c subdivisions de [a,b],[b,c] avec L(a,b) < Lu(a,b) + € et L(b,c)

<
Considérons la subdivision juztaposée v = a*x 3 :a=co=ao<-+-<cyy=aym =b=by<cpyp1=b1 <---<cysny=by=>de [a,c]=]a,b]
M+N M+N M

M N
La,e) < Lya,d) = 3 ke =S+ 3 =3 L(@)es(@) + 3 hlB)en(8) = La(ab) + Lo(b,c) < L{a, ) + ¢+ L(b,c) + .
k=1 k=1  k=M+1 j=1 h=1

Soit v une subdivision de [a, ] avec L(a,c) < Ly +€ et v/ =~y U {b}. On a v < donc, par|1.2.7, Ly (a,c) < Ly(a,c) et L(a,c) < Ly(a,c) <
L(a,c) + €. Comme b € v il y a des subdivisions « : a = ag < -+ < ay =b, f:b=0by < --- < by = cde [a,b],[c,d] telles que v = « * 5 donc
L(a,b) + L(b,c) < Ly(a,b) + Lg(b,c) = Ly(a,c) < L(a,c) + €. 0

Lg(b, C) + €.
U[b,c]. On a

1.3 Existence des primitives des fonctions continues.

1.3.1 COROLLAIRE. On considére les applications F,G : [z,y] — R définies par :
F(z)=0, siz <t ,F(t)=L(z,t); G(y)=0,sit <y,G(t)=—L(t,y).
Si f est continue en ty € [z,y], alors F' et G sont dérivables en ty et F'(ty) = f(to) = G'(to).
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Démonstration : Le résultat suit de ce que, pour tout € > 0ily ad > 0 tel que sit € [z,y], |t — to] < 0 on a 'encadrement :
— [t —tol| - e S F(t) — F(to) — f(to)(t — to) = G(t) = G(to) — f(to) - (t —to) < |t —to] - € (1)

ce § est donné par la continuité de f en ¢y : pour tout € > 0ily a d > 0 tel quesit € [x,y], [t —to] < d on a f(tg) —0 < f(t) < f(to) — 0 et
I’encadrement suit, dans chacun des trois cas ty < t, to =t et t < tg, du théoreme d’encadement et de relation de Chasles :
Si to <tona (f(to) - €>(t — to) < L(to,t) < (f(t[)) + 6)(t - to) et L(CC,t) L($ to) + L(to, ), L(to, y) L(to, ) + L(t, y),
c. ad. F(t) — F(to) = L(z,t) — L(x,t0) = L(to,t) = —L(t,y) — (—L(to,y)) = G(t) — G(t), d’ou I'encadrement ().
Sit=tyona L(z,ty) = L(z,t) et L(t,y) = L(to, y), soit F(t) — F(ty) =0 = L(t,ty) = G(t) — G(to) , d’ou aussi I'encadrement ().
Sit<toona (f(tg) —e€)(to—1t) < —L(t,to) < (f(to) +€)(to —t) et L(x,tg) = L(x,t) + L(t, to), L(t,y) = L(t, to) + L(to, ),
c. ad F(t)— F(t) = L(x,1) — L(z,t) = —L(t,t0) = —L(t,to) = —L(t,y) — (—L(to,y)) = G(t) — G(ty), d’out encore I'encadrement (). O
1.3.2 Rappel. Si f :Ju,v[— R est continue alors pour tout x <y €lu, v, fiy est bornée.

D’ou, par (pour [a,b] et pour la premiére partie et des intervalles® [z, so] et [so,y] pour la seconde) le : 5) ot [z,y] Clu,v| est choisi tel que s, sg €], y]
1.3.3 cO-COROLLAIRE. (i) Si f est continue sur |a,b] alors F' et G sont des primitives de f.
(ii) si f :Ju,v[— R est continue et ty €]u,v[ alors f a une primitive s’annulant en s :
F I]U,’U[—> R, t <t F(t) = —L<t,t0), F(So) = O, t> 1 F(t) = L(to,t)
1.3.4 Application. Ceci définit en particulier les fonctions Logarithme et Arc tangente® : 6) nécessaires au calcul des primitives des fractions ratioonelles
1. f:]0,+oc0[— R, f(t ) = 1 d’on, avec 59 = 1, F = Log :J0, +o0[— R
2. g:R—=R, f(t) = dou avec 5o = 0,G = Arctg : R — R

1+t2

1.8.5 Exercice. Soit 1 <z € Ret h:[l,z] = R,h(t)=5

1. Prouver, en notant pour 1 <u < w < x et v 6] [ a(v), la subdivision a(v) :u=up <ug =v<ug=w de [u,w]:

1 1 VoW Vuw w
La(v)(u,w;h)za(vfu)Jr;(wfv)za+;—22 " JrﬁfZ:La(m)(u,w,h)

2. Admettant que parmi les subdivisions « d’ordre N de [a b] il y en a une qui minimise la somme de Darboux supérieure L, (a,b; h), en déduire que c’est la
subdivision géométriquement réguliere vy : 1 = TN < <N <o <N = x, qu'elle est de k ®™°pas ), = (x% -1) e et, pour toute a d’ordre N :

N
1 1 c— 1
Lo(L2;h) > Loy (Liash) = Y — (e¥ — Da'™ = N(z¥ — 1)
k=1 T N

1

3. Déduire de ce qui précede Log(x) = L(1,2;h) = Limy_, . N(z¥ — 1)
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