Corrigé de 'examen de Mat122 du 29 Mai 2009 13h-16h
a) Une relation R sur un ensemble E est réflexive si pour tout x € E on a zRzx. Elle est
symétrique si pour tout x,y € E tels que 2Ry on a yRz. Elle est antisymétrique si pour tout
x,y € E tels que xRy et yRax alors x = y. Elle est transitive si pour tout x,y,z € E tels que
xRy et yRz on a xRz. Enfin elle est d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.
b) La classe d’équivalence pour R de x € E est T={t€ F |t = xrmod R}.
L’ensemble quotient de l’ensemble E par la relation R est E/gr ={T|x € E}, 'ensemble des
classes d’équivalences de R. L’application quotient est g : E — E /g, mr(x)=T.

c) La subdivision réguliére d’ordre N de [a,b] est ay 1 a=ag<---<ap=a+ k% <. --<any=b.
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1. Soit f : [a,b] — R telle que pour tout t € [u,v] C [a,b], A < f(t) <1 et o une subdivision de [u,v] alors
N(a)

la somme de Darboux supérieure L, (u,v; f) = Z sup  f(¢t) - (ux — ug—1) de f sur [u,v] vérifie
k=1 up—1<t<ug

Av —u) < Ly(u,v; f) <Il(v—u). Et si une subdivision o < «a raffine a alors Ly (u,v; f) < Lo (u,v; f)

2. L’intégrale supérieure L(u,v; f)= Htf )La(u,v; f), borne inférieure sur toutes les subdivisions de [u, v]
acA(u,v

des sommes de Darboux supérieures de f sur [u,v] vérifie (i) A(v —u) < L(u,v; f) <Il(v —u) et
(1) la relation de Chasles : sia <u <v <w < b, L(u,w; f) = L(u,v; f) + L(v,w; f).

3. Si f:]a,b] — R est continue il y a A <1 € R tels que pour tout ¢ € [a,b], A < f(t) <1

Si f est continue alors F : [a,b] =R, F(a)=0;a<t<b, F(t)=L(a,t; f) est primitive de f :

Soit ty € [a,b]. Comme f est continue en t; pour tout € > 0 il y a § > 0 tel que :
pour tout ¢ € [a,b], [t —to| < 0, f(to) — e < f(t) < f(ty) + €.

Par Chasles 2(ii) : sit < to : L(a,to; f) = L(a,t; f)+L(t, to; f) et F(t)—F(to) = —L(t, to; f)
et sity <t:L(a,t; f) = L(a,to; f) + L(to, t; f) et F(t) — F(to) = L(to, t; f).

Par 2(7) dans ce dernier cas (f(tg) — €)(t —to) < L(to, t; f) < (f(to) + €)(t — to) et dans le
premier cas —(f(to) + €)(to —t) < —L(t, to; f) < —(f(to) — €)(to — 1).

Soit dans les deux cas pour tout € > 0 il y a § > 0 tel que si t € [a, b] avec |t — to| < I

f(to)(t —to) — €|t —to| < F(t) — F(to) < f(to)(t — to) + €[t —to

d’ou F dérivable en tq avec F'(tg) = f(to). Ceci étant pour tout ¢y € [a, b], I est primitive de f.
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j) (k:l) — (k:+1 — <k:> est un polynome de degré au plus k + 1 qui, par la formule du

triangle de Pascal usuel, s’annulle pour 'infinité des entiers n > k, il est donc nul.
k) Par j) on a pour p<i<g, (X“) = (X“‘H) - (X“) d’ou :
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p) Comme f; est croissante ses sommes de Darboux inférieures et supérieures associées a la
sundivision réguliere ay d’ordre N de [0, z] sont :

Aay (0,5 fi) = X014 fi ((”*”””) CE et LaN(O v fi) =XV, (5) %.
D’apres o) ona(x) ( ) =50) et fiu(RF) _(% ( ) D’ou d’apres k)
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Dot (2)7(30) < a0 ) < A5 ) € L0023 ) < Lo (0,23 ) () (35).
Comme (£)" (V7)) = fisa(@) - 52 (VD) (2)7 (5) = fra) - 5 (VE0)

et %(2:11), N’,f'Jrl (gﬁ“) tendent vers 1 quand N tend vers l'infini il vient que les intégrales

inférieures et supérieures de f sont égales valant A(0, x; fr) = L(0, z; fi) = fry1(x) d'onr
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Remarquons qu’ici, contrairement & la question n) ot le cas k = 2 a été traité d’abord, on n’a
N

pas eu besoin de calculer exactement la somme Z n*, dont I'expression semble (voir le résultat
n=1
de m)) compliquée. On s’est contenté de 'encadrement dans o) de fi par des translatés de

polynémes binomiaux pour qui les sommes de valeurs ont (voir k)) une expression simple.



q) Pour tout S,T,U € Z[X]ona S —S =0-(X?+ X + 1) donc SHS et H est réflexive.

SiSHT ilyaQ € Z[X],S—T=Q - (X?+ X +1)donc T —S=(—-Q)- (X2 + X +1) : THS et H est symétrique.
Si SHT et THU ily a Q,P € Z[X] telsque S —T = Q- (X*+X +1),T—-U = P-(X?>+ X + 1) donc
S—-U=(S-T)+(T-U)=(Q+P)-(X?>+ X +1) donc SHU et H est transitive.

Etant réflexive, symétrique et transitive H est une relation d’équivalence.

I') Pour tout T€Z[X]ily a Q € Z[X], REZ[X]; tels que T=Q - (X2 + X + 1)+ R (division euclidienne par le polynéme
unitaire X2+ X +1) donc T—R=Q- (X?+ X +1) et THR o R € Z[X]; : tout élément de Z[X] est équivalent & un
élément de Z[X];. Cet élément est unique car si R, S €Z[X]; vérifient RHT et SHT par symétrie et tranitivité
de H,on a RHS,ily a QeZ[X],R—S=Q - (X?+ X + 1). Soit Q=0 soit le degré de @ - (X? + X + 1) est au
moins 2. Comme R — S est de degré au plus 1 on a Q@ =0 et R = S. Tout élément T' € Z[X] étant H-équivalent
a un unique R € Z[X];, cette partie Z[X]; C Z[X] est un sytéme de représentants pour H.

S) Comme S=TmodH et U=VmodHilyaP,QeZ[X],S—T=Q - (X?+X+1),U-V=P-(X?+X+1).
Donc S+U - (T+V)=8S-T+{U-V)=(Q+P) (X*?+X+1)soit S+U =T+ VmodH et
SU-T-V=(S-T)U+T-U-V)=(Q-(X?+X+1))-U+T-(P-(X*+X+1)) = (Q-U+T-P) - (X*+ X +1)
soit S-U =T -VmodH

t) R(j) = —%,Im(j) = ?, 1+j=—j52= % + z? et 1,7, 52 sont les racines troisiémes de 'inité.

u) Comme S=Tmod(X?+ X +1)ilyaQ€eZ[X],S—-T=Q - (X?*+X +1).

Donc ev;(S) —ev;(T) = ev;(S—T) =ev;(Q- (X?+ X +1)) =ev;(Q) -ev( X2+ X +1) =
Q) (7 +7+1)=Q(j) - 0=0et ev;(S) = ev;(T).

v) Soit la division euclidienne de S = Q- (X?*+ X +1)+aX +b;Q,aX +b € Z[X] par X?+ X +1.
Si0=-ev;(5) = evj<(Q-(X2+X+1)+aX—|—b> =Q(j)-04+aj+b=aj+b. Doncaj =—-b <€ Z.
Commea€Zetj€gRonaa=b=0,cad S=0Q - (X*+X+1)et S=0mod(X?+X +1).

w) Soit S, T €Z[X]/# tels que ev;(S)=ev;(T). On a donc :
0=-ev;(S)—ev;(T)=ev;(S)—ev;(T)=ev;(S—T)€C. Donc d’aprés v) S—T = 0 mod(X?+X+1)
et d’apres v) S =T mod(X?+ X +1) ¢. a d. S =T et Papplication ev; est injective.

X)i(z)mme euj est injective donc ev; : A — evj(A) = {m + nj|m,n € Z} est bijective, vérifiant pour tout
S,T € Aevj (S —T) = ev;(S) —ev;(T) on a SDT si et seulement si m +nj = ev;(S),p+qj = ev;(T) € ev;(A)
sont tels quil y a r + sj = ev;(U) tel que (m —p) +j(n—¢q) = (m+nj) — (p+qj) = 2(r + sj) = 2r + (29)j
c. a d. m = pmod(2) et n = gmod(2). Cette congruences modulo 2 sur les deux coordonnées des éléments de
ev;(A) = {m +nj|m,n € Z} étant une relation d’équivalence ayant comme ensemble de repésentants :

{0 =0+0j =ev;(0),1 =140l =ev;(1),j =0+ 1j =ev;(X),1+j = ev;(1+X)}, la relation D est
d’équivalence ayant {0,1, X,1+ X} comme ensemble de repésentants.

y) Pour tout S,T,U,V € A tels que SDT et UDV :ilya P,Qe A, S—T =2P et U -V = 2Q donc :
(S+U)—(T+V) =2(P+Q) et (S-U)—(T-V) = (S-T) cot U)+T-(U-V) = 2(P-U+T-Q), c.a d. (S+U)D(T+V)
et (S-U)D(T - V) Les tables de cette addition et multiplication quotient dans le systéme de représentant
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z) Soit @,a’ € A tels que b-a=1b-a donc b- (a—d’) =0.
Comme 0 # b, le produit b - (@ — a’) n’est pas dans la premiere ligne de la table de -, étant nul il doit,
d’aprés cette table, étre dans la premiére colonne donca —a’ =0et @ =d/, c. a d. my est injective.

Etant injective entre deux ensembles finis & méme nombre (4) d’éléments my est bijective et il y a € € A

tel que b-¢ =T (la table donne que pour b =1, X,1 + X on a respectivement ¢ = 1,1 + X, X)



