UNIVERSITE JOSEPH FOURIER 2013-2014

UE Mat 123

Devoir surveillé du 21 février 2014

Durée 1h30.
Documents et calculettes interdits.
11 sera particuliérement tenu compte du soin apporté a la rédaction.

La question de cours et les exercices sont indépendants.
Baréme indicatif : 6-4-6-4

Questions de cours. Soit (up)nen une suite de nombres réels.
A—Ecrire avec des quantificateurs les assertions suivantes et leurs négations :
1) La suite (un)nen tend vers +oo.
2) La suite (up)nen est bornée.

B— Démontrer que si la suite (uy,)nen est croissante et majorée, elle est convergente.

C— Démontrer que si la suite (uy)nen est croissante et non majorée, elle tend vers +oc.

Exercice 1.
On considére le sous-ensemble A de R défini par

2n
m+ 3n

A={ , m,n € N\ {0}}.

1) L’ensemble A est-il majoré? Si oui, déterminer sa borne supérieure.
2) L’ensemble A est-il minoré? Si oui, déterminer sa borne inférieure.
3) En déduire que I'ensemble

{m—i-n
m + 3n

,m;n € N\ {0}}.

admet une borne inférieure et une borne supérieure que ’on déterminera.

Exercice I1.
L’objet de Iexercice est I'étude de la suite (sy,),>1 définie par:

n
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1. Premiére méthode
a) Démontrer que pour tout entier k > 2, on a la majoration
1 1
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b) Calculer >} ,(+27 — 1)- En déduire que la suite (s, ),>1 est majorée.
c¢) Démontrer que la suite (s,),>1 converge et donner un majorant de sa limite.

2. Deuxiéme méthode
On considére la suite (t,),>1 définie par:

1
Yn>1,t, =s,+ —.
n

a) Démontrer que les suites (sp)n>1 €t (tn)n>1 sont adjacentes.
b) En déduire que la suite (sy,)n>1 converge. On notera S sa limite.
c¢) Donner, en le justifiant, un encadrement d’amplitude 10~! de S.

Exercice III
On considére la suite (uy),>1 définie par:

n
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1) Montrer que, pour tout n > 1, on a
n? n?
SUp =~ —5 -
n?+n n?+1

2) En déduire que la suite (uy,),>1 converge et déterminer sa limite.



