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Introduction

Les résultats exposés dans ce mémoire concernent l’existence de courbes ou d’hy-
persurfaces holomorphes dans I'espace affine complexe, les déformations d’'une sous-
variété associative dans une variété munie d’une structure G, l'existence de sous-
variétés symplectiques réelles, ainsi que la topologie des hypersurfaces aléatoires d’une
variété projective réelle. Nous avons divisé ce mémoire en quatre chapitres correspon-
dant aux quatre types de géométries ambiantes rencontrées.

Le premier chapitre concerne la géométrie complexe, avec deux thémes provenant
de I'analyse complexe. Dans la premiére section, nous montrons qu’une sous-variété
compacte L de C", lagrangienne et possédant des singularités de type quadratique,
est rationnellement convexe : le complémentaire de L dans C" est rempli par des
hypersurfaces complexes. Une singularité quadratique est non générique, mais peut
survenir lors d’une isotopie générique d’une sous-variété lagrangienne. La démonstra-
tion s’appuie sur la construction d’un potentiel de la forme de Kéhler adapté a la
singularité, ainsi que la résolution d’un O avec les estimées L? de L. Hérmander.

Dans la seconde section, nous considérons un tore 7' totalement réel non noué dans
la sphére S® C C2. Nous démontrons I'alternative suivante : ou bien T est rempli
par une famille de disques holomorphes et T est rationnellement convexe, ou bien il
existe un anneau ou une paire de disques holomorphes & bord dans 7T'. La démons-
tration s’appuie sur le théoréeme de remplissage de E. Bedford et W. Klingenberg, le
théoréme de compacité de M. Gromov ainsi que 1’étude des courants de L. V. Ahlfors.

Le second chapitre est dédié a la géométrie G5. Nous montrons dans la premiére
section que 'espace des déformations associatives d’une sous-variété associative avec
T ns un us-variété iative fix imension virtu ni nné
bord dans une sous-variété coassociative fixe est de dimensio tuelle finie donnée
par la géométrie du bord, en 'occurrence par une formule de Riemann-Roch. L’outil

principal pour ce résultat est une formule d’Atiyah-Singer a bord.

Dans la seconde section de ce chapitre, nous montrons qu’en perturbant de fagon
fermée la structure Gy qu’on suppose fermée, 1'espace des déformations d’une sous-
variété associative devient lisse ou vide. Nous établissons un résultat similaire pour
les sous-variétés a bord, ot cette fois la perturbation est celle de la sous-variété coas-
sociative. Enfin nous donnons des conditions métriques sur la sous-variété associative
pour que, sans perturbation, ’espace de ses déformations soit lisse. La démonstration
s’appuie sur la méthode de S. Bochner.



Le troisiéme chapitre concerne la géométrie symplectique réelle. Nous expliquons que
dans une variété symplectique compacte de dimension 2n munie d’une structure réelle,
la méthode de S. K. Donaldson exposée dans [18] s’adapte et permet de construire
des sous-variétés symplectiques réelles de codimension 2. Si k est le degré de ces "hy-
persurfaces symplectiques", on peut de plus imposer que leur partie réelle contient
au moins V& composantes connexes, a une constante prés indépendante de k. Nous
montrons également que toute variété symplectique réelle supporte un pinceau de
Lefschetz symplectique et réel.

Le quatriéme chapitre traite d’hypersurfaces algébriques réelles aléatoires. Dans la
premiére partie, nous expliquons que la probabilité pour quune courbe réelle algé-
brique dans RP? posséde un nombre maximal ou presque de composantes connexes
décroit exponentiellement vite avec son degré. La démonstration fait appel aux mé-
thodes introduites par B. Shiffman et S. Zelditch pour les hypersurfaces aléatoires
complexes, ainsi qu'un théoréme de H. de Thélin concernant les courants laminaires.

Dans la seconde partie, nous montrons que la moyenne du nombre total de Betti
d’une hypersurface aléatoire de degré d dans une variété projective RX réelle donnée
de dimension n est un o(d"). Nous nous appuyons cette fois directement sur les sec-
tions pics de Hormander-Tian, ainsi que sur la formule de Poincaré-Martinelli.

Enfin, dans la troisiéme section, nous affinons sensiblement ce résultat. Pour tout
indice ¢, nous montrons que la moyenne du i-éme nombre de Betti d’une telle hyper-
surface est inférieure & ei,n\/aﬂ , ol €;,, est une constante explicite reliée aux matrices
symétriques aléatoires de taille (n —1,n—1) et au volume de RX. Encore une fois, les
sections pics sont l'outil analytique principal, ainsi qu’une formule de coaire inspirée
par la formule de Kac-Rice. Le résultat repose sur un théoréme d’équidistribution des
points critiques de la restriction a ’hypersurface aléatoire d’une fonction de Morse
donnée sur RX. Concernant les nombres associés aux matrices aléatoires, un théo-
réme de grandes déviations de G. Ben Arous et A. Guionnet forme 1'un des piliers de
nos estimations.



Liste des travaux

Les travaux présentés dans le premier chapitre sont [23] et [22]. Le second chapitre
présente l'article [34] et le preprint [30]. Le troisiéme chapitre est tiré de [29]. Enfin,
le quatriéme chapitre expose les articles [31], [33] et le preprint [32] . Le preprint non
publié [28]| n’a pas été présenté.
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Chapitre 1

Géométrie complexe

1.1 Sous-variétés lagrangiennes singuliéres

1.1.1 Convexité rationnelle

Un compact K de C" est dit rationnellement convexe si par tout point du complé-
mentaire de K il passe une hypersurface holomorphe évitant K. Par le théoréme
d’Oka-WEeil, le principal bénéfice pour ces compacts et de de satisfaire le principe de
Runge : toute fonction holomorphe définie au voisinage de K est limite de fractions
rationnelles.

Dans l'article [24], J. Duval et N. Sibony ont démontré que toute sous-variété L
compacte, lisse et lagrangienne pour une forme de Kéahler sur C" est rationnellement
convexe. Dans [27], nous avons démontré que le résultat restait vrai si I’'on accordait a
L des singularités génériques, c’est-a-dire des croisements normaux. Cette généralisa-
tion est d'importance, puisque immerger ainsi une sous-variété de fagon lagrangienne
est aussi facile que de I'immerger de maniére totalement réelle, voir par exemple le
livre [48]. En particulier, M. Gromov a démontré dans [37] qu’il n’existe pas de sphére
lagrangienne plongée dans C3, alors qu’il y en a toujours des immergées.

Lors d’une isotopie générique d’'une sous-variété lagrangienne immergée, il peut ap-
paraitre des auto-intersections dites quadratiques : deux branches sont transverses
excepté selon une unique direction, ou le contact est alors quadratique. Suite & une
question de K. Cieliebak & ce sujet, nous avons obtenu, en collaboration avec J. Duval,
le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.1 (voir [23]) Soit w une forme de Kdhler sur C", et L une sous-
variété compacte lagrangienne pour w, immergée avec des auto-intersections quadra-
tiques. Alors L est rationnellement convexe.

Nous consacrons le reste de cette partie a la démonstration du Théoréme 1.1.1.
Puisque celle-ci s’inscrit dans 'esprit des articles précédents [24] et [27], nous com-
mencons par expliquer ces derniéres.
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1.1.2 Le cas plongé

Rappelons la méthode de [24] dans le cas d’une sous-variété lagrangienne plongée
dans C™. Choisissons ¢ un potentiel de w, et ¢ : L — R/Z une fonction a valeurs
dans le cercle telle que

Jrdog = dvy,
ou j : L — C" désigne le plongement de L dans l’espace affine complexe et d¢ =

i(0 — 0). Ceci est possible quitte & perturber w et a prendre un multiple entier de
cette forme. Comme c’est expliqué dans [40], on peut alors étendre

h = Pt

a tout I'espace affine de sorte que l’extension A soit O-plate en L. En d’autres termes,
pour tout m fixé, il existe une extention satisfaisant |0h| = O(d™), oi1 d est la distance
a L. Apres avoir remarqué que log |h| — ¢ s’annule a 'ordre 1 aux points de L, et en
utilisant la stricte plurisousharmonicité de ¢, il est alors aisé de vérifier que

Bl = [hle™® < Ce™, (1.1)

ou C est a sont des constantes strictement positives ne dépendant que de m et de
I'extension choisie. Pour tout entier k& > 0, les inégalités L? de Hérmander permettent
d’obtenir 'existence d’une fonction wuy : C* — C telle que

A(h*) = Ouy, avec |[ug||2kp < CllO(R")][26,

ot || f||2.ks désigne la norme L? sur C™ associée a la norme ponctuelle pondérée | iy,
et ott C ne dépend ni de k ni de h. Ces estimées L? permettent d’obtenir des estimées
L*> par

|u|(p) < Ci(e]|0v]]oo + €7"[|v]2),

ol p est un point quelconque et o les normes L™ et L? sont prises sur la boule B(p, ¢),
tandis que C} est une constante universelle, voir l'ouvrage [41]. En introduisant le
poids e* des deux cotés de I'inégalité, et en faisant ¢ = 1/k? on obtient aprés
quelques estimations

|uklkg(p) < CE™™2HY,

ou b est une constante ne dépendant que de n. Pour m assez grand et fixe, puis pour
k assez grand, la fonction holomorphe f = h*¥ — w; ne s’annule pas sur L, puisque
|h¥|1p = 1 sur L.

Pour que I'hypersurface holomorphe f = 0 passe par un point z donné n’appartenant
pas a L, il suffit d’ajouter a ¢ un poids logarithmique singulier en z. De facon alter-
native, on peut retrancher a f la fonction f (:E)#(Ox), ol 0y est la section pic de L*
centrée sur x donnée par le Lemme 4.4.6, ot le fibré L est le fibré trivial muni de la
norme |1], = ¢~?. La décroissance exponentielle avec k de |og|s hors de x implique
que cet ajout n’a quasiment aucun impact sur L.
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1.1.3 Le cas immergé transverse

Dans le cas d’une sous-variété lagrangienne immergée avec des points doubles trans-
verses, la démonstration proposée par [23| simplifie celle de [27]. Elle ne différe presque
pas du cas plongé. En effet, soit p 'un de ces points doubles. Pour chacune des
branches locales L;, i = 1,2, on construit les fonctions h; obtenues dans la démons-
tration du cas plongé. La fonction h¥ + h% reste uniformément minorée sur L. En effet,
sur la premiére branche L; sa norme pondérée par e *¢ est égale a |1 + (hy/hy)|.
Puisque les 1-jets de h; et de hy sont égaux en p, on a sur L; l'estimation

(@) — o d3+i0(d)
h/]_ ‘Ll

ou ds est la distance a Lo. Puisque d et dy sont équivalentes sur L; grace a la trans-
versalité de lintersection en p, |hY + h%|i, est minoré uniformément sur L par une
constante strictement positive indépendante de k. On peut alors résoudre le 0 comme
dans la situation plongée.

1.1.4 Le cas immergé quadratique

Dans le cas d’un croisement quadratique, le phénomeéne précédent ne se réalise plus :
les deux fonctions h¥ sur les deux branches interférent cette fois beaucoup trop pour
assurer l'absence d’annulation sur L de leur somme. Nous allons suivre ’approche de

[27].
Lemme 1.1.2 Prés d’un point p avec un croisement quadratique, il existe une per-
turbation locale @ de la forme de Kdhler w telle que

1. L reste lagrangien pour @,

2. il existe un potentiel ¢ pour @ possédant un minimum strict et nul en p,

3. d°¢ s’annule le long de L pres de p.

Démonstration du Théoréme 1.1.1. Le Lemme 1.1.2 implique le Théoréme 1.1.1.
En effet, il suffit de remplacer la fonction h¥ + h% du cas immergé transverse par
h=x"+hi+hk,

ou x est une fonction plateau telle que xy = e prés de p. On constate que |hlxe
est minor¢ uniformément en k sur L. En effet, sur {¢ < €/2}, on a lestimation
|hlkp > e¥2 — 2. De plus puisque jid°¢ s’annule et ¢ > 0 prés de p, hyjr, est une
fonction réelle positive. Par conséquent, sur {¢ > €/2} N L,

kg > (X + 1E)e™ — gl > 1 — e7he?”,

ou J est la distance de Ly & {¢ > €¢/2} N Ly et a la constante de décroissance donnée
par (1.1). Les estimations L? donnent les mémes estimations qu’auparavant, ce qui
conclut. |
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Démonstration du Lemme 1.1.2. Pour simplifier, supposons que n = 2. On peut
choisir des coordonnées complexes z = x + iy et w = u 4 v de sorte que les espaces
tangents en p des deux branches de L engendrent I’hyperplan réel (x,u,v) et s’inter-
sectent selon ’axe des z. Par ailleurs, on peut supposer que dans ces coordonnées, la
forme de Kahler s’écrit 3dd°(|z|* + |w|?) + O(d), ou d est la distance a p = 0. Enfin,
les deux branches L,,, m = 1,2, se paramétrent par

G+ (,8) = (T 4 1P, €77 (E + igm)) + O(d®), m = 1,2,

ol p,, et g, sont des polynomes de degré deux en (x,t), tandis que ; et 0y sont deux
réels distincts.

On choisit maintenant un potentiel ¢ global de w tel que
Y =227 + 4y* + 3u® + 3v” + O(d®).
I1 est facile de constater qu’il existe a € R et (1, B2 € R, tels que pour tout m = 1, 2,
gr d = ar’dr 4 Bnaidt + O0(0d + d*),

ou ¢ est la distance a l'axe des x. En additionnant & 1 un terme pluriharmonique
de la forme v3(23) avec 7y réel, il est possible d’annuler a, tandis qu’avec un terme
S (puz?w) avec pu complexe, on peut faire disparaitre 3, et [s.

Nous allons maintenant annuler complétement di). Pour cela, il est d’abord possible
de supposer que la branche L; est localement plate égale au plan (x,u), grace a une
rotation et a un redressement OJ-plat le long de L; proche de I'identité, voir [40]. La
forme j}d) (donc sur L;) s’écrit par conséquent adx + bdu = O(dd + d?). Puisque

Jrd(ay + bv) = adx + bdu,

nous allons retrancher ay+ bv au potentiel. Mais il faut le faire sans toucher au poten-
tiel sur Ly. Pour cela, remarquons que I'ensemble {y? + v? < e(u® + %)} n’intersecte
L, qu’en l'origine si € est suffisamment petit, en raison de la tangence quadratique.
Soit 2y
y*+v
(b - Z/} X(U2 + l’4
ol x est une fonction positive valant 1 pres de 0 a support suffisamment petit. On
peut alors vérifier que ¢ est une perturbation C? de v en raison des estimations sur
a et b. En particulier, ¢ reste strictement plurisousharmonique. De plus, on peut
supprimer cette perturbation en dehors d'une petite boule en remplagant (a,b) par
(0:(Xf), 0u(Xf)), ot X est une fonction plateau et f une primitive de la forme fermée
adx + bdu. Par conséquent, ¢ se prolonge en v et vérifie 5 d°¢ = 0 sur un voisinage
de 0, m=1,2. [ |

)(ay + bv),
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1.2 Surfaces de Riemann et tores totalement réels

1.2.1 Enveloppe polynomiale
L’enveloppe polynomiale K d'un compact K C C" est définie par

K={2eC" VP eClz, -,z |P(2)| < mlz(ix|P|}.

Par le principe du maximum, toute surface de Riemann a bord dans K est incluse
dans K. Par ailleurs, tout compact polynomialement convexe bénéficie de la propriété
de Runge : toute fonction holomorphe au voisinage de K peut étre approchée par des
polynomes complexes.

J.-P. Serre (voir [60]) a démontré qu'une sous-varié¢té de dimension n dans C" n’est
jamais polynomialement convexe. En 1965, E. Bishop a démontré dans [11] qu'une
surface réelle S dans C? possédant un point isolé p de tangence complexe elliptique
peut étre localement remplie par de petit disques holomorphes dont le bord s’appuie
sur S et germant a partir de p. Il est donc naturel de s’intéresser aux surfaces tota-
lement réelles, celles dont 1’espace tangent ne contient aucune droite complexe. En
1985, M. Gromov démontre dans article [37| que si L est une sous-variété lagran-
gienne de C", il existe toujours un disque holomorphe lisse & bord dans L. Par la méme
méthode, H. Alexander a démontré en 1996 dans [2| que pour toute sous-variété T
totalement réelle, il existe un disque holomorphe dont le bord sauf un point est dans .S.

L’exemple suivant tiré essentiellement de [3] montre qu’il n’existe pas toujours de
disques dont le bord est entiérement contenu dans une surface totalement réelle,
méme incluse dans un bord strictement pseudoconvexe. Soit en effet la fibration de
Hopf conjuguée

7:8%3cC?® -5 S?cCxR
(va) = (2zw,|z|2—|w|2)

Les fibres de 7 sont des cercles, et la préimage T, d’un cercle v dans S? est un tore
totalement réel non noué de S3, lisse si v est plongée et si sa projection sur C est
immergée. Si cette projection de v sur C trace un huit et évite l'origine, alors on peut
montrer en suivant [3] que 'unique surface de Riemann & bord dans 7', est I'anneau
représenté par la fibre dans B* du polynéme 2zw au-dessus du point double. De plus,
si 'auto-intersection de v est 'origine, cet anneau dégénére en une réunion de deux
disques.

Cet exemple laisse toutefois ouverte '’hypothése qu’il existe toujours une surface de
Riemann a bord dans toute sous-variété totalement réelle. Avec J. Duval, nous avons
obtenu une réponse positive dans une situation assez naturelle.

Théoréme 1.2.1 (voir [22]) Soit T un tore totalement réel non noué dans la sphére
ronde S* C C?. Alors, ou bien T est rempli par une famille de disque holomorphe, et
dans ce cas T est rationnellement convexe, ou bien il existe un anneau holomorphe
ou une paire de disques a bord dans T et bordant dans T'.
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1.2.2 Principe de la démonstration

L’idée de la preuve est la suivante. L’enveloppe T du tore T C §3 sépare la boule B4
en deux ouverts pseudoconvexes. L'un des deux posséde un revétement universel qui
déploie le tore en un cylindre infini et cyclique. Il nous faut pousser un peu 7' dans
la partie lisse et strictement pseudoconvexe du bord de ce bon ouvert, et considérer
une suite 7;, de tores revenant ainsi vers leur position initiale en 7T'. Si I'on ferme n
périodes dans le cylindre qui reléve T,, par deux disques et qu’on lisse le résultat, on
obtient une spheére S,, totalement réelle sauf éventuellement sur les deux bouchons.
On utilise alors le théoréme de remplissage dt & E. Bedford et W. Klingenberg pour
la sphére S,

Théoréme 1.2.2 (|9] et [47]) Soit S une sphére incluse dans le bord d’un ouvert
strictement pseudoconvexe de C?. Si les points complezes de S sont hyperboliques ou
elliptiques, alors il existe un remplissage de S, i.e. S borde une boule dans ) feuilletée
par des disques holomorphes.

Soit A, 'un des disques du remplissage de S,,. Quand n tend vers l'infini, ou bien
son aire reste bornée, ou bien non. Dans le premier cas, T, est rempli par ces disques
pour n assez grand, et on montre que le remplissage résiste au retour a 7. Dans le
second cas, I’étude de la limite U du courant d’intégration renormalisé produit par
A,, montre que U peut s’écrire comme une intégrale de courants d’intégration sur des
surfaces de Riemann. Un argument s’appuyant sur la théorie d’Ahlfors montre alors
que ces surfaces ne peuvent étre que des disques ou des anneaux.

1.2.3 Préliminaires

Le tore non noué¢ 7' C S? borde deux tores pleins w; et w, dans la sphére. Par ailleurs,
I’enveloppe polynomiale T de T divise B* en deux composantes O et s, qui pos-
sedent w; et we dans leur bord respectif, voir 'ouvrage [68]. On montre facilement
que 'homologie en degré un d’au moins I'un des w; s’injecte dans celle de €2;. Sup-
posons que ¢ = 1. L’ouvert €2y = (2 est pseudoconvexe par le principe du maximum
local de Rossi (voir [68]), et strictement convexe le long de w; = w. Nous poussons
maintenant 7" en 7,, dans w, ce qui forme une suite de tores approchant T'. Par la
propriété homologique qui nous a fait choisir €2, chacune des composantes connexes
du relevé de w par le relévement p : Q — Q de O a son revétement universel est
diffeomorphe a R x D2. Choisissons @ 'un de ces relévements. Le relevé T, de T}, est
alors diffécomorphe a R x 5. 1. Si 7 est un générateur de I'action du groupe fondamental
de Q sur Q, alors T, est invariant sous l’effet de 7.

Les sphéres S, approchant 7), sont construites de la facon suivante. D’abord, soit D
un disque dans w, dont le bord est un méridien de T', D,, une perturbation de D dont
le bord est dans T, et D,, un relevé par p de D, donc de la forme * x D? dans
@ ~ R x D?. Les bords des poussés en avant et en arriére 7 "(Dy,) et 7~™(D,,) déli-
mitent un cylindre A, dans T},. La sphére S, est le lissage de la réunion de ce cylindre
avec ces deux disques translatés. Méme si Q n’est pas compact, les arguments de [9]
s’adaptent, et on peut remplir S, par des disques holomorphes. Désignons par ©,
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ce remplissage. Remarquons que 9D, sépare S, en deux demi-sphéres SE. Au moins
'une des deux, disons S, posséde un remplissage partiel, c’est-a-dire que l'un des
disques A,, du remplissage de S,, a son bord intégralement dans S, et touche 9D,,.

L’alternative est la suivante : ou bien l'aire a,, de A,, = p(4A,) est bornée, ou bien non.

Avant de continuer, remarquons que a,, est équivalente & une constante prés a la lon-
gueur [,, de la partie dans 7,, du bord de A,,, ceci indépendamment de n et du disque
de remplissage que 'on choisit. En effet, le lemme de Hopf montre que le bord inter-
secte transversalement le feuilletage caractéristique de 7, (la direction de T'T,, qui se
trouve dans la droite complexe de T'S?). De plus, en perturbant w sans bouger 7T}, on
constate que 'angle entre le bord de A,, et le feuilletage est uniformément minoré par
une constante strictement positive. On en déduit alors que [,, < C(1 + a,) pour une
certaine constante C'. Par Stokes et le fait que la forme de Kéhler standard wy soit
exacte, on obtient I'inégalité inverse.

1.2.4 Le cas borné

Supposons maintenant que (a,), est bornée. Dans ce cas, c’est aussi le cas pour la
longueur de A,NT;, par la remarque précédente. Pour n assez grand, A,, et son trans-
laté T(An) sont alors deux disques attachés a S,,, donc font partie de son remplissage
qu’'on sait, d’aprés [9], étre unique. Par ailleurs, le remplissage est trivial entre ces
deux disques (voir [9]), si bien qu’on obtient un remplissage de T,,. On peut par ailleurs

montrer que les autres disques du remplissage ont une aire qui reste également bornée.

Si I'on se contente de supposer T' générique, nous avons obtenu un remplissage de T
Dans le cas contraire, il faut revenir au tore initial 7'. Par le théoréme de Gromov (voir
[37] et [42]), une (sous-)suite (A!), de disques dans ©,, converge vers une réunion de
disques A’ attachés & T'. On peut montrer que ces disques ne s’auto-intersectent pas
et ne s’intersectent pas entre eux dans B. De plus par le lemme de Hopf, le bord I
de la réunion des disques limites A’ est une ensemble de courbes immergées. Si I" est
la réunion équivalente pour une autre suite (A,),, on montre que chaque singularité
naissante du bord de A/ "coince" nécesserairement le bord de A, si bien qu’a la
limite, les singularités de A’ apparatiennent a I". En dehors de T, il s’avére que la
convergence se passe bien : par tout point il passe un unique disque simple A’ qui
soit limite de la suite (A!),. Par ailleurs, toute autre suite (A), convergeant vers
un disque A” passant par un point dans U'intersection I NI \ I" est égale a (A]),.
Sans quoi, il y aurait persistance d’intersection pour les grands n, ce qui contredi-
rait la définition du remplissage. On choisit alors une suite () de points dense dans
T* =T \T. Par un procédé diagonal, on peut supposer que pour tout ¢ € ) la suite
de disques (A, ,)n de ©,, passant par ¢ (ou plutot par ¢,(q) € T, ot ¢, : T,, = T
et un difféfomorphisme proche de 'identité) converge comme ci-dessus. Par le méme
argument, on obtient une distribution de disques A, de bords plongés et disjoints des
autres (si distincts ) dans T*.

Enfin, les bords de ces disques sont également plongés dans 7. Si ¢a n’était pas le
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Le bord d’un disque de remplissage s’accumulant sur le bord d’un anneau. Le tore est
construit a partir de l’exemple de la fibration de Hopf. La courbe v associée au tore
est simple mais n’est pas tres loin d’avoir un point double.

Les calculs ont été effectués sous Freefem++.

Merci a Frédéric Chapoton pour limage sous Povray.

cas, deux branches de bords de disques se croiseraient transversalement en un point
s € I' et délimiteraient quatre secteurs. Deux d’entre eux ne rencontrent pas la feuille
caractéristique passant par s. Par conséquent, pour p assez proche de s dans I'un de
ces secteurs, le disque A, passe nécessairement par s. On montre alors, qu’on peut
exhiber une famille de disques holomorphes proches de A, et passant par s. L’étude
de l'indice de Maslov de ces disques va fournir la contradiction.

L’indice de Maslov de 'un de ces disques ne peut pas étre nul, auquel cas le disque
n’est pas déformable, ni deux, auquel cas les disques doivent étre disjoints. Si I'indice
est supérieur ou égal a 4, I'espace des déformations est de dimension réelle au moins
deux, donc I'ensemble des disques déformés forment un ouvert de C?, les empéchant
d’étre dans le bord de T, ce qui est le cas puisque ©,, C {2 pour tout n.

1.2.5 Le cas non borné

Supposons qu’au contraire l'aire a,, de A,, explose avec n. Dans ce cas, on peut mon-
trer que le courant d’intégration renormalisé [a ] posséde une sous-suite convergeant
vers un courant U. Par ailleurs, le bord de ce courant est le bord d’un courant sup-
porté par T. En effet, le disque A,, va systématiquement toucher la partie de S, qui
n’est pas dans T, sans quoi il permettrait d’obtenir un remplissage comme dans le
cas borné, ce qui impliquerait une contradiction sur 1’explosion de a,,. En particulier,
le disque V., dans S qui borde OA,, posséde une aire bornée par a la longueur 1,

de OA, N Tn, donc par a, d’aprés les préliminaires. Ainsi, si V,, = p(V ), le courant
[Z”] est de masse bornée et possede une sous-suite convergeant vers un courant V' tel
quel dU = dV, ou V est a support dans 7. Par conséquent, le support de U est dans
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'enveloppe rationnellement convexe de T, voir [24].

Il nous faut exhiber des anneaux holomorphes ou une paire de disques dans le support

de ce courant U. Pour cela, on établit d’abord une formule intégrale pour le bord de
U

dU = /g [dp(v),

oll G est un espace compact de courbes Lipschitz sur 7' et © une mesure positive
supportée par des courbes fermées. Afin d’établir cette formule, remarquons qu’aprés
perturbation de S?, on peut supposer que le feuilletage caractéristique sur 1" ne pos-
séde qu’un nombre fini de cycles attractifs ou répulsifs, cf. [35]. Soit ¢ I'un de ces cyles.
I est facile de voir que chaque relévement ¢ de ¢ par p est déroulé comme T}, et forme
une courbe invariante par un multiple 7¢ de 7. Par ailleurs, par transversalité, le bord
de A, ne coupe qu’une seule fois le cycle c¢. Par conséquent, le bord v,, = ¢,,(0A,,NT},)
passe presque tout son temps dans des anneaux séparés par des tubes fins le long des
cycles de T'. Ici, ¢, = T,, — T est un difféomorphisme proche de I'identité.

De plus, on peut montrer que la partie de v, présente dans ces anneaux est plongée,
a une intersection pres. En effet, le remplissage partiel du translaté a droite par 7¢
de la demi-sphére S, est inclus dans 'ouvert pseudoconvexe dont le bord est formé
de la réunion de ©,, avec la boule que borde S, dans w. Par conséquent, Tq(aA )
coupe toujours dA,, dans le méme sens, si bien que chaque composante de dA,, dans
un anneau donné entre deux cycles ne peut se couper qu'une seule fois.

On a donc obtenu que dU est une somme finie de courants de la forme lim,, [‘;—"}, ou
Q,, qui est une partie de 0A,,, est un arc plongé dans 'un de ces anneaux entre deux
cycles du feuilletage caractéristique de T'. De plus, p reléve chacun de ces anneaux en
une bande qu’on peut identifier & R x [0, 1], avec 77 agissant sur R comme la transla-
tion de 1. On peut de plus supposer que le feuilletage caractéristique est le feuilletage
trivial vertical. En raison de la transversalité uniforme des bords de disques de rem-
plissage au feuilletage, selon cette identifiction 'arc «,, est une réunion de graphes
uniformément Lipschitz de [0, 1] dans [0, 1]. On a donc % = [s)dpn(v), avec p, une
mesure de masse bornée sur G. A la limite, & ne charge que les graphes périodiques
(9(0) = g(1)) . En effet, un graphe dans le support de p est limite d’au moins deux
graphes consécutifs g,, et h,. Puisque g,(1) = h,(0), on en déduit la périodiciteé.

Nous décrivons maintenant le courant U. Celui-ci s’écrit également

_ /P W (W)

ou P est I'espace compact des courants positifs de masse 1 a support dans la boule
unité, et ¥ une mesure de probabilité sur P. Nous allons montrer que le support de v
est composé d’anneaux et de disques. D’abord, le disque A,, dont I’aire explose peut
étre découpé en quatre secteurs angulaires 9,, de masses au plus a, /2, et tels que la
longueur des deux rayons de 6, est un o(a,). Ceci se fait par une version adéquate
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d’un lemme classique en théorie d’Ahlfors. En répétant le processus, on obtient pour
tout k un découpage de U en 4% courants d’Ahlfors de masse au plus 1/2* chacun.
Par compacité, on obtient la formule intégrale.

Nous allons montrer que le bord de chaque W dans le support de v est formé par une
réunion finie de courbes fermées. Puisque

W = lim lim M

)
k—oon—oo  Q,,

ol Jy, % est un morceau de A, d’aire plus petite que a,,/ 2% le bord dW de W s’écrit

dW = lim lim M,

k—oon—00 @,

oll (v, i est un sous-arc de 1'un des arcs «,, ci-dessus. On a par ailleurs

lima, 1] /an = /g [V]dpr ()

avec i, < p. Puisque o, ) est plongé, on peut définir le graphe de G le plus haut A, 4
et le plus bas 7y, apparaissant dans «;, ;. Quand n tend vers 'infini, ces deux graphes
convergent vers A et m. De plus, pup = p entre ces deux graphes. Mais puisque la
masse de p, tend vers zéro quand k tend vers 'infini, le support de uy tend vers {n, A},
ce qui montre que le support de dWW est inclus dans la réunion de deux courbes réelles
fermées.

Maintenant, le théoréme d’Alexander présenté dans [68] implique que W est néces-
sairement la réunion d’un nombre fini de surfaces de Riemann. Le lemme suivant
conclut :

Lemme 1.2.3 Soit W un courant d’Ahifors dont le support est une courbe complexe
dans B. Alors chaque composante de cette courbe un disque holomorphe ou un anneau.

Démonstration. Supposons qu'une composante soit de caractéristique d’Euler né-
gative. Dans ce cas, on peut tracer une figure de huit e dans C' telle que chaque
composante de C'\ e rencontre le bord de C, si bien que e est polynomialement
convexe, cf. [68]. Un épaississement £ dans C' de e est un disque avec deux trous, et
un voisinage V' de E peut étre identifié avec F x d ou d est un disque holormorphe.
Puisque W ne charge pas E x 0d, la formule de la coaire montre que la longueur de
A, N (E x dd) est un o(a,). De plus, la convexité polynomiale de V' et le principe
du maximum impliquent que les composantes de V' N A,, sont des disques d,,. Nous
appliquons maintenant 1'inégalité isopérimétrique sous la forme suivante :

Inégalité isopérimétrique [57| Soit E une surface de Riemann compacte a bord, et
de caractéristique d’Euler négative. Alors il existe une constante c telle que pour tout
disque holomorphe f :ID — E on a

Aire(f(D)) < ¢ Longueur(f(0D) \ OF).
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En appliquant ce théoréme & la projection « : d,, — F et en sommant, on obtient que
l'aire de A, NV est un o(a,), ce qui est une contradiction. |

1.2.6 Enveloppes du tore

Dans le cas précédent ou l'aire a,, explose, on peut montrer que parmi les anneaux
ou ces disques que nous venons d’exhiber, il existe nécessairement un anneau ou une
union de disques bordant dans T'. Dans les deux cas, ces surfaces appartiennent a
I’enveloppe rationnelle de T, et évidemment & ’enveloppe polynomiale.

Dans le cas non borné, on montre que le tore est rationnellement convexe, ce qui

implique d’apres [24] que T est lagrangien pour une certaine forme de Kéhler. Bien
stir, le remplissage appartient a 7.
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Chapitre 2

Géométrie G

2.1 Sous-variétés associatives fermeées

2.1.1 Structures G,
Dans R” muni de la métrique euclidienne standard (.,.), soit ¢ la 3-forme
¢o = dr193 + dx145 + dT167 + dT246 — dTos7 — dT356,
ot dx;jp, = dx; A dx; N\ dx. Soit de plus X le produit vectoriel défini par
Yu,v,w € R, (u x v,w) = ¢o(u, v, w). (2.1)

Le groupe Go peut étre défini comme le sous-groupe de SO(7) laissant invariante la
3-forme ¢y. Maintenant, une variété riemanienne orientable (M, g) peut réduire son
groupe structurel de SO(7) & G2 si et seulement elle est spin. Le cas échéant, M
hérite automatiquement d’un produit vectoriel x, d’une 3-forme ¢ et d’une métrique
g vérifiant la relation (2.1). La forme ¢ est appelée Ga-structure sur M. On sait de
plus que si dp = 0 et dx¢ = 0, ou * est I'étoile de Hodge associée a g, alors (M, g)
est d’holonomie incluse dans Gy, voir [43| par exemple. On dit alors que ¢ est sans
torsion.

2.1.2 Déformations de sous-variétés associatives

Dans une variété M munie d'une Go-structure ¢, une sous-variété Y lisse de dimen-
sion 3 est dite associative si son espace tangent est invariant par le produit vectoriel
X associé a ¢, ou en d’autres termes si ¢y = dvolyry, tandis qu'une sous-variété
de dimension 4 est dite coassociative si son fibré normal est invariant par x, ou en
d’autres termes si *¢7x = dvolyrx, ou encore ¢rx = 0.

Pour toute sous-variété associative compacte sans bord, on définit My 'espace des
sous-variétés associatives lisses isotopes & Y. En 1996, R. C. McLean a démontré
dans [53] que ce probléme est elliptique et d’indice nul, et que l'espace tangent de
Zariski de My en Y est donné par le noyau d’un opérateur de Dirac D sur un fibré
de spineurs tordus. En nous inspirant de [53| et en optant pour la vision plus concréte
de S. Akbulut et S. Salur dans [1], nous avons redémontré le
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Théoréme 2.1.1 ([53],[1], voir [30]) Soit M" une variété équipée d’une Go-structure
(¢,9), et Y une sous-variété associative compacte lisse de fibré normal v. Alors l’es-

pace tangent de My en Y peut étre identifié avec le noyau de l'opérateur de Dirac
tordu D : T'(Y,v) — T'(Y,v) défini par

3 4
'Y,v)>s — Ds= Zei X Vis+ Z(Vs*gb)(nk,w) ® M- (2.2)

i=1 k=1

Ici T'(Y,v) est le fibré des champs de vecteurs normauz et lisses sur'Y, tandis que les
(€i)i=123 forment un champ local de vecteurs orthonormaux de TY avec e3 = e; X ey
et w = ey A ey Aes. De plus les (n)k=1234 forment un champ local de vecteurs
orthonormauz de v. Enfin, V* est la connezion sur v induite par la connexion de

Levi-Civita V de (M, g).

Démonstration. Rappelons la définition d’un objet fort utile, la 3-forme y & valeurs
dans T'M définie par

Yu,v,w,n € TM, (x(u,v,w),n) = x¢(u,v,w,n),

ou * est I’étoile de Hodge associée & g. On peut donc écrire

X =D hrk @ g, (2.3)
k

ol (Nk)k=12...7 est un champ de vecteurs orthonormaux formant une base de T'M.
De plus, une 3-sous-variété Y est associative si et seulement si x 7y est nulle. Soit
w = ey AegAes, ot les (e;); forment une base orthonormée de T'Y telle que e3 = e X 5.
On définit 'opérateur :

F(o) = exp; x(w) € I'(Y, v,), (2.4)

ou o € I'(Y,v) et v, est le fibré normal a exp,(Y'). L’opérateur F' s’annule donc sur
les sections o générant une déformation exp,(Y’) associative. Si (0¢).ejo,) définit un
arc de déformations de Y, pas nécessairement associatives, et si s = %I o € Ly, v),
alors en utilisant une connexion V sur 7'M, on trouve en o =0 :

VoF = Lo(moxd)(w) @ i + (mkoxd)(w) © Vi,
k

ou L, est la dérivée de Lie dans la direction s. Le second terme est nul en raison de
I’associativité de Y, et des formules classiques de géométrie riemannienne montrent
aprés quelques calculs que V F' est donné par la formule (2.2). [

2.2 Sous-variétés associatives a bord

Dans [34], avec F. Witt nous avons étendu I'étude de McLean au cas des déformations
associatives d’une sous-variété Y a bord dans une sous-variété coassociative fixe X.
On désigne par My x l'espace des déformations associatives Y’ de Y telles que Y’ a
son bord inclus dans X.
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2.2.1 La géométrie du bord

Avant d’énoncer le théoréme principal de D'article [34], remarquons qu’'un vecteur
unitaire n de T'M fournit une structure complexe J,, isométrique sur le supplémentaire
orthogonal nt de (v) dans TM, par I'action

J,:veEnt = nxo.

Maintenant, si Y est une sous-variété associative a bord dans une sous-variété coas-
sociative X, on appelle vx le supplémentaire orthogonal de T0Y dans T'X au-dessus
de Y, et pux le supplémentaire orthogonal de vx dans le fibré normal vj5y de YV
au-dessus de dY. On a donc

TM|3Y = <7’L> D T@Y DPrx O Hx.

Désignons enfin par n € TY le vecteur unitaire normal rentrant au bord 0Y. Le
lemme suivant décrit la géométrie au bord de Y :

Lemme 2.2.1 (voir [34]) Les fibrés TOY, vx et ux sont stables par J,. De plus,
en tant que fibrés en J,-droites complexes au-dessus de Y, on a la relation

M_X = UVx ®(C T@Y

Démonstration. D’abord, il faut remarquer que Y rencontre orthogonalement X,
en d’autres termes que n est orthogonal a vx. En effet, si e € vx et si v € TOY est
normé avec w =n X v, donc n = w X v car Y est associative, on a

(n,e) = (w xv,e) =op(w,v,e) =0

car X est coassociative. Le reste est du méme acabit. [ |

2.2.2 Le calcul de 'indice

Le théoréme principal de cette partie est le calcul de I'indice du probléme de défor-
mation.

Théoréme 2.2.2 (voir [34]) Soit M" une variété lisse munie d’une Go-structure,
et Y une sous-variété associative lisse a bord dans X coassociative. Le probléme des
déformations associatives de Y a bord dans X est elliptique, et son indice est égal a
Uindice de lopérateur de Cauchy-Riemann associé au fibré vx — Y et a la structure
compleze J, :

6VX : F(@Y, Vx) — F(@Y, Vx ®K_ay),

ot Kgy est le fibré anticanonique de OY . Par le théoreme de Riemann-Roch, cet indice
est égal a

indice(X,Y)=1—g —l—/ a1 (vx),
P%

ot g est le genre de JY .
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Démonstration. Soit B : I'(9Y, v) — I'(9Y, ux) C I'(9Y, v) le projecteur orthogonal
des champs de vecteurs normaux & Y au-dessus de son bord, dans I’espace des champs
de vecteurs a valeurs dans le sous-fibré p1x. L’espace tangent & M x y peut étre identifié
au noyau de l'opérateur :

I'(Y,v) x I'(0Y, ux)

(D,B) :T(Y,v)
s (Ds, B(sjay)),

N
—

ou D est 'opérateur donné par le Théoréme 2.2. Afin d’appliquer les méthodes stan-
dard des problémes elliptiques & bord, nous définissons le projecteur de Calderon :

Qp :T'(0Y,v) = H(D) = {sjpy | s e I'(Y,v),Ds =0} C I'(9Y,v).

La condition de bord B associée a D est dite elliptique si la restriction du symbole
principal
o(B)itm(o(@p)) : Im(o(@p)) = Im(a(B))

est un isomorphisme (cf. [12, Definition 18.1]). Dans ce cas, on bénéficie du théoréme
sulvant :

Théoréme 2.2.3 ([12], Théorémes 19.1, 20.12, 20.13) Soit B : I'(9Y,v) — I'(dY, vx)
une condition de bord pour D. Si B est elliptique, l'opérateur (D, B) est de Fredholm
et son indice est donné par

indice(D, B) = indice(BQp : H(D) — I'(9Y,v)),
ol nous avons conservé le léger abus de notation de [12] qui écrit BQp pour Birmop)-

Le sous-espace Hp et difficile & déterminer. Nous allons donc en réalité utiliser une
proposition comparant deux indices, dont I'un va étre nul :

Proposition 2.2.4 ([12], Théoréme 21.2) Si B; : I'(0Y,v) — ['(0,v;),i = 1,2
sont deux conditions de bord elliptiques pour D, alors

indice(D, By) — indice(D, By) = indice(BsQpBy : T'(Y,11) — I'(9,1)).

Dans notre cas, By sera B, et By I'opérateur Pt défini de la facon suivante. Soit R
I'opérateur déterminé par D = ['(0,, + R) prés du bord de Y (cf. relation (21.8) de
[12]), ot n est le vecteur normal rentrant dans Y. Par identification a 'opérateur D
du Théoréme 2.2, on trouve I' = J, et

R=wxV,—vXxXV,,

si v et w forment une trivialisation locale de T'OY satisfaisant w = n x v. Par ailleurs,
I'action de J, au-dessus de Y sur le complexifié v5y ® C se diagonalise avec pour
valeurs propres +i. L’espace des spineurs positifs v (resp. négatifs v~ ) au-dessus de
JY est le sous-espace propre pour i (resp. —i), soit "0 (resp. v%1). L’opérateur P+
est la projection sur v*. On a alors :
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Proposition 2.2.5 ([12], Théoréme 21.5) Si Y est de dimension impaire, le pro-
jecteur orthogonal P (resp. P~ ) sur les spineurs positifs (resp. négatifs) au-dessus du
bord de Y (cf. définition ci-dessous) définit toujours une condition elliptique d’indice
nul.

Par conséquent, la Proposition 2.2.4 donne 1’égalité suivante :
indice(D, B) = indice (RQDP+ DY, v = T(0Y, ux ® C).

Nous calculons maintenant les différents symboles des opérateurs définis, et calcu-
lons ensuite l'indice. Avant cela, remarquons que si a € I'(U, vx) est une section ne
s’annulant pas sur un ouvert U C 9Y, alors le Lemme 2.2.1 implique

/5 = {o,) ot 4§ = (5, 5)

loc

avec a = a—1iJya et f = —v xa. De plus, il est facile de voir que le fibré des spineurs

positifs (resp. négatifs) est donné par vH% = (a, ) (resp. v*' = (@, 3)). Dans la suite,
nous choisissons {«, 3, a, 3} comme trivialisation locale de v/*.

Selon le théoréme de Calderon-Seeley, voir [12, Théoréme 12.4], le symbole o(Qp)
du projecteur de Calderéon est le projecteur sur le sous-espace associé aux valeurs
propres de partie réelle strictement positive du symbole de 'opérateur R. Si p € 0Y
et (1, M) € TOYC\ {0} est de norme 1, on trouve aisément (avec 7 = 1,v + 7,w ou
Ny + iy si P'on considére T'0Y comme une droite complexe) que

0

0 _
=
0

o I

o(R)(p,n) = i(nuw X —muvx) = | )
n 0

si bien que les valeurs propres sont simplement +1, et o(Qp) = 3(c(R) + Id). En

rappelant que la base choisie pour u$§ est {3, 3}, on obtient également que

0100
U(B)(pvn):<0 0 0 1>€H0m(l/(c,[1§()p

o(B)o(Qp) = % ( 2 é _017 (1) ) € Hom(v®, i3 p,

ce qui montre que la condition B est elliptique. Enfin, le symbole de BQpP* est

o(B)o(Qp)o(PT) = e ( 2 (1) _0?7 (1) )

1701
5 == ( n 0 ) € Hom(w™, u%)p-

2

o O O
o O = O

Rappelons que le Lemme 2.2.1 identifie 1/)1(’0®K3y avec /&1 =191Np§. Or Popérateur
de Cauchy-Riemann

Dy - T(OY,vY°) = T(0Y, vy’ @ Kay)
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posséde un symbole égal & o(d,,)(p, 1) = 5(ns + inw) = £n. L'indice de (D, B) est
donc égal a celui de cet opérateur a une constante prés, et le Théoréme 2.2.2 s’ensuit
par la formule de Riemann-Roch.

Enfin, le résultat est le méme si la Go-structure posséde de la torsion. En effet, la
partie d’ordre nul due a cette torsion dans l’écriture de D dans le Théoréme 2.2
n’intervient pas dans le calcul de I'indice. [ |

Remarque 2.2.6 De méme que déformer une courbe holomorphe avec bord dans une
sous-variété totalement réelle L est un probléme elliptique, sans qu’il soit nécessaire
que L soit lagrangienne, de méme il n’est pas nécessaire que X soit coassociative.
Il suffit (voir [34, §5]) que TX ne contiennent pas de 3-plan associatif, pour que le
probleme des déformations associatives d’une sous-variété associative a bord dans X
soit elliptique. St P : T' Mgy — vjgy est la projection orthogonale de T'M sur le fibré
normal a'Y sur son bord, et st vx est ["mage par P du supplémentaire orthogonal de
TOY dans TX, alors lindice est donné par la formule du Théoréme 2.2.2.

2.3 Obstruction dans les modules

L’indice calculé par le Théoréme 2.2.2 est la dimension virtuelle de ’espace des défor-
mations d’une sous-variété associative a bord. Mais il est possible que le conoyau de
(D, B) (resp. de D dans le cas sans bord) soit non nul. En particulier, les exemples
en géométrie GG sont trés peu génériques, et souvent en holonomie dégénérée, avec
des symétries. Par conséquent, les espaces de modules pour les sous-variétés associa-
tives, avec ou sans bord, ne sont en général pas de la bonne dimension. Par exemple,
I'espace de déformation de T3 x {*} dans le tore standard T2 x T" est de dimension
4. De facon similaire les sous-variétés associatives

Yy = {(x1, 22,23, A\, 14,0,0),0 < 2y < 1/2, 29,23 € Sl}, (\ ) € T
ont leur bord inclus dans la réunion X des deux tores coassociatifs
X; = {(i/2, 29, x3, 14, 25,0,0), 29, T3, T4, T5 € Sl},i =0,1.

L’indice du probléme est nul, et pourtant ’espace de déformations est de dimension
égal a deux.

Nous allons donner deux fagons de s’assurer que I'espace des modules est de la bonne
dimension. La premiére perturbe la structure G5 ou le bord X, la seconde impose a
Y des conditions métriques. Avant d’énoncer ces résultats, nous donnons une condi-
tion suffisante pour que les espaces de déformations soient lisses et de la dimension
attendue.

2.3.1 Conditions suffisantes

Nous commencons par une condition suffisante pour que I’espace de modules My soit
lisse.
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Proposition 2.3.1 (voir [30]) Soit M une variété possédant une Gy-structure et Y
une sous-variété compacte lisse associative Y. Si le conoyau, donc le noyau de D est
nul, alors My est lisse au voisinage de Y et de dimension nulle, si bien que Y est
1solée.

Démonstration. Si k > 5/2, les éléments de l'espace de Banach & = W*2(Y,v)
sont C!, ce qui permet de définir le fibré normal v, a exp,(Y). Si F est le fibré de
Banach au-dessus de &, ot F, = W* 12(Y v,) quand o € &, l'opérateur F défini
par l'équation (2.4) est une section de F au-dessus de &. Ensuite, son linéarisé est
I'opérateur de Dirac tordu D donné par le Théoréme 2.1.1. 1l est facile de vérifier que
D est symétrique et elliptique. Son symbole est en effet

a(D)(p,n)(s) = st X €;

donc inversible si n = >, m;e; € TY \ {0}). Par conséquent il est de Fredholm, et son
indice est nul, si bien que la dimension virtuelle de My est nulle. Le théoréme des
fonctions implicites, ainsi que le caractére a posteriori lisse des éléments du noyau de
D du a son ellipticité, impliquent alors le résultat. [ |

Dans le cas a bord, nous avons la proposition suivant équivalente :

Proposition 2.3.2 (voir [30]) Soit M une variété possédant une Gy-structure et Y
une sous-variété compacte lisse associative Y a bord dans X coassociative. Considé-
rons l’opérateur :

D:&Ex = {S S F(K I/) | Sy € F(@Y, Vx)} — F(Y, V).

Si le conoyau de D : Ex — I'(Y,v) est nul, alors My x est lisse prés de 'Y et de
dimension égale a l'indice index (Y, X') donné par le Théoréme 2.2.2.

Démonstration. On suppose d’abord que X est totalement géodésique prés de 9Y.
Dans ce cas, exp,(Y) est & bord dans X pour o € I'(Y, v) assez petit, si bien que My x
s’'identifie localement avec les zéros de I'opérateur F' : Ex — F, ou F — Ex désigne le
méme fibré que dans la Proposition 2.3.1. On conclut essentiellement comme dans la
Proposition 2.3.1, en utilisant les Théorémes 20.8 et 19.1 de [12]. Dans le cas général
ol X n’est pas totalement géodésique, on modifie la métrique g en g au voisinage
de X en rendant X totalement géodésique pour § comme dans [46], et on utilise
I'exponentielle pour cette nouvelle métrique afin de définir F' : ['(Y,7) — F,, ou v
est le fibré normal & Y pour . La dérivée de F' dans la direction s € T'(Y, 7)) donne
un élément Ds € I(Y,v). Il est facile de voir que D et D ont des noyau et conoyau
isomorphes. [

2.3.2 Généricité

Un premier moyen de s’assurer que que ’'espace de modules est lisse est de perturber
la structure Gs.
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Théoréme 2.3.3 (voir [30]) Soit M7 une variété équipée d’une structure Gy fer-
mée ¢, et Y une sous-variété compacte lisse associative. Alors il existe un voisinage
U de Y, tel que pour toute perturbation générique fermée 1 de la structure G, le
sous-espace {f/ € My, Y C U} est lisse (donc comporte un nombre fini non nul
d’éléments) ou vide.

Démonstration. Pour toute section o € I'(Y, v), et toute Gao-structure 1), on consi-
dére 'opérateur

F(o,1) = exp; x(w) € (Y, vy). (2.5)
Ici 'exponentielle dépend de la métrique fixe g associée a ¢, tandis que le fibré normal
v, au-dessus de exp, Y dépend de la métrique associée & 1. Si (¢ )icjo,) est un arc de
structures Ga, on a

F(0,¢:) = Z(ﬁk,t A w) sty @ M,
k

oll *; est I’étoile de Hodge pour la métrique g; associée & ¢, et (1;)i=1,2,34 une base
orthonormeée de vy,. La dérivée par rapport au temps nécessite de connaitre la dérivée
de x4¢0p. Si O(¢) = %41, la Proposition 10.3.5 dans l'ouvrage [43] montre que si ¢ est
une Go-structure fermée et Z3(M) est 'espace des 3-formes fermées, on a

Vi € 28 (M), dy© (1)) = #,P(¥), (2.6)

ouP = %7‘(‘1 + 77 —mor. Ici my, w7 et mor sont les projections orthogonales correspondant
a la décomposition AT*M = A3 @ A2@ A3, associée aux représentations irréductibles
de G, voir le Lemme 3.2 de [26] ou la Proposition 10.1.4 de [43]. La dérivée de F' le
long de 9 en (0, ¢) est donc

V' =3 (e A w)#P(¥) © 1 € D(Y, ). (2.7)
k
Lemme 2.3.4 L’opérateur VF : Z3(M) — T(Y,v) défini par (2.7) est surjectif.
Démonstration. Soit s € I'(Y,v) et a la 1-forme duale de s a € I'(Y, T*M) définie
par Vy € Y, Yv € T,M, o, (v) = (s(y), v). Puisque (cf. [26])
A ={x(pNa),a € N'T* M},
il est facile de vérifier que
Z(nk Aw)xP(x(p A a)) @ n = s.
k

On peut alors, en utilisant 1’associativité de Y, étendre la 3-forme (¢ A «) hors de

Y en une 3-forme fermée, ce qui conclut la démonstration du Lemme 2.3.4. |

Maintenant, si Zp est le sous-espace de dimension de finie de Z3(M) généré par les
3-formes 1 construites par le lemme précédent pour une base de cokerD = ker D, et
s

M ={(0,9) € W**(Y,v) x Zp, F(o,¢) = 0},

le théoréme de Sard-Smale appliqué a la projection 7 : M — Mp et ellipticité de
D impliquent le résultat. [ |
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Remarque 2.3.5 Si (M, ¢) est sans torsion, on ne peut pas en général espérer per-
turber ¢ pour rendre la situation non obstruée, tout en conservant une structure sans
torsion. En effet, l’espace tangent en ¢ de l’espace de module des structures sans tor-
sion s’identifie avec L @& H3(M,R), ou L est le sous-espace des dérivées de Lie de
¢, i.e. L={Lxd, X € CO(M, TM)}, et H*(M,R) est l’espace des 3-formes harmo-
niques sur M, voir [43]. Si ¢ € L, la démonstration du Théoréme 2.1.1 montre que
la dérivée de F le long de i) est égale a Dv. Donc L ne peut pas permettre a VF
de devenir surjective. Par ailleurs la dimension of cokerD peut étre plus grande que
b3 (M), comme le montre l'exemple suivant.

Une famille d’exemples ot b*(M) < dim cokerD. Soit N une variété de Calabi-Yau
projective et de dimension trois, munie d’un fibré holomorphe trés ample L, et N, la
dimension de PH(N, L9). Si d est assez grand de sorte que Ng(Ng—1)/2 > b3(N xS1),
choisissons C' une courbe générique définie par 'intersection du lieu d’annulation de
deux sections de L?. Alors son espace de déformations est de dimension Ny(Ng—1)/2,
de sorte que la dimension du noyau de 'opérateur de Dirac associé a la sous-variété
associative C' x S € N x S! est strictement plus grande que b*(N x S!).

En ce qui concerne les sous-variétés associatives a bord, nous avons montré le

Théoréme 2.3.6 (voir [30]) Soit M7 une variété équipée d’une Gy-structure ¢, et
Y une sous-variété compacte lisse ¢p-associative a bord dans X coassociative. Alors il
existe un voisinage U de 'Y, tel que pour toute perturbation lisse X de X suffisamment
proche de X, le sous-espace {Y € My %, Y C U} est lisse (donc de la dimension
donnée par le Théoréeme 2.2.2) ou vide.

On n’impose pas ici & la déformation X d’étre associative.

Démonstration. Rappelons que si X est coassociative, son fibré normal Nx dans
M s’identifie avec 'espace de ses 2-formes auto-duales Q2 (X). Pour a € Q% (X), on
considére o, € I'(QY, Nx) la restriction au bord de Y du champ de vecteurs associé
a «a. Considérons alors le sous-espace

C={a€Q%(X),0, € T(0Y,pux)},

ol pux a été défini dans le Lemme 2.2.1. Ce sera notre espace de paramétre pour la
déformation de X. Pour tout o € C, on peut facilement étendre o, a 6, € I'(Y, v).
Soit maintenant ’espace

&y ={(a,s) eCxI'(Y,v),Vy € 0Y,s(y) € T,X}.

On suppose que X est totalement géodésique pour la métrique associée a ¢. Sinon, on
effectue la modification de la démonstration de la Proposition 2.3.2. Si (a, s) € &y, et
Si Pa,s = €xp;, 0exp,, alors Y, o = ¢4,s(Y) a son bord dans X, = exp, (X). Si Fo,
est le fibré au-dessus de & dont la fibre F,, s est I'(Y, v4.5), 0l 1, 5 est le fibré normal &
Yos, et F' 2 €y — F la section définie par F'(a, s) = ¢, ,x(w), alors Y, , est associative
si et seulement si F(«, s) = 0. Considérons enfin I'application de restriction :

F,:{sel'(Y,v),Yy € 0Y,s(y) e T,X} — TD'(Y,vas)
s — F(a,s).
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Des calculs analogues a la preuve du Théoréme 2.1.1 celle du Théoréme 2.2.2 montrent
que pour tout a € C, la différentielle de F,, est elliptique dans le sens de la Definition
18.1 de [12]. De plus, F, est manifestement une déformation de Fp, donc F, est
Fredholm et d’indice calculé par le Theorem 2.2.2. Enfin, la dérivée de F' en (0,0) se
calcule comme dans le Théoréme 2.1.1. Au point (0,0), la dérivée de F selon («, s)
est égale a

V(Q,S)F = D(S + 5'04)-

En utilisant le caractére surjectif de D démontré par le Théoréme 9.1 de [12], pour
s € T'(Y,v) il existe une section s € I'(Y,v) telle que Ds = s'. En décomposant
s =5, + s, avec s, € I'(0Y,vx) et s, € ['(OY, jux), et en choisissant a € C telle que
Sy =0q,0na D((s—06,)+0,) =5 avec (o, s — 0,) € E et donc VF surjective. Un
théoréme de type Sard-Smale pour les Banach & paramétre permet de conclure. Wl

2.3.3 Conditions métriques

Dans [53, page 30|, McLean donne un exemple d’une sous-variété associative isolée.
Rappelons que dans [13], R. Bryant et S. Salamon ont construit sur le fibré spinoriel
de S? une métrique a holonomie G5. La base S? est alors associative, 'opérateur dé-
crivant la déformation de Y est dans ce cas 'opérateur de Dirac sur S®, et la métrique
sur Y est la métrique ronde. Par le théoréme d’A. Lichnerowicz (cf. [49]), il n’existe
pas de spineur harmonique, et par conséquent de déformation de Y.

Nous nous sommes inspirés de cet exemple dans [30]. D’abord, si la structure ¢ est
fermée, les sous-variétés compactes associatives sont minimales. On peut donc appli-
quer le théoréme de J. Simons. Avant de I’énoncer, rappelons 'opérateur introduit
par Simons, une sorte d’opérateur de Ricci partiel :

Définition 2.3.7 Soit (M, g) une varété riemannienne et Y une sous-variété de di-
mension p et de fibré normal v. Si {e1,--- ,e,} est une trivialisation de TY par des
vecteurs orthonormés, on définit l'opérateur

p
R:T'(Y,v) = T(Y,v), Rs=m, ZR(% s)ei,

i=1
ou R est le tenseur de courbure de g sur M et w, le projecteur orthogonal sur v.

Il s’avére que R est intrinséque et symétrique, et permet de définir un nouvel opérateur

A.

Définition 2.3.8 Soit SY le fibré sur Y dont la fibre au-dessus de y € Y est [’es-
pace des endomorphismes symétriquesde T,)Y , et A € Hom(v, SY') la seconde forme
fondamentale définie par A(s)(u) = —=V's, ovu € TY, s € v et V' est la projec-
tion sur TY de la connection de Levi-Cwita ¥V , avec V = V' + V*. Lopérateur
A:T(Y,v) = T(Y,v) est défini par A = At o A, ou A" est la transposée de A.

On sait que A est un opérateur symétrique et d’ordre nul. De plus, A est nul lorsque
Y est totalement géodésique.
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Théoréme 2.3.9 ([67]) Soit Y une sous-variété minimale dans M, telle que R, =
R — A est un opérateur strictement positif. Alors Y est isolée comme sous-variété
minimale.

Nous avons donné une démonstration de ce théoréme dans le cas oll Y est associative
et la Gp-structure sans torsion.

Démonstration. Pour tous champs de vecteurs v et w dans ['(Y,TY"), soit iju
Popérateur défini par V% = ViV, — Vo, agissant sur I(Y, v). Il est facile de voir
que V+2 est tensoriel en v et w. Définissons de plus le laplacien

VHVE = —trace (V*?) = Z V2,

ot les (e;);=1 2,3 définissent une trivialisation orthonormeée locale de TY. Aprés quelques
calculs, on trouve :

Théoréme 2.3.10 (voir [30]) Pour Y associative dans une variété munie d’une
Gs-structure sans torsion, D> = V2V +R,.

On suit maintenant la méthode de S. Bochner. Le Théoréme 2.3.10 permet de montrer
que pour s € ['(Y,v), —2A[s|* = |V+s|> — (D?s,s) + (R,s,s). Si s € ker D désigne
une déformation infinitésimale associative de Y, 'intégration de ’équation précédente
sur Y, qu’on suppose ici sans bord, donne

:/ |V+s)? + (Rys,s)dy. (2.8)
Y

La conclusion du Théoréme 2.3.9 s’ensuit facilement. [ |

Lorsque Y est a bord, 'intégration (2.8) est corrigée en

/|VLS|2dy+/<Rs,s>dy—|—/ (D s, s)do = 0. (2.9)
Y Y oy

Ici, pour tout sous-fibré L de vjpy invariant par I'action J,, = nx du vecteur rentrant
dans Y normal & 9Y, on définit Dy, : I'(9Y, L) — ['(9Y, L) de la fagon suivante. Soit
{v,w =n x v} une trivialisation orthonormeée locale de T0Y", alors

_ L L
Drs=mr(v X Vs —w x Vys),

ou 7y, : Vjgy — L est la projection orthogonale sur L et V+ la connexion normale sur
v induite par la connexion de Levi-Civita V sur M.

Lemme 2.3.11 (voir [30]) L’opérateur de bord Dy, est d’ordre 0, symétrique et sa
définition ne dépend pas de la trivialisation choisie. De plus, sa trace est égale a 2H,
ou H est la courbure moyenne de Y dans 'Y selon —n.

Avant de donner I’équivalent du théoréme de Simons dans le cas des associatives a
bord, notons l'identité coker(D, L) = ker(D, L1), ott L* est le supplémentaire ortho-
gonal de L dans vy, et ot 'opérateur (D, L) est défini par

(D,L) =D : {s € T(Y,v), 50y € L} = T(Y,v).

De (2.9) on déduit maintenant le
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Théoréme 2.3.12 (voir [30]) Soit M munie d’une Go-structure sans torsion et'Y
une sous-vari€té associative a bord dans X coassociative. Si R, et D, sont stricte-
ment positifs, alors My x est localement lisse et de dimension donné par le Théoreme

2.4 Exemples

2.4.1 Flatland

Soit M = R” muni de sa métrique euclidienne standard, et Y3 C R? x {0} une boule
de bord réel analytique, et e € I'(Y, v) un champ de vecteur réel analytique normal a
Y ne s’annulant pas. Par la théorie de Cartan-Kéhler, il existe une unique sous-variété
coassociative X, contenant 0Y, définie au voisinage de 9Y’, et telle que e € T, X, pour
tout y € 9Y', voir [39].

Proposition 2.4.1 (voir [30]) Si 9Y est strictement conveze, alors il existe € > 0
tel que pour tout e € T'(OY,v) satisfaisant ||de|| < €, l’espace de module My x, est
localement lisse et de dimension égale a un.

Démonstration. Puisque le fibré vy, est trivialisé par e et le genre g de la sphére
JY est égal a 0, l'indice du probléme vaut ¢;(vx,)+1—g = 1. Supposons d’abord que
e est constante. Si (v,w) est une trivialisation locale orthonormée par les directions
caractéristiques de 7Y, v X e est dans pyx,, et on montre que

Dy, (v xe) =k xe,

ou k, est la courbure de Y dans la direction v. Par le Lemme 2.3.11, on en déduit que
l'autre valeur propre est la seconde courbure. Par conséquent D, est un opérateur
strictement positif. On a par ailleurs dans cette situation plate R, = 0, si bien
que le Théoréeme 2.3.12 ne s’applique pas directement. Toutefois, si s € ker(D, ux, ),
I’équation (2.9) implique que V+s = 0 ainsi que sjpy = 0. On en déduit facilement
s = 0. Si on ne suppose plus que e est constant mais que de est suffisamment petit,
par continuité de ux, l'opérateur D, reste strictement positif, et le conoyau reste
trivial. [ |

2.4.2 La construction de Bryant et Salamon

Rappelons que les auteurs ont construit dans [13] une métrique g a holonomie G5 sur
le fibrée S ~ S? x R* des spineurs de S® muni de sa métrique ronde gg. La métrique
g s’écrit
g =oa(r)m"gs + B(r) g,

ol g, est la métrique sur la fibre S, ~ R* induite par gg, r la norme associée a g,
et T : & — 53 la projection naturelle. On peut vérifier que V+ s’identifie avec la
connexion V sur les spineurs, que l'opérateur D est l'opérateur de Dirac sur S3, et
que, en utilisant la formule de Lichnerowicz D? = V*V + s/4, R, = s/4, ou s est la
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courbure scalaire (strictement positive) de S3.

Pour p > 0, soit Y, une petite boule de S* avec un bord réel analytique et de rayon
p, ainsi que e un champ de vecteur réel analytique normal au bord de Y. Comme
précédemment, on peut étendre localement 0Y en une sous-variété coassociative X,
telle que e appartienne & son espace tangent au-dessus de Y.

Proposition 2.4.2 Pour p et ||Vel|| assez petits, l’espace de déformetion My, x,
est lisse et de dimension égale a un.

Démonstration. Comme dans le cas plat, I'indice vaut un. De plus, pour p assez
petit, le bord 9Y/, est asymptote a une sphére de rayon p, donc de courbures principales
1/p. Ainsi, lopérateur D, est strictement positif pour Ve assez petit. Le fait que
R, = s/4 > 0 permet de conclure grace au Théoréme 2.3.12. |

2.4.3 L’extension Calabi-Yau

Soit (N®, J,Q,w) une variété de Calabi-Yau de dimension réelle égale a six, ot J est
une structure complexe intégrable, 2 une 3-forme holomorphe ne s’annulant pas et
w une structure de Kéahler. Dans ce cas M = N x S! est muni d’une Go-structure
naturelle & holonomie incluse dans SU(3) :

¢ =w Adt+ RQ,

dont la métrique associée est g x dt?, ol g est la métrique induite par w et J sur N et
dt? la métrique plate sur S'. Rappelons qu'une 3-sous-variété L de N est dite spéciale
lagrangienne si elle est lagrangienne pour w et calibrée pour €2, ¢’est-a-dire ¥y, = 0.
On sait par l'article [53] de McLean que espace des déformations spéciales lagran-
giennes de L est localement lisse et de dimension b;(L). De plus, Y = L x {point}
est une sous-variété associative de M. La proposition suivante explicite 'opérateur
D du Théoréme 2.1.1 dans ce cas particulier. Pour I’énoncer, remarquons que le fibré
normal v de Y s’écrit
v=JTL&(0),

ou d; € T'(S, TS est le vecteur dual de dt sur S*. Donc s € I'(Y, v) s’écrit Jo & 70,
ouo € (L, TL) et 7 : S' — R. Désignons par ¢” € Q'(L,R) la 1-forme duale a
o. Notons par le méme symbole l'inverse. Enfin, * : QF(L) — Q37%(L) est 'étoile de
Hodge sur (L, g|1.).

Proposition 2.4.3 (voir [30]) Pour tout (a,7) € QY(L) x Q°(L),

DY(a,7) = (—xda — dr,*dx«)
DVQ(O-/77—) = —A(OZ,T),

ou A = d*d + dd* (remarquons que A = d*d sur la coordonnée T ).

Démonstration. Cette proposition résulte d’un calcul qui utilise, entre autres, la
relation JV's = V+.Js pour toute section s € I'(L, N1), et Pexpression du produit
vectoriel dans M = N x S*. [ |
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Par ailleurs, si ¥ C N est une surface complexe dans N, alors ¥ x {point} est une
sous-variété coassociative de M.

Proposition 2.4.4 (voir [30]) Soit t € S' et L une sous-variété spéciale lagran-
gienne dans N dont le bord est inclus dans une surface compleze 3, et Y = N x {t} C
N x St. Sila courbure de Ricci de L est strictement positive, et si le bord de L posséde
une courbure moyenne strictement positive, alors I'espace de déformation My sy 4y
est localement lisse, et de dimension égale au genre g de OL.

Démonstration. La section 0, définit une trivialisation de py, ot X = X x {t}. Par
conséquent le Lemme 2.2.1 implique vy = TOL* en tant que J,-fibrés, ou n est un
vecteur normal rentrant dans L sur L. L’indice du probléme vaut donc —c¢; (T'OL) +
1—g = ¢g— 1. Maintenant, soit ¢ = s+ 70; € coker(D,vx) et « = —Js". En utilisant
la formule classique pour les 1-formes harmoniques

1 1 1
SAWE = SA(al + [7) = [Vzal + [dr* + SRic (a, )

on obtient la formule équivalent a (2.9) :

_/ <D“X¢,¢>da:/ (|VL@]2+\dT\2+%Ric (@ a))dy.  (2.10)
oY Y

De plus, les valeurs propres de 'opérateur de bord D,,,, sont 0 (de vecteur propre 0;)
et, par le Lemme 2.3.11, 2H (de vecteur propre nxd;). On en déduit que D,,, 1) = 2Hs.
L’équation (2.10) et la stricte positivité de H et de 'opérateur de Ricci montrent alors
que T est constant et o« = 0. Par conséquent coker(D, vy) est de dimension constante
égale a 1, et donc par une extension naturelle du Théoréme 2.3.12 I'espace de défor-
mation My x est de dimension g. On peut par ailleurs montrer, par des arguments
de sous-variétés minimales, qu’il s’identifie aux déformations spéciales lagrangiennes
de L dans N. [ |

2.4.4 Brisure de symétrie

Dans le Théoréme 2.3.3, I'espace de modules perturbé et ou bien lisse, ou bien vide.
Nous donnons une situation ol nous pouvons nous assurer que la perturbation est
non vide.

Proposition 2.4.5 (voir [27]) Soit N une variété de Calabi- Yau, L C N une sphére
spéciale lagrangienne et Y = L x {point} ¢ M = N x S'. Soit f : S* — R une
fonction lisse s’annulant transversalement en un nombre fini de points de S, éven-
tuellement nul. Alors il existe une perturbation fermée 1 de la structure standard telle

que My ~ f~1(0).

Démonstration. Soit (U;);jc; un recouvrement fini par des ouverts d’'un voisinage
V de L C N, et pour chaque U; des coordonnées (z;);—1 23 normales & L dans N.
Puisque *(¢ A dt)jrrgrst = 0, pour tout j € J il existe des 2-formes §3; telles que

*(p AN dt)Lxst = Y, dx; A B; sur Uj. Soit alors 1) = d(f(t) Z” ijiﬁi), ou les (x;)jes
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sont des fonctions plateau formant une partition de l'unité associée aux (U;);jes. On
choisit comme perturbation fermée ¢, = ¢ + M.

Soit tg € St tel que f(ty) = 0. On va montrer que pour A > 0 assez petit, il existe
un voisinage de L x {to} est isolée en tant que sous-variété associative pour ¢,.
Choisissons des coordonnées sur S! telles que to = 0. En utilisant la dérivée donnée
par (2.6), on a 'estimation

#30x (2, 1) = x¢ + X ((at + O(t*))dt A RQ+ O(x)) + O(N?||(z, 1)]]),

ol x), est I’étoile de Hodge pour la métrique associée a ¢, et © = (z;); les coordonnées
normales. Plutét que la fonctionnelle F', on utilise ici

F(s,¢) = exp; ((exp; x)(w)) € T(Y, TMy)),
On obtient 'estimation
F(o, 7,05 = (—*do” — dr, xdxc” + aAt) + O(||s||* + N|o|| + N?[|s]]). (2.11)

On décompose ensuite la section s € ['(Y,v) en s = (0,7) € T'(L,NL) ® I'(L,R2),
ou NL est le fibré normal & L dans N. De plus, rappelons que ¢¥ € Q!(L,R) est la
1-forme duale a . On obtient alors I’estimation

F?(0,7,¢5) = (=AcY — aXdr, A7) + O(r),

avec r(o,7) = ||s||> + A(||o]| + ||d7||]) + A?||s||. Par la théorie de Hodge sur L,
on déduit de AT = O(r) qu'il existe t5 € R tel que 7 — to = O(r), si bien que
dr = O(||s||> + Mle|| + A?||s]|). De plus b'(L,R) = 0 donc Ac" = addr + O(r) et
lestimée dr impliquent ¥ = O(]|s||* + A||a|| + A?||s]]), et donc & = O(||7||* + N?||7]])
pour o et A assez petits. La méme estimée est valable pour les dérivées premiéres
et secondes de o ou *o. En revenant a 7, la derniére estimation et 1’équation (2.11)
donnent aAt = O(||7|]?) pour A assez petit (indépendamment de s). Quand A # 0,
ceci implique une contradiction si 7 est suffisamment petit et n’est pas la fonction
nulle.

Maintenant soit ty € St tel que f(ty) # 0. Le lemme suivant, présenté dans un cadre
un peu plus général, conclut la démonstation de la Proposition 2.4.5. [

Lemme 2.4.6 Soit Y une sous-variété associative d’une variété M équipée d’une
Go-structure ¢ fermée, telle que pres deY', My 4 est de dimension 1, et dimker D =1
sur'Y. Soit £ € T'(Y,v) un champ de vecteur non trivial appartenant a ker D et @ la
3-forme £xp € T(Y,A3T*M). Si 1) est une extension fermée de ¥ au voisinage de Y
et st ¢y = ¢ + A\, alors pour X\ # 0 assez petit l'espace de modules My 4, pres de'Y
est vide.

Démonstration. Par définition de ¢, et par le Lemma 2.3.4, la dérivée de F'(\,s) =
expl X4, (w) est d'indice 1 et surjective en (A = 0,5 = 0), si bien que le lieu d’an-
nulation de F' est localement lisse, de dimension 1 et contient My 4. Ces ensembles
doivent étre localement égaux, et le résultat s’ensuit. [ |
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Chapitre 3

Géométrie symplectique réelle

3.1 Hypersurfaces de Donaldson réelles

Soit (X, w) une variété compacte lisse symplectique. Supposons de plus qu'il existe un
fibré en droites complexes L équipé d’une métrique hermitienne h et d’une connexion
hermitienne de courbure égale & —iw. Quitte a perturber w dans 'espace 2-formes
fermées et quitte a prendre un multiple entier de w, la derniére hypothese est vérifiée.
On munit enfin X d’une structure presque complexe J compatible avec w, c¢’est-a-dire
que w(., J.) est une structure riemanienne. En 1996, S. K. Donaldson a démontré le
théoréme suivant.

Théoréme 3.1.1 ([18]) Il existe une suite de sections lisses (sy)ren de LZF telle que
pour k assez grand, le lieuw d’annulation H, de s, définisse une sous-variété lisse de

codimension réelle 2 et symplectique pour la restriction de w. De plus, [’espace tangent
de Hy est O(1/\/k)-proche d’étre J-complexe.

On suppose maintenant que (X, w) est équipé d’une structure réelle cx anti-symplectique,
On peut alors choisir la structure presque complexe J de sorte qu’elle vérifie dcy o J =
—J odcy. Par ailleurs, un fibré hermitien £ — X au-dessus de X est dit réel s’il est
muni d’une structure réelle cg relevant cx. Dans ce cas, une connnexion hermitienne
Vi est dite réelle si elle est covariante pour ’action naturelle de cx et cg. Enfin, une
section de F est dite réelle si cp 0 s = so cy.

Le théoréeme suivant est une version réelle du théoréeme de Donaldson. Il montre par
ailleurs qu’on peut construire des hypersurfaces réelles symplectiques possédant un
nombre raisonnable de composantes connexes.

Théoréme 3.1.2 (voir [29]) Soit (X,w,cx) une variété symplectique réelle et L —
X un fibré en droites complexes hermitien et réel muni d’une connexion hermitienne
réelle de courbure —iw. Alors

1. il existe une suite de sections lisses (sp)ren de L®F réelles, telle que pour k
assez grand, le lieu d’annulation Hy de s, définisse une sous-variété lisse de
codimension réelle 2 et symplectique.
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2. Pour toute suite réelle (s)y construite avec la méthode de Donaldson, il existe
une constante positive C' > 0, telle que le nombre de composantes connexes de

n

la partie réelle RHy, de Hy, soit inférieur & CVk .

3. Il est possible de choisir une suite (si), de sorte qu’il existe une constante stric-
tement positive € telle que pour k assez grand, RHj posséde au moins eV k"
composantes connezes.

4. Le méme résultat peut étre obtenu en imposant RH,;, = ().

3.1.1 La méthode de Donaldson

Rappelons briévement la fagon dont Donaldson a démontré le Théoréme 3.1.1.

Définition 3.1.3 ([18], [6]) Soit E un fibré hermitien sur X muni d’une courbure
Vg, et L un fibré en droites complexes muni d’une métrique hermitienne h et d’une
connexion hermitienne de courbure —iw. Une suite (sy), de sections de E ® L* est
asymptotiquement holomorphe s’il existe une constante C indépendante de k, telle
que pour tout k, [V%isy| < C, ou V = Vg + Vi, telle que sa dérivée est de norme
inférieure & C\V'k, et telle que sa dérivée seconde est de norme inférieure & Ck. La
suite (s)x est dite de plus e-transverse sur X s’il existe € > 0, tel que pour tout x tel
que |sp(x)| <€, la dérivée covariante Vsy(z) : T,X — (E ® LF), admet un inverse
droite de norme inférieure o (ev/k)™".

Le théoréme principal de [18], originellement démontré si £ = X x C, et généralisé
par D. Auroux dans [6] pour le cas général, est le suivant :

Théoréme 3.1.4 ([18], [6]) Soit E et L comme dans la définition 3.1.3. Pour toute
suite de sections (sy) asymptotiquement holomorphes de E @ L¥, et pour tout € > 0
fixé, alors il existe une constante n > 0, une suite de sections (3)r asymptotiquement
holomorphes, n-transverse pour k assez grand, avec |sy — 3i| < €, et |Vsp — V| <

Vk.

Rappelons les idées de la démonstration de ce théoréme dans le cas ou £ = X x C.
Pour tout réel D > 0 a priori fixé, il existe un recouvrement par "couleurs", c’est-
a-dire par des ensembles de boules de gi-taille égale & 1 et dont les centres sont
ge-distants d’au moins D. Ici, g, est la métrique renormalisée g, = gv/k. Le nombre
N de ces couleurs est en C'D?" et ne dépend pas de k. On perturbe en N étapes la
suite de sections (sy), par une somme pondérée de sections essentiellement localisées
au-dessus des centres des boules d'une couleur donnée. Plus précisément, ces sections
sont du méme modéle :

Lemme 3.1.5 (cf. aussi le Lemme 4.4.6) Soit v € X. Il existe une suite de sec-
tions (ok. )k asymptotiquement holomorphe satisfaisant les inégalités suivantes :

1. |oge| > gsur By, (2,1)
2. ’Uk,x‘cq S p(dk:(m’y))e_dk(m:y)Z
3. Oy @ un support inclus dans By, (x, k1/6) = B,(z, k*l/3)’

ou p est un polynome indépendant de k.

40



Les normes et la distance di sont calculées dans ce lemme pour la métrique gi. La
perturbation sur une couleur est faite de la facon suivante :

Sk — Sk + g WiOk,z;5

i€couleur

ou les x; sont les centres des boules de la couleur en question. A chaque étape, un
théoréme de Sard permet de choisir les constantes w; de facon a ce que la nouvelle
section devienne n-transverse sur la nouvelle couleur et le reste sur les anciennes,
mais pour un 77 de plus en plus petit. Le théoréme de Sard utilisé est quantitatif, ce
qui permet d’effectuer cette récurrence en un nombre d’étapes ne dépendant pas de
k. Donaldson montre qu’au terme de cette récurrence, on obtient une transversalité
uniforme sur X.

3.1.2 La version réelle

Théoréme 3.1.6 (voir [29]) Soit (X,w, cx) une variété symplectique compacte réelle,
et B et L des fibrés hermitiens et réels, munis de courbures réelles, telles que la cour-
bure de L soit égale & —iw. Pour toute suite de sections réelles (si)r et asymptoti-
quement holomorphes de E ® L*, et pour tout € > 0 fizé, alors il existe un n > 0,
une suite de sections réelles (8)r asymptotiquement holomorphe, n-transverse pour k
assez grand, avec |sy — 5| < ¢, et |Vsy — V| < eVk.

Démonstration. Nous donnons le principe de la démonstration pour le cas E =
X x C. On peut choisir un recouvrement de X par des boules invariantes par cx, de
sorte que si I'une d’entre elle touche RX, elle est invariante par cx. De plus, quitte
a choisir pour les boules touchant RX des boules B, , avec r assez grand, on peut
supposer que les sections réelles

~ - Ok,x + /{<0-k,ac)
Okx =
2
sont de normes uniformément minorées sur les boules du recouvrement.

Lors de la transversalisation sur une boule d'une couleur donnée, si I’'on perturbe
la section s par woy,, on perd le caractere réel de la section, puisque w n’a pas
de raison d’étre réel. Nous avons donc besoin d'un raffinement du théoréeme de Sard
quantitatif présent dans [18] :

Proposition 3.1.7 (voir [29]) Il existe un entier p et 5o > 0, tels que pour tout
0 <6 < by, si o= dlog(61)7P, et f une fonction compleze définie sur la boule
B(0, 15) C C™ vérifiant

|f| <1 ’af|C’1 <o,

alors il existe une constante w € R, avec |w| < §, et f —w est o-transverse sur la
boule unité de C™.

Notons que la seule différence avec la proposition de [18] est que I'on peut choisir w
réel. L’affirmation 1. du Théoréeme 3.1.2 s’ensuit aisément. |
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Démonstration de la Proposition 3.1.7. La preuve suit jusqu’au dernier moment
la preuve donnée par [18]. L’application f vérifiant |0f| < o peut étre C'-approchée
par une application holomorphe f sur la boule unité, et erreur est inférieure a un
multiple (borné) de o. Ensuite il est possible de C'-approcher f de o par un poly-
néme complexe g de degré inférieur ou égal a C'log(6~!), ot C est une constante ne
dépendant que de la boule. Pour toute fonction complexe h, soit

Yh,e = {Z € Ban |da:h| < 6}7

et Zy. le e-voisinage tubulaire de f(Y} ). Nous avons l'inclusion : Z¢, C Z; ., OU
¢ est une constante de structure. Si 'on trouve un réel w dans un disque de taille o
évitant Z(g, co), alors on a prouvé la proposition. Rappelons la

Proposition 3.1.8 ([18]) Soit P un polynéme de R™ dans R, tel que 1 soit une
valeur régulicre de P sur B™, ainsi que de la restriction de P sur S™'. Alors le
nombre de composantes du sous-niveau {P < 1} ainsi que leur diameétre (pour la
métrique induite) sont p—bornés.

On dit qu’'une quantité associée a& un polynome est p-bornée si elle est majorée par
une puissance du degré du polynéme. Aprés une infime perturbation de g, appliquons
la proposition précédente au polynéome réel |0g/co|?, qui est de degré C'log(o™1), on
C' est une nouvelle constante de structure. Le diamétre pour la métrique ambiante de
I'image d’une composante de Yy ., est majoré par C'o log(c~!)P, ou p est la puissance
donnée par la proposition. Le voisinage o-tubulaire de Z; ., est donc contenu dans
une réunion de log(o~1)? disques de rayons égaux a o log(c~!)? 4 0. Ce dernier ajout
de o ne change rien, et on peut 'oublier. L’intersection de I’ensemble prohibé avec R
recouvre donc au plus une longueur de o log(c!)?. Si le rayon ¢ du disque est par
exemple o log(oc™1)3P ) il reste encore beaucoup de place pour trouver un w réel dans
le complémentaire de Z, ., dans [—9, §]. On obtient alors la proposition, en effectuant
un changement de variables comme dans [18]. |

3.1.3 Composantes de la partie réelle

Nous montrons dans ce pararagraphe l'existence d’une hypersurface réelle H;, dont la
partie réelle RH, = Hp N RX contient au moins VEk composantes connexes a une
constante indépendante de k pres.

Démonstration de I’assertion 3. du Théoréme 3.1.2 . Soit f : 3B*" — C une
fonction holomorphe et réelle, non singuliére, et telle que la partie réelle de son lieu
d’annulation soit incluse dans la boule unité. Un exemple est

f(zl,-~-,zn):zf+-~~+zg—1.

Dans ce modéle local de forme symplectique wy = dd¢|z|?, ott d° = (0 — 9), on choisit
le fibré trivial L = 3B x C muni de la métrique hermitienne |1, = e 1*I°. La dérivée
covariante hermitienne V1 = —29|z|? rend la section 1 holomorphe, et sa courbure
est égale & —iwy. On constate alors que la suite de sections de L*

7e(2) = f(zVk)
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est holomorphe et réelle pour les conjugaisons sur C" et L. En 'amputant par une
fonction plateau valant 1 sur 2B et a support dans 3B, cette suite reste asymptotique-
ment holomorphe. De plus, elle est uniformément e-transverse pour un € donné sur 2B.

Il est facile de rappatrier ce modéle sur un point z de RX en une suite de sections
asymptotiquement holomorphe et e—transverse sur une boule de gg-taille 1. De plus,
cette section décroit en e*kdiSt("z)z, si bien qu’en choisissant un réseau de points (x;);
sur RX a distance D/ V'k les uns des autres, pour D assez grand indépendant de k la
somme de toutes ces sections reste asymptotiquement holomorphe et transverse sur
chacune de ces boules B; associées a ;. Aprés perturbation par le Théoréme 3.1.6, les
composantes sans bord dans les boules B; sont perturbées légérement, si bien qu’elles
recélent chacune au moins une composante. Le volume de chaque boule dans RX
étant de 'ordre de 1/ NS , on peut placer au moins cp VE" boules gr-distantes de D.
Au total, il y a au moins €p VE" composantes de Hy, avec ep ne dépendant pas de k.
|

Remarque 3.1.9 La démonstration précédente montre si f est une fonction réelle
analytique sur B™ C R™ non singuliere et telle que f~1(0) ne touche pas le bord de B,
alors il existe € > 0 et une suite (Hy) d’hypersurfaces de Donaldson réelles telles que
pour tout i € {0,--- ,n — 1},

dim H;(Hy,R) > eVk dim H;(f71(0),R). (3.1)

Démonstration des assertion 2. et 4. du Théoréme 3.1.6. D’aprés [6], les
hypersurfaces de Donaldson sont triviales & une échelle 1/ Vk, ol ) est une constante
indépendante de k. Au maximum, on a donc une composante par gg-boule, dont le vo-
lume dans RX est de 'ordre de k", ce qui démontre I’assertion 2. du Théoréme 3.1.2.

Si 'on ne veut aucune composante, on utilise le résultat de [8], ou les auteurs ont
construit pour tout lagrangien L. C X des sections asymptotiquement holomorphes de
norme uniformément minorée sur L. Ici, on choisit L = RX et une version localement
réelle du résultat mentionné donnée par Auroux, V. Munoz et F. Presas dans [7].
Ensuite, on perturbe la suite obtenue, a 1’aide du Théoréme 3.1.6 en une suite de
sections réelles et transverses, ne s’annulant pas sur RX. [ |

3.2 Pinceaux de Lefschetz

Rappelons que si la dimension de X est 2n, un systéme de coordonnées complexes
(21,7, 2,) centrées en un point x est dit adapté si la forme symplectique w est
(1,1) et strictement positive au point x pour la structure complexe induite par ces
coordonnées.

Définition 3.2.1 Un pinceau de Lefschetz symplectique associé a une variété sym-
plectique (X, w) est la donnée de :

(i) Une sous-variété symplectique N de codimension réelle 4.

(ii) Une application surjective F : X — N — P!
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(11i) Un nombre fini de points A C M — N en dehors desquels F' est une submersion.
De plus, ces données vérifient les modéles locaur suivants :

(iv) Pour tout point p € N, il existe une carte adaptée (21, - ,z,) pour laquelle la
sous-variété N a pour équation locale {z1 = zo = 0} et telle que F' = z5/2.
(v) Pour tout point p € A, il existe une carte adaptée (z1,--- ,z,) dans laquelle F

séerit F(2) =224 -+ 22 +c.
Enfin, si (X,w) est munie d’une structure réelle ¢, on dira que le pinceau est réel si

F=Foc
Le théoréme principal de [19] est le suivant :

Théoréme 3.2.2 (/19]) Soit (X,w) une variété symplectique compacte telle que la
classe de cohomologie [w] soit entiére. Alors pour k assez grand, il existe un pinceau
de Lefschetz dont les fibres sont Poincaré duales de k|w].

Nous démontrons dans la deuxiéme partie de cet article que ce théoreme s’adapte
dans le cas réel :

Théoréme 3.2.3 (Voir [29]) Soit (X, w, c) une variété symplectique réelle, telle que
w soit entiere. Alors il existe un pinceau de Lefschetz réel.

Démonstration. La démonstration suit celle de Donaldson donnée par [19]. Les
problémes apparaissent prés de RX. Dans un gi-voisinage de RX, nous utilisons les
résultats de |7]. Dans une zone plus large mais a distance petite de RX, les sections
interférent et il faut utiliser les résultats d’Auroux présents dans [6] et adaptés a notre
situation. |
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Chapitre 4

(Géomeétrie réelle aléatoire

4.1 Introduction

En 1876, dans larticle [38], A. Harnack démontre que le nombre de composantes
connexes d'une courbe algébrique réelle de degré d dans RP? n’excéde pas le genre
complexe de la courbe plus un, soit 3(d — 1)(d — 2) + 1. Harnack montre par ailleurs
qu’en tout degré, il existe une courbe dont le nombre de composantes est maximal.
Maintenant, si le polynéme dont la courbe est le lieu d’annulation est pris au ha-
sard, quelle est la probabilité que cette derniére soit maximale ? Ce type de question
touchant a la topologie des zéros de polynomes aléatoires a commencgé a étre soulevé
pour les racines de polynomes d'une variable réelle dans les années trente. En 1943,
M. Kac dans [44] démontre que si les coefficients d’un polynéme p d’une variable
réelle de degré d sont choisis au hasard selon des lois gaussiennes centrées, identiques
et indépendantes, le nombre moyen de zéros réels de p est équivalent a %logd quand
d tend vers I'infini. En 1993, E. Kostlan démontre dans [45] que si 'on choisit une
autre mesure, naturelle du point de vue géométrique (cf. ci-dessous), alors ce nombre
moyen est précisément v/d, et ceci en tout degré. M. Schub et S. Smale obtiennent
indépendamment le méme résultat la méme année, voir [66].

En 1999, S. S. Podkorytov donne dans [58] la caractéristique d’Euler moyenne d’une
hypersurface algébrique réelle aléatoire de RP™, pour n impair. La mesure de proba-
bilité choisie pour le polynéme définissant I’hypersurface est de la méme nature que
celle choisie en dimension 1 par Kostlan. Cette caractéristique moyenne est équiva-
lente a (_1)%1%\/311 quand d tend vers 'infini, ot d est le degré du polynéme. La
constante ¢, est strictement positive et équivalente a %ﬁ quand n tend vers l'infini.
Plus récemment, F. Nazarov et M. Sodin ont montré dans [56] que le nombre moyen
de composantes du lieu d’annulation d’une harmonique sphérique de grand degré sur
la sphére ronde S? € R? est en d?, pour une mesure d’esprit différent de celle de
Kostlan. De plus, P. Sarnak et I. Wigman ont annoncé qu’avec la mesure de type
Kostlan, le nombre moyen de composantes d’une courbe algébrique réelle est majorée

par une constante fois son degré.

Dans ce chapitre, nous présentons trois résultats obtenus en collaboration avec Jean-
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Yves Welschinger dans ce domaine. Le premier théoréme montre que les courbes
maximales deviennent exponentiellement rares quand leur degré augmente. Le second
théoréme montre que la somme moyenne des nombres de Betti d’une hypersurface
aléatoire de degré d dans une variété projective réelle de dimension n est un o(d"), et
méme un O(dlog®d) si n = 2. Le troisiéme théoréme majore chaque nombre moyen
de Betti par ei,n\/E” , avec une constante e;, en provenance directe du monde des
matrices aléatoires.

Pour ces résultats, nous nous sommes inspirés des trés nombreux résultats de B. Shiff-
man et S. Zelditch et leurs collaborateurs, & commencer par leur premier article [61]
sur les hypersurfaces algébriques complexes aléatoires. Le point crucial de leur point
de vue est que leurs résultats sont valables dans des variétés projectives quelconques,
et pas seulement pour des géométries et des métriques particulieres. Par exemple, les
théorémes de [61], [63], [64] concernent 1'équidistribution des hypersurfaces complexes
aléatoires (pour la mesure de type Kostlan) dans une variété projective donnée, et
méme la loi asymptote de cette répartition. Par ailleurs, B. Macdonald a établi dans
[50] des théorémes équivalents pour des lieux d’annulation de polynomes réels, voir
également 'article [17] de T.-C. Dinh et N. Sibony.

Dans cet esprit, le Théoréme 4.3.1 de la premiére section de ce chapitre repose sur
un théoréme d’équidistribution hors de la partie réelle pour des hypersurfaces réelles.
Nous y démontrons plus particuliérement une estimation de moments (voir la Propo-
sition 4.3.4) qui implique, en relation avec le théoréme de de Thélin sur les courants
laminaires dans C?, la raréfaction exponentielle des courbes maximales.

Dans les preuves des Théorémes 4.4.1 et 4.5.1 ci-dessous, nous démontrons des résul-
tats intermédiaires d’équirépartition de points critiques, en 'occurence les Théorémes
4.4.2 et 4.5.7. La statistique de points critiques est depuis quelques années un sujet
actif de recherche. Par exemple, Douglas, Shifman et Zelditch étudient dans [20] et
[21] les points critiques d’une section aléatoire d'un fibré trés ample. Macdonald dans
[51] a démontré des résultats équivalents en réel, dans R™. A. Auffinger, G. Ben Arous
et J. Cerny abordent dans [5] un probléme similaire, celui d’une fonction de Morse
aléatoire sur la sphére euclidienne de grande dimension. Dans la direction de notre
Théoréme 4.4.2, J.-P. Dedieu et G. Malajovich ont majoré par O(\/En ) le nombre
moyen de points critiques d’'un polyndéme aléatoire de degré d en n variables, voir
[15]. Ils ont également utilisé les résultats de G. Ben Arous et A. Guionnet présents
dans [10] pour montrer que la part des minimums locaux dans les points critiques du
polynome aléatoire décroit comme e~ P avec £ > 0.

4.2 Notations

Soit X une une variété complexe compacte lisse de dimension n, ainsi que L — X un
fibré holomorphe sur X, muni d’une métrique hermitienne s de courbure w strictement
positive, et dx une forme volume normalisée. Dans les sections 4.3 et 4.4, cette forme
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. . N . n v , .
est induite par w, c’est-a-dire que dx = ﬁ La condition de courbure s’écrit
X

1 _
= —00logh 4.1
w = 5—00log (e,e), (4.1)
ou e est une trivialisation holomorphe locale de L. Cette structure de Kéhler définit
ainsi une métrique g par g(.,.) = w(.,i.). Pour tout d € N, on note H°(X, L?) I’espace
des sections holomorphes du fibré L®¢. Cet espace hérite de (L, h,w, dz) d’un produit
hermitien L? naturel (,) :

Vo,r € H'(X, LY, (0,7) = / he(o, T)dx, (4.2)

ot h? est la métrique naturelle sur L? induite par h. L’espace H°(X, L?) bénéficie
également d’une mesure de Gauss associée dy :

1
YU ¢ H(X,LY), w(U) = Pr(c € U) = T/ e 7P go, (4.3)
U

™

ott ||.]| est la norme sur H°(X, L?) associée au produit hermitien (, ), do est la mesure
de Lebesgue et Ny la dimension de H°(X,L%). La mesure du est ainsi une mesure
probabilité. Pour toute section o € H°(X, L%) générique, le lieu d’annulation de o est
une hypersurface C, holomorphe lisse.

Remarque 4.2.1 Dans le cas ot (X,w) = (CP",wpg) et (L,h) = (O(1), hrs), les
polyndmes homogenes ( (ntd)! Xgo o -X,{”)

ol ! Y
pour le produit L? associé a la forme et a la métrique de Fubini-Study wpg et hpg.

_y forment une base orthonormée
-

Dans ce chapitre, (X, cx) désignera une variété complexe compacte lisse munie d’'une
structure réelle cx, c’est-a-dire d’une involution antiholomorphe sur X. On notera n
sa dimension complexe, et RX la partie réelle de X, soit I’ensemble des points fixes
de cx. On sait que RX est une sous-variété lagrangienne de X, si RX est non vide.
On supposera de plus que le fibré L est muni d’une structure réelle ¢; compatible
avec cx. On choisit la métrique hermitienne h réelle, c’est-a-dire que cz_h = hocy.
Ainsi, la structure de Kéhler donnée par w vérifie ciw = —w.

Pour tout d € N, on note RH?(X, L) = {0 € H°(X, L), c 00 = cocx} I'espace des
sections réelles du fibré L®?, i.e. 'ensemble des sections holomorphes covariantes pour
les structures réelles. Le produit hermitien L? naturel {, ) sur H°(X, L?) se restreint
en un produit scalaire sur RH?(X, L9).

Remarque 4.2.2 Notons ici que ['on intégre sur tout X et pas sur RX. Les proba-
bilités calculées en intégrant sur RX ou une sous-variété changent radicalement, voir
[62] par exemple pour une intégration sur le bord d’un ouvert de C.

La mesure de Gauss associée dug est définie par :

YU c RHY(X, LY, pr(U) = Pr(c € U) =

1 2
\/W/Uelgl do. (4.4)
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Pour toute section 0 € RHY(X, L) générique, le lieu d’annulation de o est une
hypersurface C, holomorphe lisse invariante par cx, et sa partie réelle RC, = C,NRX
est une hypersurface réelle lisse de RX. Pour tout ¢ € {0,--- ,n — 1}, on note b;(0)
i-éme nombre de Betti a coefficients réels. En particulier, by(c) est le nombre de
composantes connexes de RC,.

4.3 Raréfaction des courbes maximales

4.3.1 Le théoréme et 1’idée de sa démonstration

Dans cette partie, nous allons présenter le résultat suivant :

Théoréme 4.3.1 (voir [31]) Soit (X, cx) une surface complexe compacte lisse mu-
nie d’une structure réelle ainsi que d’un fibré holomorphe en droites L — X ample,
hermitien et réel, de courbure strictement positive w. Soit a > 0. Alors il existe deux
constantes C' et D strictement positives telles que

1
Vd € N*, Pr (0 e RH"(X, L) |bo(0) > d*L.L - ad) < CeDd

ot la mesure de probabilité utilisée est donnée par (4.4).

En d’autres termes, les courbes maximales se raréfient exponentiellement vite quand
leur degré augmente.

Remarque 4.3.2 On peut en fait démontrer plus : pour tout suite d’entiers a(d)
telle que a(d) (d), il eziste deux constantes strictement positives C et D, telles

que Pr (bo(a) > LdPL? — &(d)d) < Ca(d)* exp(—Dﬁ).
Voici I'idée de la preuve de ce théoréeme. Pour a > 0, désignons par M, le sous-espace
1
M, ={0 e RH*(X, L) | by(c) > 5CFL? — ad.

Le lieu d’annulation C, d’un élément ¢ € M, posséde une topologie presque triviale
en dehors de RX. Plus précisément, si B est une boule fermée dans X \ RX le genre
de Cyjp est un O(d), puisque le genre de la courbe C, est 2(d*L.L—dL.c;(X)+2). En
particulier, une courbe maximale est formée de la réunion d’un disque a trous, dont les
composantes de bord sont incluses dans RX, et de son conjugué. Le théoréme suivant
de H. de Thélin montre que le courant d’intégration formé par I'une de ces courbes
presque maximales dans une boule d’adhérence incluse dans X \ RX reste dans un
ensemble bien particulier de courants (1,1), positifs et fermés, celui des courants dits
laminaires.

Théoréme 4.3.3 ([14]) Soit (Cq)aen une suite de courbes holomorphes lisses dans
la boule unité de C?, telle que pour tout d, le genre de la courbe Cy est majoré par
laire de Cy a une constante pres indépendante de d. Alors toute limite T du courant
d’intégration renormalisé [Cy]/Aire(Cy) est laminaire, ¢’est-a-dire qu’il existe un en-
semble mesurable (A,da) ainsi qu’une famille (Dg,)aca de disques holomorphes, tels
que pour tout a,a’ € A, Uintersection D, N Dy est vide ou ouverte dans D, et D,

et T = [ _,[Ddlda.
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En particulier, on peut montrer (voir [31]) que la forme de Kéhler w n’est pas la-
minaire. Or, & la suite de larticle [61] de B. Shiffman et S. Zelditch, on sait qu’en
moyenne, le courant d’intégration renormalisé d’une hypersurface algébrique complexe
vaut asymptotiquement w quand d tend vers I'infini, et que la variance de cette va-
riable aléatoire tend vers zéro avec d. Par conséquent, le courant d’intégration formé
par une courbe complexe aléatoire de grand degré reste en général loin des courants
laminaires. Nous allons voir d’une part que pour des courbes holomorphes réelles et
la mesure de probabilité ur donnée par (4.4), ce résultat est valable a l'extérieur de
RX. Nous verrons d’autre part que tous les moments associés a ces courbes aléatoires
sont adéquatement majorés. Il s’ensuit par une astuce classique en probabilité que le
volume des courbes maximales décroit exponentiellement vite avec le degré.

4.3.2 Démonstration du théoréme

Précisions ces idées. Pour o € H°(X, L?), considérons le courant d’intégration renor-

malisé ]
Zy, = =|C,].
oA

Fixons de plus, pour tout d, (S, - -, Sx,) une base orthonormée de RH°(X, L?). On
sait que pour d assez grand, ’application de Kodaira

dy: X — CPN
z = [So(z) - Sn,(2)]

est un plongement. De plus, Tian a démontré dans [69] que

1 1
—-®lwps =w + O(=
d d FS (d)7
ol wrg est la forme de Fubini-Study sur ’espace projectif. La proposition suivante
majore les moments de la variable aléatoire (7, — éCI)*wFS, X), ot x : X — R est une
fonction test.

Proposition 4.3.4 Si x est a support dans X \RX, alors il existe une constante C,
dépendant de x telle que pour tout m > 1 et pour tout d assez grand,

C m
B (12, - wrs )M < (5)

ot espérance E est calculée pour la mesure ug sur RH(X, L%).

Avant de donner la démonstration de cette proposition, expliquons comment elle
implique le Théoréme 4.3.1. Grace a 'astuce de Markov et la Proposition 4.3.4, on

peut montrer que pour tout A > 0 et tout d > 1,
oA
ACy
1— =

1
Pr(c e RHY(X, LY [ (Z, — =®jwrs, X)| > 1) < (4.5)

d
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En choisissant A = d/(2C}), on obtient que cette probabilité décroit exponentielle-
ment vite avec d.

Maintenant, fixons une boule B incluse dans X \ RX. D’aprés le Théoréme 4.3.3, wyp
n’appartient pas a 'adhérence de ’ensemble des courants d’intégration formés par la
restriction a B des courbes de M, puisque le genre de Cyp est majoré par ad, donc
par laire de C,. Par conséquent, il existe une fonction test y a support dans B, telle
que pour toute section o € My, |(Z4 —w, x)| > 2. D’apreés le résultat de Tian, pour
d assez grand, cette estimation implique que [(Z; — éq)jles, x)| > 1. En appliquant
la majoration (4.5), on en déduit le résultat.

Démonstration de la Proposition 4.3.4. La relation de Poincaré-Lelong permet
de traiter analytiquement le courant Z,. Si f est une fonction holomorphe locale
définissante de C,, alors

i -
Z, = —001 .
— og | f|

Par conséquent,

1 i o5 llo]]?
ZO’ - _(I)ZWFS = 5 _ 3 IOg —Nd
d 2md > 11512

ot les normes sont induites par h sur L?. Le m-iéme moment s’écrit donc

Py llo ]| m
—00x log ———(x)dx| dug(o).
/RHO(X,Ld) /X7Td vadoHSiHQ( ) r(0)

Par I'inégalité de Holder, I'inversion des signes intégraux et l'invariance de la mesure
dug par le groupe orthogonal, on obtient une majoration du m-iéme moment par une
intégrale ne portant plus que sur deux variables :

C/ m . 2 )
(—X) sup /2 }log (|a0 + ioir () )‘me"“l dagday,
R

d x€Support(x) 1+ T('I)Q

our(z) € Resttel que [1:4r(z):0:---:0] est dans l'orbite de [Sp : Sy : -+ : Sn,](2)
pour I'action du groupe orthogonal, ce qui fait de r(x) la distance de ®4(x) & RPN,
Apres quelques calculs, on trouve

"

B (12, - @ors )" < mt () (1= M)
ou C’;’ est une constante et

_Ix¥ S@ll
= 152()l

Or il s’avére que I14(x) est la valeur du noyau de Bergman normalisé en (z, ) puisque
les sections \S; sont choisies réelles, voir Definition (23) de I'article [63]. Si x n’est pas
réel, ce noyau s’effondre avec une vitesse e~ M) avec a > 0 uniforme, voir par
exemple la Proposition 2.1 de [65]. Cette décroissance est uniforme sur le compact K
de X \ RX, ce qui conclut la démonstration de la proposition. [ |

Hd(l')
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Remarque 4.3.5 On peut aussi démontrer Ueffondrement de I1,(x) hors de RX sans
utiliser la technologie de Zelditch pour le noyau de Bergman expliquée dans [70] et
utilisée dans [65]. En effet, soit g la section pic centrées sur x fournie par les lemmes
4.4.6 et 4.4.7. D’apres la fin du Lemme 4.4.6, cette section est asymptotiquement
orthogonale au sous-espace des sections s’annulant en x. De plus, sa norme décroit
exponentiellement vite avec d en tout point a distance fize non nulle de x. Il s’ensuit
directement que I1,(x) posseéde la décroissance annoncée en tout x non réel.

4.4 Nombre total de Betti moyen

La variété (X, w, cx) est dorénavant une variété projective réelle quelconque, de di-
mension complexe n, et L — X un fibré en droites holomorphe, réel et hermitien
de courbure w. Nous cherchons maintenant, pour tout i € {0,--- ,n — 1}, & majorer
I’espérance

E(bl) = / bz-(RC'U)d,uR(U),
c€RHO(X,L%)

ou bien la somme de ces nombres E(b,) = >, E(b;). Dans cette partie, les nombres
de Betti seront toujours a coefficients dans Z/27Z.

Théoréme 4.4.1 (voir [33]) Soit X comme ci-dessus. Alors E(b.) = o(d"). Sin =
2, on a E(by) = O(d(log d)?).

Démonstration. L’idée de la démonstration est la suivante. Nous avons d’abord
fix¢ un pinceau de Lefschetz p : X --» CP!, et défini v(o) la distribution sur X
des points critiques de la restriction pjc, de p a une hypersurface aléatoire C,, ou
o € RH°(X, L%). Cette distribution est définie par

vie)= Y. 6, (4.6)

z€Crit(p|c, )

ou J, est la distribution de Dirac associée & x. Nous avons alors démontré le résultat
d’équidistribution suivant :

Théoréme 4.4.2 (voir [33]) La moyenne E(v) = fgeRHO(X L4y v(o)dur(o) vérifie

E(w) ~ d /X W) dz

d—o0

faiblement sur X \ RX et en dehors de l’ensemble Crit(p) des points critiques de p.

w™

Rappelons que dxr = Town est la forme de volume normalisée sur X associée a w.
X

Remarque 4.4.3 Dans le cas ou X n’est pas pourvue de structure réelle, on obtient
le méme résultat d’équidistribution des points critiques de la restriction de p a une
hypersurface complexe aléatoire, voir le Théoréeme 3 de [33]. Cette fois, l’espérance
est relative a la mesure complexe (4.3).
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D’un point de vue global, des calculs topologiques donnent 'estimation suivante du
nombre total de points critiques de p;c, pour une section o donnée.

Proposition 4.4.4 (voir [33]) Soit 0 € H°(X, L?). Alors le nombre de points cri-
tiques de pic, est équivalent a d”(fX w") quand d tend vers l'infini.

Le Théoréme 4.4.1 se déduit de la Proposition 4.4.4 conjuguée au Théoréeme 4.4.2 de
la fagon suivante. Soit € > 0 fixé, et

x: X\ (RX UCrit(p)) — [0,1]

une fonction plateau, choisie de sorte que Vol(x (1)) > 1 — e. Le nombre moyen
de points critiques de prc, est inférieur au nombre nombre total de points critiques
moins la valeur moyenne de (v, x), ce qui par la Proposition 4.4.4 et le Théoréme 4.4.2
est plus petit que e( [, w™)d" + o(d"). Ceci étant valable pour tout €, on en déduit
que ce nombre est un o(d"). Si pjre, était a valeurs dans R et de Morse, alors la
majoration du nombre total de Betti s’ensuivrait.

Dans le cas général, il faut estimer la topologie de 'intersection de RC, avec une fibre
F' donnée de p, par exemple la fibre au-dessus de 'infini. En utilisant la théorie de
Morse et Mayer-Victoris, on obtient 1’inégalité suivante :

b.(RC,) < 4b.(RF NRC,) + #Crit(pre, )-
Par 'inégalité de Thom-Smith, on a de plus
b(RFNRC,) <b.(FNCy,). (4.7)

Enfin, le lemme suivant permet de majorer, en choisissant X = F'et L = L, le terme
de droite de I'inégalité (4.7) par O(d"!). Ceci achéve I'esquisse de démonstration du
Théoréme 4.4.1. [}

Lemme 4.4.5 (voir [33]) Soit L un fibré en droites ample au-dessus d’une variété
projective X compacte de dimension n. Soit o € H°(X, L%) s’annulant transversale-

ment. Alors
b(Cy) ~ ( / W)
X

d—o0
Démonstration. La formule d’adjonction s’écrit
c(TX)c, = c(TCy) Nc(NCy)

ou NC, désigne le fibré normal & C,. On obtient facilement

n

n(Co) = (D (L) Ao k(X
k=0
On en déduit donc que la caractéristique d’Euler de C,, est équivalente & (—1)"d" ¢y (L)
quand d tend vers l'infini. Ensuite, le théoréme hyperplan de Lefschetz montre que

tous les nombres de Betti hormis le n-iéme b,(C,) restent bornés quand d tend vers
I'infini. D’ou le résultat. |
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Démonstration de la Proposition 4.4.4. On suppose d’abord que p : C; — CP!
est une fibration de Lefschetz. Si I'on retire a C, la fibre Fyy au-dessus de zéro et celle
au-dessus de I'infini, 'application |p|? est de Morse et d’indice toujours égal a n aux
points critiques. Par la théorie de Morse et ’additivité de la caractéristique d’Euler,
on obtient
X(Co) = 2x(Fo N Co) + (=1)"#Crit(pc,)-

La conclusion découle du Lemme 4.4.5 appliqué a FyNC, et a C,, ainsi que du théo-
réme hyperplan de Lefschetz. Le cas d'un pinceau de Lefschetz se traite en remarquant
que la caractéristique d’Euler de I'éclaté de C, est égale a celle de C, plus celle de

son intersection avec le lieu base. Cette derniére est O(d"~?) d’aprés le Lemme 4.4.5.
|

Nous passons maintenant a la démonstration du Théoréme 4.4.2, qui exprime 1’équi-
distribution des points critiques de la restriction d’un pinceau de Lefschetz a une
hypersurface aléatoire réelle en dehors de RX et des points critiques de p.

Démonstration du Théoréme 4.4.2. Soit U C X une petite boule hors du lieu
critique de p et du lieu base, et 0 € RH?(X, L%). Si U est assez petite, le fibré
hyperplan formé par K = kerdp est trivial, et on peut trouver (vy,---,v,-1) un
champ de vecteurs holomorphes formant en tout point une base de K. Si e est une
trivialisation sur U de L et o = fe?, alors les points critiques p|c, sont déterminés
par le lieu commun d’annulation de f et de df(v;), ¢ = 1,---n — 1. La distribution
v(o) donnée par (4.6) peut étre localement exprimée, grace a la formule de Poincaré-
Martinelli donnée dans [36], par
i

v(0) = (5

ou Ay = log (|f|*+ St |df (v;)|?). Pour le calcul de la moyenne E(v), nous échange-
rons par Fubini l'intégrale sur RH?(X, L9) et celle sur U C X \ RX. Mais telle quelle,
la fonction Ay et ses dérivées ne sont pas adaptées a I'intégration sur RH?(X, L?) en
un point particulier x de U. Nous utilisons le fait que pour tout = € X fixé, il existe
un début de base asymptotiquement orthogonale de RH?(X, L?) adaptée a z.

Lemme 4.4.6 (|69], Lemma 1.2 et Lemma 3.1) Soit (L, h) un fibré holomorphe
hermitien en droites complexes de courbure strictement positive w au-dessus d’une
variété projective lisse compacte X. Soit x € X, (p1,-+ ,pn) € N" et p/ > p; +
o+ pp. Alors il existe dy € N tel que pour tout d > dy, le fibré L? posséde une
section holomorphe globale o satisfaisant fX h(o,0)dx = 1 pour la forme volume

)" (002)",

_ 1 n
dr = T et
/ 1o, 0)dz = O(—=). (4.8)
X\B(z, 28) d
De plus, si (x1,--- ,x,) sont des coordonnées locales dans le voisinage de x, telles
{0/0x1,--- ,0/0x,} est une base orthonormée de T, X, on peut supposer que dans un

voisinage de x,

1
d2p/ )) )

0'(1'1, U 7In) = A(Ijl’l T ‘Tﬁn + O(|x|2p/))€d<1 + O(
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ol

V= /( Jogd |28 - abe Phd (e, o) d

et e est une trivialisation locale de L dont le potentz'el ® = —logh(e,e) atteint un
mazximum en x avec une hessienne égale & Tw(.,1.). De plus, le produit L? de deux
sections différentes construites ainsi est un O(1/d). Enfin, si (X,cx) possede une
structure réelle et si L est réel, on peut choisir ces sections réelles.

Concrétement, voici les développements de Taylor des sections ainsi construites pour
p' =3 et |p| < 2. Ce seront les seuls cas qui nous intéresserons par la suite.

Lemme 4.4.7 Soit 0y la section associée a p = 0, o; la section associée a p; = 1 et
pi =0 sii# j, et oy la section associée a py, =p =1 etp; =0 sij ¢ {k,1}. Ona
les estimations suivantes :

oo(y) =
\V/] € {17"' 7n}70j(y) =

Vk,l € {1, ,n},k‘ % l,O'k’l<y) =

o+ O8l1%) () (1 4+ O(5)).
Mg+ O(llyl[®))e(y) (1 + O(=)).
Nawesn + Oyl ) (14 O()),

A(2,0) yk+0 [yl )) ( )(1+O(

(
(
(
ke {1, n}only) = (

avec, si 0y, désigne [, c1(L)" le degré de L,

, 1
b o= VB = VAV

1 1
m —— A1) =70 et lm ———\p ul
d—

d—o0 \/En+2

Remarque 4.4.8 Dans le cas ot (X,w) = (CP",wpg) et (L,h) = (O(1),hps), les

polynémes homogeénes (, / n,(;jd;;,Xéo = -Xgn)zjk:d
marque 4.2.1) une base orthonormée de H°(X,L?), mais elles sont également des
sections pics associées a 0, dans les coordonnées x; = X;/Xo. L’absence de \/7 dans
provient du fait que dans le Lemme 4.4.7, les dérivées des coordonnées y; sont or-
thonormées en 0 pour la métrique g = w(.,i.), ce qui n'est pas le cas pour les x;.
En un autre point x de CP", on utilise le groupe unitaire pour trouver une base de
polyndomes-pics centrés sur x. Notons que pour x € RP™, les sections obtenues sont

réelles, puisqu’on aura alors utilisé ’action du groupe orthogonal.

forment non seulement (cf. la Re-

Six € U est fixé, soit gy la fonction pic de Hérmander définie dans le Lemme 4.4.7.
Dans cette trivialisation, la section aléatoire 0 € RH®(X, L?) définie prés de z est

fo= fs—z = fe 9=, En définissant

n—1

Ao = log (|fo* + D ldfu(vi) + f209:(v)[),

=1
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on a l'égalité Ay = Rg,+A,, ainsi que Ay (z) = —log ||e?||(z) + A, (z) et DNy = DN,
En utilisant I’équation de courbure (4.1) et Stokes, on obtient, pour tout fonction test
X : X — R,

E(w(o).x) = d" /X "

n—1 .
1 = = el
+Z(%)n ’“d’“/ 88)(/\wk/\/ X () (00N dp(a).
k=0 zeX R

HO(X,L4)

Il suffit donc, afin de démontrer le Théoréme 4.4.1, que pour tout k € {0,--- ,n— 1},
et pour tout compact K inclus dans X \ RX

sup/ [ A2(0ON)¥||dpg (0) = o(d*). (4.9)
RHO(X,L4)

zeK

Obtenir I'estimation (4.9) est technique. Sans rentrer dans les détails pénibles, don-
nons quelques éléments sur lesquels les estimations s’appuyent les calculs. D’abord
remarquons que l'intégrand ne dépend pas des dérivées d’ordre 3 ou plus de f,, ce
qui réduit l'intégration a l'orthogonal du sous-espace de RH®(X, L?) formé par les
sections s’annulant a I’ordre 2 en z, et ainsi le calcul a une intégrale sur un sous-espace
de dimension indépendante de d. Ensuite, si hy = df, (les différentielles des objets
holomorphes sont désignés par 0, donc d désigne ici et dans la suite le degré) et si

Vie{0,---,n—1}, hy = 0fu(v;) + df0g.(vy),

[[A2(0OA,)¥|| est majoré par une somme, en nombre indépendant de d, de termes de
la forme

n—1 [ [
Ohi, A -+ AOhy AOh; A--- A Oh;
11og (> [hil*) e ). (4.10)
i=0 ZizO |hl|

Maintenant, on peut décomposer la section o suivant le début de base fournie par les
lemmes 4.4.6 et 4.4.7 :

o = agog + Z a;o; + Z briow + T, (4.11)

j=1 1<k<I<n

ot aj, by € R et 7 s’annule a l'ordre 2 en z. On a donc au point z, grace au Lemme
447, ho = ao, et

hi =V Wdz ajajvl- + a()@xg(vi).
j=1

La majoration du numérateur s’obtient, entre autres, en utilisant 'estimation ||0g,|| =

O(d). On en déduit que

|hi] = O(Vd||(ai)1,. || + dlao]),
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ainsi que, en utilisant I'estimation ||V?g,|| = O(d),
0kl = O (Vall(@:)ieqr,- ml | + dllbrcrcisall + 1l (@)ieqr, o mlldVd + laold)

La puissance du terme en dv/d dans chaque produit du développement (4.10) est au
maximum égal a deux, puisqu’il correspond a la 1-différentielle 0f,. Le dénominateur
se minore quant a lui de la fagon suivante. En dehors du point critique, on peut
toujours supposer que p = z,, si bien qu’au point x,

Vi=1,---,n—1|h| = |Vrda; + ap0;g.],

ce qui permet de minorer Y _, |h;|*.

Lorsque 'ouvert U contient un point du lieu base, la minoration du dénominateur ne
se fait plus aussi simplement. On peut supposer qu’alors p s’écrit [z, 1 : 2,] € CPL.
Ainsi, une trivialisation de ker dp est engendrée par les vecteurs

V1 = 2,10/0zn_1 + 2,0/ 02,09 = 0021, -+ ;U1 = 0/ 0Zp_o.
Il existe alors une constante C' > 0 telle que

{ 0 (v)[? > C(juiP(an [+ laaf)
et 350 10fe(ui)l* > COZ lail?).
Par Fubini, le résultat de l'intégration sur RH(X, LY) s’avére étre essentiellement le

méme que dans le cas régulier précedént, sauf qu’apparait en facteur un terme singulier
en x : 1/||v1]|>. On constate alors que ce terme est intégrable au voisinage du lieu base.

Si U contient un point critique en dimension 2, on peut choisir des coordonnées et une
trivialisation de ker dp par z10/0z3 — 200/0z, et le résultat s’en déduit de la méme
facon que pour le lieu base. [ |

4.5 Nombres de Betti moyens

Récemment avec Jean-Yves Welschinger nous avons donné une version beaucoup plus
fine du Théoréme 4.4.1 par une méthode différente et plus directe.

Théoréme 4.5.1 (voir [32]) Soit (X,w,cx) une variété compacte lisse projective
réelle de dimension complexe n et L — X un fibré en droites holomorphe réel de
courbure w. Pouri € {0,--- ,n—1}, E(b;) est la moyenne du i-éme nombre de Betti
de la partie réelle du lieu d’annulation d’une section o € RH(X, L?), pour la mesure
donnée par (4.4). Alors

im s %E(bi) < %e(i, n—1—i)Voly(RX).
Ici le volume de RX est calculé a ['aide de la restriction a RX de la métrique g
associée a w. De plus, quand n = 1, la limite supérieure est une limite et l'inégalité
une égalité, de sorte que

E(bo) ~ Long\%(_rRX)\/a
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Remarque 4.5.2 La forme volume dx utilisée pour le produit scalaire L* (4.2) est
ici quelconque, et non pas nécessairement w™/ fX w™, voir la Remarque 4.5.10. 11 est
remarquable que les résultats ne dépendent pas de ce choix.

Les coefficients e(p, ¢) intervenant ici sont eux-mémes des espérances provenant des
matrices aléatoires. Plus précisément, on équipe l'espace des matrices symétriques
réelles de taille n du produit scalaire rendant la base formée par les matrices Ej; =
V2E;; et Eij = I;; + Ej; orthonormée. Désignons par dug la mesure Gaussienne de
probabilité associée. C’est précisément la mesure traditionnelle GOE des matrices
aléatoires, voir I'ouvrage [54| par exemple. Pour p 4+ ¢ = n, le coefficient e(p, q) est
égal a l'intégrale de la valeur absolue du déterminant d’une matrice de signature (p, q)
pour la mesure de probabilité dug :

poa) = [ Jdet Aldua(4).
Sym(p,q,R)

La somme
n

e(n) => e(i,n— i)/ | det Aldpugr(A)

i=0 Sym(n,R)

est quant & elle la moyenne de |det| sur les matrices symétriques de taille n. Re-
marquons que la mesure dug n’est pas de probabilité sur 'espace Sym(p, ¢, R). Voici
deux propriétés au sujet de ces coefficients.

Théoréme 4.5.3 (voir [32]) 1. Pour tout entier n impair,

e(n)

_ 27\/§F(n42—2)

2. Pourn est pair, le résultat est vrai asymptotiquement quand n tend vers l’infini.
3. Soit a € [0,1/2]. Il existe une constante ¢, > 0, telle que

[an]
e(i,n —1i) < exp(—con?).
i=0

4. Soit a € [0,1/2]. 1l existe une constante ¢, > 0, telle que

fan) fan]
Pr(A e Sym(n)| A€ U Sym(i,n—i)) = Z Vol(Sym(i,n—i)) < exp(—c,n?).
=0 1=0

Remarque 4.5.4 Il s’avére que le volume de RP™ pour la métrique induite par la

forme de Fubini-Study sur CP™ est égal a % En effet, les géodésiques ont une
2

longueur égale & +/m, si bien que lespace projectif réel est isométrique au quotient
de la sphére de rayon 1/2m dans l'espace euclidien. Par conséquent, Volps(RP"™) =
ﬁVol(S”), d’ot le résultat.
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Corollaire 4.5.5 Pour tout entier n pair,

. 1 2v2 [ Vol,(RX) )
lim sup — E(b,) < .
e )<= (VolFs(RPn)

Pour n impair, cette inégalité n’est vraie qu’asymptotiquement en n.0

Remarque 4.5.6 Rappelons que S. S. Podkoritov a démontré dans [58] que lorsque
n est impair, la moyenne dans RP™ de la caractéristique d’Fuler de ces hypersurfaces
est équivalente a (—1)%16,1\/371 quand d tend wvers l'infini, avec €, une constante
strictement positive équivalente a QT\@ quand n tend vers linfini.

L’assertion 3. de ce théoréme suggére qu’en grande dimension n de X, les nombres
de Betti d’une hypersurface aléatoire de grand degré se concentrent autour de la di-
mension moitié.

Nous avons démontré en fait une telle répartition pour les indices des points critiques
de la restriction aux hypersurfaces aléatoires RC,, d'une fonction de Morse fixe. Plus
précisément, soit p : RX — R une fonction de Morse. Pour 0 € RHY(X, L%) générique,

la restriction pjre, de p & RC, est de Morse. Pour tout i € {0,--- ,n — 1}, soit
vilo)= Y. G (4.12)
.’Eec’f’iti(leca)

la distribution des points critiques d’indice ¢ de pjc, , ol 0, est la distribution de Dirac
pour le point x. Le théoréme suivant démontre 1’équidistribution asymptotique des
points critiques d’indice 1.

Théoréme 4.5.7 (voir [32]) La moyenne E(v;) = fRHO(X L4y vi(o)dug(o) vérifie

L. : ~
o ﬁe(@, n—1—i)dvol,Vdr (4.13)

faiblement sur RX, ou dvol, est I’élément de volume induit par la métrique g associée
aw.

E(v)

Le Théoréme 4.5.7 montre que quand d tend vers I'infini, la densité de points critiques
d’indice donné devient en moyenne constante sur RX, qu’elle ne dépend pas de p, et
qu’elle croit en Vd". Par ailleurs, le Théoréme 4.5.3 montre que lorsque la dimension n
de X devient grande, ’écrasante majorité de ces points critiques sont d’indice proche
de n/2. Avant de démontrer le Théoréme 4.4.2, montrons qu’il implique le Théoréme
4.5.1.

Démonstration du Théoréme 4.5.1. En choisissant y = 1 sur RX et en appli-
quant (4.13), on obtient

E(#Crit;) ~ (i,n—1—49)Volp(X)Vd .

1
d—o0 ﬁe
Les inégalités faibles de Morse (voir [55]) appliquées a la restriction de p a RC,
impliquent le résultat. [ |
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La méthode pour démontrer le Théoréme 4.5.7 est assez différente de celle utilisée
pour le Théoréme 4.4.2, qui se basait sur la formule de Poincaré-Martinelli, ce qui
imposait de travailler sur des ouverts de X . Cette fois, nous nous sommes inspirés de la
formule de Kac-Rice (voir [44], [59] ou [66]), qui nous permet de travailler directement
sur RX.

Démonstration du Théoréme 4.5.7. Soient 7 € RHY(X, L?) et y € Crit;(pre,)-
Pour tout o proche de 7 (ou colinéaire), il existe x € Crit;(pjrc,) proche de y, ce qui
permet de définir localement une application d’évaluation :

eval : RHY(X,L%) — RX
o — x€Critipre,)-

Soit xy : RX — R une fonction test donnée dont le support est un petit voisinage de
y. On a l'égalité
E({(vi,x)) = / X o eval(o)dur(o).
RHO(X,L%)

La formule de la coaire (voir [25] ou [66] dans ce contexte) permet d’écrire

Bl x)) = /X (@) ( /emll(x)|detdleval]1d'lj};(g))dvolh(x),

puisque la codimension du sous-espace eval™'(z) est égale a n. Ici, la valeur de
det d*+eval en une section o € eval~!(x) est le déterminant de la restriction de 1’ap-
plication linéaire

dyeval : RHY(X, LY — TRX

au sous-espace orthogonal a ker d,eval, dans des bases orthonormées pour le produit
scalaire (, ) sur RHY(X, L9) et pour le produit scalaire ¢ induit par w sur TRX.

Donnons maintenant une représentation de d*eval qui laisse prise au calcul. Pour
cela, supposons d’abord que le point o € RX n’est pas dans Crit(p). Au voisinage
de g, le noyau de dp est engendré par un champ de vecteurs vg, -+ ,v,. Si 0 = foy,
oll 0y est la section pic centrée sur y fournie par les lemmes 4.4.6 et 4.4.7, considérons
I’application :

F:RH(X, L") xRX — R" (4.14)
(Jv x) = (f(l’), dmf(UQ)a e 7dacf(vn)) (415)

On constate que pour tout o € RH(X, L?), F(o, eval(; (o)) = 0, si bien que
O F 4 0, F o deval(; ) = 0,

ou O F est la différentielle de F' par rapport & la variable o, et 05 F la différentielle
par rapport & x. Par conséquent, dteval = —0,F~! 0 1 F, ott i F est la restriction
de 01 F' au sous-espace orthogonal a ker d,eval.
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Pour estimer le déterminant de cette application linéaire, nous allons derechef uti-
liser les sections pics. Rappelons que d’aprés le Lemme 4.4.6, pour tout point x de
RX, il existe des sections pics réelles centrées sur x. On peut toujours, par ailleurs,
apres rotation, choisir les coordonnées localement holomorphes et réelles zq,--- , x,
du Lemme 4.4.6 de sorte que dp = dx; au point z.

En développant ¢ selon les sections centrées sur x5 € RX fournies par les lemmes
4.4.6 et 4.4.7, on a, cf. (4.11),

o = agog + Zajaj + Z briow + T,

j=1 1<k<I<n

ou 7 s’annule & l'ordre 2 en zy. On constate que 'orthogonal du noyau de d,eval
est engendré par (ag,as,---a,), si les sections {og, 01, ,0n, (0k)1<k<i<n} Etaient

orthonormées, ce qui est le cas asymptotiquement quand d tend vers l'infini. Par
ailleurs, définissons les coefficients b;;, 1 < j < i < n par b;; = b;;, et B la matrice

symétrique

2<i<n 2<iAj<n

ou E;; sont les matrices élémentaires. Le lemme suivant, dont la démonstration est
aisée, relie les indices géométriques aux indices de matrices.

Lemme 4.5.8 Si x est un point critique de pre,, © est d’indice (i,n — 1 —1i) si el
seulement si la matrice symétrique B définie par (4.16) est d’indice (i,n — 1 —1).

Maintenant, supposons pour simplifier que p = x; au voisinage de xy. On peut donc
choisir v; = 9/0x; pour 2 < i < n, si bien que

F(o,z) = (ao + \MTdZ a;zi, Vrdag + V2drbyyxy + md Z bor T, *

1<k#2<n

Vada, + V2rdbyz, +7d Y buri) + O(2),

1<k#n<n
ot O(2) est un terme d’ordre 2 en x. Puisque
OueF = (1,0,-+-,0) et 0, F = (0,0, ,Vmd,---,0)

en (0,9 = eval(c)), on constate que, dans une base orthonormée, le déterminant de
di F est équivalent a (vmd)" .

Par ailleurs, au point (o, zg) on obtient
&EIF == (a1 V 7Td, 7Tdb21, e 77Tdbn1);

et pour 2 < <n,

ale = (CLZ‘ \% 7Td, Tdbli, ERIL dei_li, \/Eﬁdbii, 7Tdbi+1i7 ) 7Tdbm)
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Puisque sur eval ™! (zg) les coefficients (a;)2<;<, sont nuls, on obtient, dans une base
orthonormée,

|detd2F| |a1|\/ d(md)""*| det B].

Maintenant, l'intégrale |

eval~1(

d 1
/ | det Bduz (B / al 72 U B(|det B)
BeSym(i,n—1—1) ﬁ

On obtient donc 1’équivalent

B(h)) v, =

ce qui démontre le Théoréme 4.5.7.

|a1\| det B|dug(o) est égale a

elin—1—iWd / z)dvoly,

Dans le cas général ou p n’est pas réelle analytique ou si I'on intégre prés d’un point
critique, on a seulement dp = dx; en z. Le terme correctif est alors en (v/d)"~! fois
I'inverse de la norme du plus petit vecteur v;, 2 < i < n. Hors des points critiques,
on peut choisir cette norme uniformément minorée et l'estimation est identique. Prés
d’un point critique, dans des coordonnées de Morse p s’écrit ", 2, si bien qu’on
peut choisir les v; en O(y). Or O(1/]y|"~!) est intégrable sur R™, donc le résultat reste
valable.

En dimension n = 1, le Théoréme 4.5.1 pour les surfaces de Riemann ne nécessite
pas de fonction de Morse p. La mesure v;(o) définie par (4.12) est remplacée par
la somme des distributions de Dirac sur les zéros de o. Par conséquant, la fonction
F(o,z) donnée par (4.14) est simplement égale a f(z). On obtient de la méme fagon
que pour n > 2 I’équivalence

1
E() ~ —=dvol,Vd
m

d—00

dont l'intégration sur RX donne la second partie du Théoréme 4.5.1. [

Remarque 4.5.9 Lorsque (X,w) = (CPYwrg) et (L, h) = (O(1), hrg), la Remarque
4.4.8 montre qu’en tout point de RP!, il existe une base orthonormée de polynémes
pics. On a donc det 01 F =1 et |det 82F\ = |a1|V7d, si bien que

E({v,x) = xdvolpsVd.

\/_ RP1

Puisque la longueur pour la métrique de Fubini-Study de RP vaut /7, on retrouve
Iégalité E(by) = /d démontré par Kostlan dans [{5].

Remarque 4.5.10 Les Théorémes 4.5.1 et 4.5.7 restent vrais si pour le produit L?
(4.2), au lieu de la forme volume W™/ fX w™ on choisit n'importe quelle forme vo-
lume dx = k(x)w"/ [, w" avec k > 0. En effet, les sections produites par le Lemme
4.4.6 sont concentrées asymptotiquement au-dessus d’un point ro € RX, si bien
que leur produits scalaires seront simplement dilatées par un coefficient commun

(14 0(1)) (o).
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4.5.1 Equirépartition complexe

Par la méme méthode (voir [32]), on peut redémontrer I'un des résultats de [33]
mentionné a la Remarque 4.4.3, en 'occurrence 1'équidistribution des points critiques
de la restriction d'un pinceau de Lefschetz sur une hypersurface complexe aléatoire :

Théoréme 4.5.11 (voir [32]) Soit X wvariété compacte, lisse, complexe projective
de dimensionn > 0 et L un fibré en droites holomorphe et ample muni d’une métrique
de courbure strictement positive w Soit p : X --» CP! un pinceav de Lefschetz. Alors
siv est la somme des distributions de Dirac sur les points critiques de pic, , la moyenne
ﬁE(V) pour la mesure (4.3) converge faiblement vers w" quand d tend vers l’infini.

Démonstration. La formule de la coaire fait intervenir cette fois, puisque nous es-
timons des applications linéaires complexes, le carré du module d’un déterminant
plutdt que sa valeur absolue. Il s’ensuit que la forme limite \%e(i, n —i)dvoly, sur RX
dans le cas réel est remplacée ec(n — 1)<, ot ec(n) est la moyenne du module au
carré du déterminant d’une matrice symétrique complere pour la mesure gaussienne
naturelle duc donnée par (4.3). En développant ce module au carré par le développe-
ment classique suivant les permutations de {1,--- ,n}, puis en intégrant, on trouve

aprés un peu de combinatoire que e(n) = (n + 1)!, ce qui conclut. [

4.6 Estimation des déterminants moyens.

Cette section ne concerne que les matrices aléatoires, et la démonstration du Théoréme
4.5.3.

4.6.1 Matrices symétriques quelconques

Nous commencons par estimer la valeur absolue du déterminant moyen d’une matrice
symétrique réelle.

Théoréme 4.6.1 Quand n est impair, le déterminant moyen

e(n) = / |det B|dug(B)
Sym(n,R)

%F(”T“) Quand n est pair,

nl 1 420! "f(_l)kr(k +3/2)

o) = (=" D + CU e il

Dans tous les cas, eg(n) est équivalent, quand n tend vers linfini, %F("T”)

Le résultat pour n impair était connu par les physiciens R. Delannay et G. Le Caér,
voir [16]. Les auteurs avaient également obtenu le cas pair, sous la forme d’une série
hypergéométrique. La démonstration est proche de celle donnée dans le §26.5 de [54].
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4.6.2 Matrices symétriques d’indice donné

Nous nous intéressons maintenant a la valeur des nombres particuliers e(i,n — 7).
Un premier probléme similaire et un peu moins difficile est donné par le calcul de la
probabilité qu’une matrice symétrique de taille n soit de signature (i,n — 7).

Proposition 4.6.2 Si a > 0 et € > 0 sont fizés, alors il existe une constante 3 > 0
telle que la probabilité qu’une matrice symétrique soit de signature (i,n — 1) telle que
|£ — 2| > € décroit en exp(—fn?).

Ce résultat est une conséquence immeédiate d’un théoréme de grandes déviations de
Ben Arous et Guionnet, voir [10]. Soit

f:R? — RU{o0}
(z,y) — {%($2+y2)—10g|96—y| siz#y

)

+00 siz =y.

et H la fonctionnelle d’énergie définie sur M7 (R), 'espace des mesures de probabilité
sur R :

H: M{(R) — RU{oco}
{ 5 [ee F(@,y)dp()du(y)  si [ log(lz] 4 1)du(z) < 400
+00

— .
H S11OI11.

Rappelons que la mesure de Wigner py € M1 est la mesure de densité

1 ——

ou dx est la mesure de Lebesgue sur R. Enfin, pour toute matrice symétrique réelle
A de valeurs propres Aq,- -+, \,, on désigne par uy la mesure empirique de A

1 n

Théoréme 4.6.3 ([10]) La fonctionnelle H est semi-continue supérieurement, stric-
tement convexe et atteint son minimum en la loi de densité de Wigner uyw, ot
H(pw) = (2 +1og2). De plus, si F' est un fermé de Mj (R),

1

limsup — log Pr(A € Sym(n), py € F) < — inf H(u) + H(uw). (4.18)
n—oo 1 He

Démonstration de la Proposition 4.6.2. La mesure empirique d’une matrice

possédant une proportion de valeurs propres positives plus grande que %+e appartient

au fermé F = {u € ML, u(R") > 1 + ¢} indépendant de n, et auquel n’appartient

pas la loi de Wigner, qui est symétrique. Le Théoréme 4.6.3 permet de conclure. W

Le Théoréme 4.5.3 se démontre presque comme la second partie du Théoréme 4.6.3.
Puisqu’elle met en jeu des techniques de matrices aléatoires relativement simples,
nous la présentons.
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Vol(O,(R))

Démonstration du Théoréme 4.5.3. D’abord, par la formule de la coaire, on a :
e(i,n —1) = ———~
@, ) 1) A <<) <0

H\/_ A
2”\/% 2 0<>\L+1< <An

ou la métrique sur O(n) est celle rendant la base (E;; — Ej;)1<i<j<n orthonormée, et
du(X) est la mesure de Lebesgue sur R. Afin d’estimer & l'aide de H cette intégrale,
nous avons besoin (cf. [10, p. 523] ) d’une approximation de H qui assure aux mesures
avec atomes une valeur finie. En occurrence, soit M > 0, fM = min(f, M) et

IT N = Xildu(y),

1<i<j<n

1

—/R2 M (@, y)dp(x)du(y).

Vi € MY (R), Hy(p) = 5

Pour tout 1 < j < n, soit v; = \/%/\j. On a alors
1
D hi—wml=5 > (F+ad = —n2/ (@, y)dps(@)dpa(y),
<y

1<j<k<n 1<j<k<n

ot dyy, est la mesure empirique définie par (4.17). On en déduit aprés quelques calculs

M 2 \"
e(i,n—i) <cyexp (—n®> inf Hy(f)— %) </ |7|e_2d7> ,
R

Sym(i,n—1)

avec

n n(n+1)

Vol(O,(R)) <n> me ) 4n
nlv/2" 2T
La formule de la coaire donne

n(n—1)
on 7

f,\1< <A H1<7,<_7<n<)\ =\ )du(/\)

Par la formule de Selberg (cf. [4, Theorem 2.5.8]) et quelques calculs de séries, on
obtient In(c,) = n*H (uw) + O(n), si bien que

Vol(O,(R)) =

e(i,n —1i) < exp <—n2( inf  Hy(py) — H(pw)) + O(n)) .
(N)eSym(i,n—1i)

Maintenant, fixons a > 0 et désignons par M, ’ensemble des mesures y de probabilité

sur R telle que u(R™) > (1 + ). On a donc

[an]

Ze(i, n—1i) < exp (—nQ(}\rAlﬁHM — H(uw)) + O(n)) .

=0

Il est de plus clair que infp, Hy = infr, H dés que M est assez grand. De plus
Iinfinimum sur le compact M, un minimum. Enfin, puisque H posséde un unique

minimum en gy d’aprés la premiére partie du Théoréme 4.6.3, on en déduit le résultat.
|
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Remarque 4.6.4 Deux questions naturelles émergent. Si a € [0, 1], quel est le mi-
nimum de la fonctionnelle d’énergie sur Uensemble {pn € ML, p(R_) = a} ? Cette
valeur minore le taux de décroissance de la probabilité pour qu’une matrice aléatoire
symétrique posséde une signature (i,n — i) avec i/n = «. Par ailleurs, quelle est la
mesure minimisante ¢ Une réponse partielle a ces questions a été donnée, en admet-

tant certains faits, par les physiciens S. N. Majumdar, C. Nadal, A. Scardicchio et
P. Vivo, voir [52].
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