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Introduction
Des vibrations a la percolation

Ernst Florens Friedrich Chladni (1757-1827)
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Ungeachtet der Bestatigungen, welche die Theorie von Sophie Germain
durch Versuche erfahren hat, ist sie nicht richtig; denn man kann Folgerungen
aus ihr ziehen, welche in offenbarem Widerspruche mit der Wirklichkeit stehen.

selben Richtung durch den Punct (.z‘, y) gezogen ist. Setzt man dann

a.z‘
so liefert jene Gleichgewichlsbedmgung far » die parlielle Differentialgleichung

0%
N ox*? +a}')——z

L
on

wo n die Normale der Contour der Mittelfliche bezeichnet. Nun ist aber die

Kirchoff 1850

und die Grenzbedingungen

u=0, =03
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Kirchoff 1850 ['équation des membranes est :

02 )
5l A =0.
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Kirchoff 1850 ['équation des membranes est :
0? 9
2% f+HA“f=0.
Donc si f est fonction propre de A de valeur propre A > 0, alors
foi=e™f

vérifie I’équation.
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Kirchoff 1850 ['équation des membranes est :

92
a2l T A’f =0.
Donc si f est fonction propre de A de valeur propre A > 0, alors
foi=e™f
vérifie I’équation. En particulier I’ensemble nodal

Z(ft) = Z(f) ={f =0}

est constant (et souvent une hypersurface lisse).
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- Gazette

des Mathématiciens
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Figures de Chladni
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Quelle est la forme de ces lignes nodale ?
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Regular and irregular semiclassical wavefunctions

M V Berry
H H Wills Physics Laboratory, Bristol University, Tyndall Avenue, Bristol BS8 1TL, UK

Received 19 July 1977, in final form 11 August 1977

Abstract. The form of the wavefunction ¢ for a semiclassical regular quantum state
(associated with classical motion on an N-dimensional torus in the 2N-dimensional phase
space) is very different from the form of  for an irregular state (associated with stochastic
classical motion on all or part of the (2N — 1)-dimensional energy surface in phase space).
For regular states the local average probability density I1 rises to large values on caustics at
the boundaries of the classically allowed region in coordinate space, and ¢ exhibits strong
anisotropic interference oscillations. For irregular states II falls to zero (or in two dimen-
sions stays constant) on ‘anticaustics’ at the boundary of the classically allowed region, and
¢ appears to be a Gaussian random function exhibiting more moderate interference
oscillations which for ergodic classical motion are statistically isotropic with the autocor-
relation of ¢ given by a Bessel function.
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Un soupcon d’aléatoire



Soit M™ une variété lisse de dimension n et
f+M — R

une fonction lisse aléatoire. Quelle est la statistique de la
topologie de {f =0} = Z(f)?

28/129



Soit M™ une variété lisse de dimension n et
f+M — R

une fonction lisse aléatoire. Quelle est la statistique de la
topologie de {f =0} = Z(f)?

» Nombre by des composantes connexes ?

28/129



Soit M™ une variété lisse de dimension n et
f+M — R

une fonction lisse aléatoire. Quelle est la statistique de la
topologie de {f =0} = Z(f)?
» Nombre by des composantes connexes ?

» Autres nombres de Betti (par exemple le genre des
composantes connexes si n = 3) 7

28/129



Soit M™ une variété lisse de dimension n et
f+M — R
une fonction lisse aléatoire. Quelle est la statistique de la
topologie de {f =0} = Z(f)?
» Nombre by des composantes connexes ?

» Autres nombres de Betti (par exemple le genre des
composantes connexes si n = 3) 7

» Type d’homéomorphisme ?

28/129



Soit M™ une variété lisse de dimension n et
f+M — R

une fonction lisse aléatoire. Quelle est la statistique de la
topologie de {f =0} = Z(f)?
» Nombre by des composantes connexes ?

» Autres nombres de Betti (par exemple le genre des
composantes connexes si n = 3) 7

» Type d’homéomorphisme ?

» Existence de grandes composantes connexes (percolation) ?
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. Partie 1 .
Fonctions aléatoires & laplacien
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Soit (M, g) une variété compacte riemannienne orientée lisse (y
compris g), et A le Laplacien associé :

A =d*d,
avec d* = — x dx et
xejy N Nej, =€, N Neg,,

ot (€, 1€y, €ipyys- 5 €4,) est une BON directe de T, M.
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Soit (M, g) une variété compacte riemannienne orientée lisse (y
compris g), et A le Laplacien associé :

A =d*d,
avec d* = — x dx et
xejy N Nej, =€, N Neg,,

ot (€, 1€y, €ipyys- 5 €4,) est une BON directe de T, M.
Concrétement, en coordonnées,

A

1 «— 9 0
= - 1) _ =
f \/ggjl o, V99" 5, )

ot g = det(gij)r<ij<n et (99)i; = (9ij)i;-
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Produit scalaire sur L?(M,R) :

Vf,g € L*(M,R), / fg(z)dvol.
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Produit scalaire sur L?(M,R) :

Vf,g € L*(M,R), / fg(z)dvol.

Faits :
> A est auto-adjoint :

(Af,g9) = (f,Ag).

» Le spectre du Laplacien est discret, positif et tend vers
I'infini :

Spectre(A) = {0 =X <A\ <~ < A0}

> Vf e ker(A— \g), f est lisse.



Exemples

Le tore plat (T", go). Le laplacien vaut

A=— —
2
P Ox;
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Exemples

Le tore plat (T", go). Le laplacien vaut

Ox?
i=1 "1

A=—
et ses valeurs propres sont les
n
V(mi,---,my) €N", A= 4%227@2
i=1
et les fonctions propres associées :

n n
V(p1, -+ opn), 472 pF = A, @ = [ [ exp(2imniai),

=1 i=1
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. Image : Simon Coste
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Exemples

La sphére ronde (S, gg), n > 1.
Pour tout k € N,

A =k(k+n—1) € Sp(A)
et les fonctions propres associées sont :

E)\k = {p = P\S"‘ Pe wam[XO?'” 7X”J7AR"+1P = 0} :
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Exemples

La sphére ronde (S, gg), n > 1.
Pour tout k € N,

A =k(k+n—1) € Sp(A)
et les fonctions propres associées sont :

E)\k = {p = P\S"‘ Pe wam[XO?'” 7X”J7AR"+1P = 0} :

dim By, = <”+k) _ <n+k_2>.
n n

Le cercle Pour tout n € N,
E 2,2 = (cos(2mnz), sin(2mnx)).
On retrouve dim E), = 2.
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Domaines nodaux d’une harmonique sphérique de grand degré.
Image : A. Barnett
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Deux théoréemes généraux
Soit (M, g) une variété compacte lisse riemannienne.

Théoréme (Weyl 1911)

#{\i, i <L} ~
L—oo
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Deux théoréemes généraux
Soit (M, g) une variété compacte lisse riemannienne.

Théoréme (Weyl 1911)

#{\i,\i < L} oy vol(M)vol(B™) L™/?
%

1
o] (271')”

Remarque. Pour un autre opérateur elliptique P d’ordre 2, il
faut remplacer vol(M)vol(B") par

vol{¢ € T*M,o(P)(§) < 1},

avec o(P) le symbole de P en z.
Exemple. M = S' Sp(A) = 472N?, avec multiplicité 2, donc

VL
i i < LY ~ 2—.
#{ }L—>oo 2
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Théoréme (Courant 1923) Soit f une fonction propre du
laplacien de valeur propre \p. Alors

#bo(Z(f)) <
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Théoréme (Courant 1923) Soit f une fonction propre du
laplacien de valeur propre \p. Alors

#bo(Z(f)) < k.
Notons que si L ~ A, alors

1

" e

vol(M)vol(B™)L™/2,
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Fonctions aléatoires
Pour tout L > 0, soit
B = @P ker(A — XId).
<L
Remarque :
E. = L*(M,R).
Soit (¢k )k une base de fonctions propres orthornormeée, ¢

associée a Ap. Fonction aléatoire dans Ey, :

Full Band Random Wave (FBRW)
F= arpr,
A <L

ou ar ~ N(0,1), indépendants, c’est-a-dire que

P(ay € [a,b]) e 2% da.

7l
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Autre fagon de voir : on prend la mesure invarante sur
(SEL,(, )r2) et on prend f au hasard sur cette sphere. Si Z(f)
est en jeu, on a les mémes résultats.
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Les domaines nodaux d’un élément de Ep (A. Barnett)
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Soit a(L) € [0,1] 1—a(L)),

et % = o
Random Wave (RW)

f = Z aEPk,

Ar€la(L)L,L]

ou ay ~ N(O, 1).
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Soit a(L) € [0,1] 1—a(L)),

et % = o
Random Wave (RW)

F= > a
Ar€la(L)L,L]

ot ay ~ N(0,1).

Cas spécial de (S", gg). On peut prendre a(L) = 1.
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Domaines nodaux d’une harmonique sphérique de grand degré.
Image : A. Barnett
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Kostlan (d = 300), RW (d = 80), FBRW (d = 80)
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h=2.00, set f>h, =1 (monochromatic), L=10\
30 e B ° .
¢ = 8:;°S

h=1.20, peco, a=1 (monochromatic), L=10)
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Images : Alex Barnett
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Soit le projecteur orthogonal :

mp, s LP(M",g) — EL =D ker(A - ld).
A<L

Ce projecteur est a noyau, donc il existe kr, € C(M?2,R), tel que

Ve M, mp(f)(x) = / k() £ (0)dy.

M
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Soit le projecteur orthogonal :

mp, s LP(M",g) — EL =D ker(A - ld).
A<L

Ce projecteur est a noyau, donc il existe kr, € C(M?2,R), tel que

Ve M, mp(f)(x) = / k() £ (0)dy.

M

Si (¢x, )k est une L2-BON de fonctions propres de A, si

fro=>_axpx,

A<ZL
(ax)y iid ~ N(0,1), et si
€L(wa y) = ]E(f(«%')f(y)),

alors
e = kL.



En effet,

er(z,y) = ZE (arag)ex, (2)or, (y)

= Z (:0/\1C 90)% - kL(x y)
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En effet,

er(z,y) = Z E(akae)r, (z)ox, (v)

= Z‘P/\k ), (Y

Importance de e,

» Caractérise un champ gaussien

50/129

= kL(:L' y).



En effet,

er(z,y) = Z E(akae)r, (z)ox, (v)

= Z‘P/\k ), (Y

Importance de e,
» Caractérise un champ gaussien

» er(x,x) est la variance de f(x)
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= kL(:L' y).



En effet,

er(z,y) = Z E(akae)r, (z)ox, (v)

= Z‘P/\k ) (y) = kr(x, ).

Importance de e,
» Caractérise un champ gaussien
» er(x,x) est la variance de f(x)

» f(z) est trés peu dépendant de f(y) ssi er(x,y) est proche
de 0.
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Noyau semi classique universel

Théoréme (Carleman, Géirding, Hormander) Soit (M, g)
une variété compacte lisse riemannienne, xg € M et x des
coordonnées normales en xg. Alors

! k2

oo e )
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¢1z (“"0 VA f) pit e <2C7lf>n
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T i<r—ye>_ €

1 Y /
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T i<r—ye>_ €

1 Y /
—xer | xo + , X0+ —= — e .
NG L( oy @) Lstoo Jrn (2m)"

» Derreur est en O(ﬁ)

» (’est valable pour les dérivées de e,

ns2(lz—yl)
> erprw (2,y) = Flpn = W
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T i<r—ye>_ €

1 Y /
—xer | xo + , X0+ —= — e .
NG L( oy @) Lstoo Jrn (2m)"

> Terreur est en O(—%).

VL
» (’est valable pour les dérivées de e,
I -
> erprw (7,y) = Flpn = W
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Noyau semi classique universel

Théoréme (Carleman, Géirding, Hormander) Soit (M, g)
une variété compacte lisse riemannienne, xg € M et x des
coordonnées normales en xg. Alors

pi<a—yE> 6

\/15 <x0+ \f %) Ljrw /n (2m)™

» Derreur est en O(ﬁ)

» (’est valable pour les dérivées de e,

In/2(llz—yl)

> erprw (2,y) = Flpn = == mm

> On retrouve Weyl car dim B, = Y, ||¢il|22 qui est égal &

er(z, z)dvo 250l (M)vol(B).
| estaa)vol(w) ~ o Lol M)vol B)
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Soit (M, g) une variété compacte lisse riemannienne,
a(L) € [0,1] et eq 1, le noyau du projecteur L? sur

b &

L—a(L)L<A<L

Corollaire (Carleman, Girding, Hérmander)
» Sia(L) — a< 1, alors

1 1<T—y,E> df

VI (3”0 B/ \F) Lo /Wme @m)"
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Soit (M, g) une variété compacte lisse riemannienne,
a(L) € [0,1] et eq 1, le noyau du projecteur L? sur

P &

a(L)L<A<L

Corollaire (Carleman, Girding, Hérmander)
» Sia(L) — 1 mais ﬁ = o(1 — a(L)), alors on note
ERW,L = €q,L €t

’0+

aeme (w0 p )
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Soit (M, g) une variété compacte lisse riemannienne,
a(L) € [0,1] et eq , le noyau du projecteur L? sur

®
a(L)L<A<L
Corollaire (Carleman, Girding, Hérmander)
» Sia(L) — 1 mais
E€RW,L = €q,L €t

ﬁ = o(1 — a(L)), alors on note

1 X i<z—y,£> d§
VL E€RW,L (9”0 + \E’ f) L—>+oo /sn1 ° (2m)n

= Jon | eile—y,€) _dg — o=z pllz—yl)
s '@ = sl

On a egw(z,y) :
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Le modéle planaire des ondes

ou les (am)m sont des i.i.d. et suivent N(0,1).
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€FBRW,L €t eFBRW

i EC

u.... ;
%\q 5
B s N

w,L et erw

€R
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Partie 2 - Composantes universelles
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Z(f) contient environ 20 sphéres. Contient-elle d’autres
topologies 7
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Dans la suite, 3 C R™ est une hypersurface compacte lisse
affine.

Théoréme (G. & J.-Y. Welschinger 2016) Soit (M", g) une
variété riemannienne compacte lisse,

f=>_ aren, € B

A<L

une fonction aléatoire FBRW. Alors il existe ¢y > 0 (explicite),
telle que pour tout x € M,

P <Z(f) N B(:L’, \/lz) ~dif f E> > cy.






Corollaire

lim inf

E (#c.c de Z(f) diffeomorphes a ¥) > 0.

1
VIL"
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Corollaire

E (#c.c de Z(f) diffeomorphes a ¥) > 0.

liminf L
imin
VI
Exemple.

_257n3/2

1 . A
lim inf ——E(#c.c de Z(f) diff a Six S > ¢ vol M.

\/Zn

Remarque On verra que

1 2
lim sup —Ebg(Z < e P ol M.
. \/zn 0( (f))
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Autres résultats

Theorem (Sarnak-Wigman 2019, Canzani-Sarnak 2019)
Pour FBRW et RW, pour tout X C R", il existe cy,

1
lim —x E(#c.c de Z(f) diff & £) — exvol M.

vIL"
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Démonstration du Corollaire. On recouvre M par un

nombre maximal des boules disjointes (B;); de rayon ﬁ
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Démonstration du Corollaire. On recouvre M par un
nombre maximal des boules disjointes (B;); de rayon ﬁ Ilyen

. n .
a au moins cvol(M)v/L" car chaque boule a un volume d’environ

1/VL".
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Démonstration du Corollaire. On recouvre M par un
nombre maximal des boules disjointes (B;); de rayon ﬁ Ilyen

a au moins cvol(M)v/L" car chaque boule a un volume d’environ
1/ VL". Dans chacune de ces boules, il y a une probabilité cy de
contenir une composante de type . Maintenant

E(# ccdif a%) > > E(# ccdans B; diff a %)
B;
> ) P(3ccdans B; diff a X))
B;
> CVOI(M)\/ZTLCE.



Démonstration du théoréme

65/129

Théoréme (Seifert 1936, Nash 1952) Soit ¥ C R" une
hypersurface compacte lisse. Alors il existe un polyndéme
p:R™ — R tel que p~1(0) est isotope & ¥ parmi les
hypersurfaces lisses, et aussi proche de ¥ qu’on veut.
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Théoréme (Seifert 1936, Nash 1952) Soit ¥ C R" une
hypersurface compacte lisse. Alors il existe un polyndéme
p:R™ — R tel que p~1(0) est isotope & ¥ parmi les
hypersurfaces lisses, et aussi proche de ¥ qu’on veut.

Lemme 1 Soit ¥ comme ci-dessus. Alors il existe une fonction
fx :R™ = R, lisse, dans la classe de Schwartz, telle que

> f=1(0) est diffsomorphe a 3;
» supp(Ffx) CB.



Pourquoi désirer que Supp(Ff) CB?
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Pourquoi désirer que Supp(Ff) CB?

1 Ty
wer(—=,—=) — eFBRW = / (e=v.8) 4

VL L VL
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Pourquoi désirer que Supp(Ff) CB?

1
TR

De plus le projecteur 7 : L? — L? défini par

—=) — €FBRW = / Uz=y.8)g

TFBRW f = erBrw (-, y)f(y)dy
Rn

satisfait

TrBrRWf = o 1’8 Ff(€)dE = FH (1 Ff).
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Pourquoi désirer que Supp(Ff) CB?

(

fnL\F\F)—N?FBRW /”cy£

De plus le projecteur 7 : L? — L? défini par

TFBRW f = erBrw (-, y)f(y)dy
Rn

satisfait

TrBrRWf = o 1’8 Ff(€)dE = FH (1 Ff).

Donc si Supp(Ffx) C B, alors
TFBRW [ = [x.

fx va nous servir & construire une suite (fr)r d’éléments de Ep,
< 195 1 1
proche de f5 a 'échelle i dans B(x, ﬁ)



Démonstration du Lemme 1

> Soit p un polynoéme s’annulant transversalement sur X,
donné par le théoréeme de Seifert-Nash. Alors p = pe*|‘”‘2 est
dans S(R™) et s’annule toujours sur X.
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Démonstration du Lemme 1

> Soit p un polynoéme s’annulant transversalement sur X,
donné par le théoréeme de Seifert-Nash. Alors p = pe*|‘”‘2 est
dans S(R™) et s’annule toujours sur X.

> Soit x : R®™ — 1 une fonction cut-off : y =1 sur %IB%, et
x = 0 au-dela de B. Pour tout R > 0, soit

Alors g — Fp, donc F~'wrg — 4, et Supp 7r C RB.
R—o0 R—o0
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Démonstration du Lemme 1

> Soit p un polynoéme s’annulant transversalement sur X,
donné par le théoréeme de Seifert-Nash. Alors p = pe*|‘”‘2 est
dans S(R™) et s’annule toujours sur X.

> Soit x : R®™ — 1 une fonction cut-off : y =1 sur %IB%, et
x = 0 au-dela de B. Pour tout R > 0, soit

Alors g — Fp, donc F~'wrg — 4, et Supp 7r C RB.
R—o0 R—o0

» On fixe R > 0 assez grand, de sorte que F~'mp s’annule
selon une isotopie de . Alors F~!(7z(R -)) a une
transformée de Fourier de support dans B et s’annule sur
une isotopie de X.
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Lemme 2. Soit g € M. Il existe une suite de fonctions
(sp)r € EY telle que
P> pour tout L > 0 assez grand, sy s’annule transversalement

pres de xg sur X/ ~ ﬁﬁ],

> et il existe € > 0, tel que

1
VL > 1, Yy € —B, |sp(y)| < e = |dsp(y)| > eVL.

VL
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Démonstration du Lemme 2. Sur une carte de coordonnées
normales en xg € M, soit x une fonction cut-off lisse a support
dans cette carte. Soit fy, du Lemme 1 (i.e. f s’annule sur
~aiff £ et Supp (Ff) C B). Alors

fLy) = x)fe (VL)
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Démonstration du Lemme 2. Sur une carte de coordonnées
normales en xg € M, soit x une fonction cut-off lisse a support
dans cette carte. Soit fy, du Lemme 1 (i.e. f s’annule sur
~aiff £ et Supp (Ff) C B). Alors

fLy) = x)fe (VL)

» s’annule transversalement sur \%E
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Démonstration du Lemme 2. Sur une carte de coordonnées
normales en xg € M, soit x une fonction cut-off lisse a support
dans cette carte. Soit fy, du Lemme 1 (i.e. f s’annule sur
~aiff £ et Supp (Ff) C B). Alors

fLy) = x)fe (VL)

» s’annule transversalement sur \%E

» est proche d’un élément de Ef.
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Démonstration du Lemme 2. Sur une carte de coordonnées
normales en xg € M, soit x une fonction cut-off lisse a support
dans cette carte. Soit fx, du Lemme 1 (i.e. f s’annule sur
~aiff £ et Supp (Ff) C B). Alors

fLy) = x)fe (VL)

» g’annule transversalement sur \%E
» est proche d’un élément de Ef.
En effet, soit

o = /M er(9)fuy)dy € Ex.



Alors en posant yvVL =/, on a
/

Ty L e (5 Y Yy
U= T [ el X o
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Alors en posant yvVL =/, on a

x 1 x y !

- er(—— 2 vy N
SL(ﬁ)_\/En S L(ﬁv ﬁ)x(ﬁ)fz(y)dy-

Par Carleman & Co, on a donc
€T .
sl [ pofududs = fo(a)

car Supp Ff C B.
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Alors en posant yvVL =/, on a

P AN
SL(ﬁ)_\/En S L(ﬁv ﬁ)x(ﬁ)fz(y)dy-

Par Carleman & Co, on a donc
€T .
sl [ pofududs = fo(a)

car Supp Ff C B. Comme la convergence est aussi C', pour L
assez grand sy, € E, s’annule transversalement sur ¥/ ~ %E,
et on a la transversalité quantitative également. [J



Démonstration du Théoréme. On prend des coordonnées
normales en x, et on écrit
SL
=a
[scllr2

)

avec a ~ N(0,1), g € (sp)* C Ey, aléatoire indépendante de a.
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Démonstration du Théoréme. On prend des coordonnées
normales en x, et on écrit
SL
=a
[scllr2

)

avec a ~ N(0,1), g € (sp)* C Ey, aléatoire indépendante de a.
Il existe € > 0, tel que

1 1
Ve e —=B, |si(z)] < e = —L|dsL(a:)| > €.

VL VL
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Démonstration du Théoréme. On prend des coordonnées
normales en x, et on écrit
SL
[scllr2

= Qa 5

avec a ~ N(0,1), g € (sp)* C Ey, aléatoire indépendante de a.
Il existe € > 0, tel que

1 1
Ve e —=B, |si(z)] < e = —L|dsL(a:)| > €.

VL VL

Fait 1 (Ehresmann) Pour tout M > 0,

1 Me
al > M et + —=||d TP
| | (HgH \/ZH gH)B(%\lﬁL) 2||8L||L2
1

Z(f) N Bz, —) ~ %.

-
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Fait 2. ||sz||p2 ~. VI "’
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Fait 2. ||sr||2 ~r v " En effet,

X

SL(ﬁ) =L fo(x)

/ lsz2dy = L2 / s dy.

donc

72/129



Synthése : P(Z(asp +g)N %B ~ Y) est plus grand que

1 Me
P(la] > M)P + —||d 1< >
(ol > 40P (ol + 7= olage ) < 5o
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LB ~ %) est plus grand que

Synthése : P(Z(asp +g)N NG

Me
Pl > M) B (Il + =gl 3 < 5o )

= 2flszlre

Lemme 3. Il existe C, telle que pour tout x € M, pour tout
L>1,

(ol + Mgl ) ) < VI

Admettons un instant ce Lemme 3.



Rappelons que pour toute variable aléatoire X € RT,

E(X)

P(X>M)< ——=.
(X =M<
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Rappelons que pour toute variable aléatoire X € RT,

E(X)
P(X > M) < — 7.

donc

1 Me 2cC
P + —|ldg|| < > >1-—.
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Rappelons que pour toute variable aléatoire X € RT,

E(X)
P(X > M) < — 7.

donc

1 Me 2cC
P + —|ldg|| < > >1-—.

On choisit M = % et on obtient au final le résultat :

_Af2
e MO,

N | =

]P’(Z(f)ﬁ\/lZIBNE> >



Démonstration du Lemme 3

Lemme 3. Il existe C, telle que pour tout x € M, pour tout
L>1,

1 n/2
E (ol + ol ) < OVE™
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Démonstration du Lemme 3

Lemme 3. Il existe C, telle que pour tout x € M, pour tout
L>1,

1 n/2
E (ol + ol ) < OVE™

Inégalité de Sobolev : Pour tout k > n/2, et z € B(z, ﬁ),

1/2
9()] € i T 1/22 ( / W)rdlg(y)u%dy) .

75/129



Donc en utilisant Cauchy-Schwartz,

c k 1 1/2
E < : E||d’ 2d )
HQHB:E%) < (Vol(x’ﬁ))l/g ;\/Z (/B( N Id"g(y) |3 y>

zv\/f)
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Donc en utilisant Cauchy-Schwartz,

k 1/2
¢ = [ , Eldswlka
E < .
HgHB ;r %/») = (VOI( ,\/>))1/2 g \/— (z7\/7 g\y)li2ay
Comme r
0
Elld'g(y)llz = Z E(%Q)Q
|T|=i
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Donc en utilisant Cauchy-Schwartz,

c k 1 1/2
Ellgll gz, 1y < (/ Elldig(y)llgdy> :
(@ VL (VOI( T, f))l/Q =0 \F (wv\ﬁ
Comme
E dz 2 E 8‘I| 2
|d'g(y)llz = |;A (6751‘(])
c’est égal a
oL
8x18y1 Llz=y-

[|=i
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En effet

E(aﬂﬂ[g)2 - E(axjg( )aylg(y)\x y)
= Orr B(9(2)9(Y)) o=

69311311 CL|z=y-
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En effet

E(ax[g)2 - E(axjg(x)ang(y)\xzy)
= axj,yIE(g(w)g(y))M:y

aﬁﬁayl CL|z=y-

En utilisant Carleman & Co pour les dérivées,

i +21
Elldig()|3 < VI" /B €| de.
On obtient

/2
Bllglpr, 1) < OV

La majoration pour dg est similaire. [
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Partie 3 - Nombres de Betti

78/129



79/129

Théoréme (G. & J.-Y. Welschinger 2017) Soit (M", g) une
variété compacte lisse riemannienne, f € E une somme
aléatoire FBRW. Alors

1
Vi€ {0,---,n—1}, limsup —LEbi(Z(f)) < ¢ivol(M),

L—oo

ou

B fSym(nflfi,i) ]detY|du(Y

NN s Ty

et du(Y') est la mesure gaussienne associée au produit scalaire

)

<AE:%%ME+%%A%B
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Pour les RW,
1
Vi€ {0,---,n—1}, limsup —zEb;i(Z(f)) < ¢;vol(M),
L—oo L

ou
. fSym(nflfi,i) |detY|du(Y)

VAT /n(n + 2)nT

et du(Y') est la mesure gaussienne associée au produit scalaire

C;

(A,B) = %Tr(AB) + %TrATr B.



» Pour n =1,

lim —Ebo(Z(f)) =

Jim \/» vol(M).

1
/3
> Pour n = 2,

1 1
li —Eby(Z < —
imsup 7 Ebo(Z(f) < 5

L—oo 71'2

vol(M).
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» Pour n =1,

1

1
li Ebo(Z — —— vol(M).
LEI;O\/E o(Z(f)) 7_r\/gv()
» Pour n = 2’
l LEb(Z(f)) < 5 vol(M)
lgl—foliplz ‘ = 8r2" :

» Par la théorie de Morse,

detYdu(Y
limiEX(Z(f)): fSym(n—l) et Ydu(Y)

L\@"

(T. Letendre 2016).

AN+ 2)(n + 4)



Inégalités faibles de Morse

Soit Z une variété compacte lisse et p : Z — R une fonction lisse
dont les points critiques sont non dégénérés. Soit

Crit; = {z € Z,dp(z) = 0, #{)\ € Sp(d®p(z)) "R~} = i}.
Inégalités faibles de Morse
Vi€ {0, ,n}, bi(Z) < #Criti(p).
Soit p: M — R et f aléatoire :

Eb;(Z(f)) < E#Criti(pz(s))-
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Calculer E#Criti<p|Z(f))

Situation (beaucoup) plus simple : soit f: R — R aléatoire,
I C R un intervalle. Calculons E(#Z(f) N I) (son nombre de
zéros moyen). Alors

Formule de Kac-Rice
E(#2(f)) = /I E(17"@)] | £(z) = 0) ) (0)d,

ol Y(7)(0) désigne la densité de f(z) en 0. Si f a pour
covariance e(x,y), alors

1

(0= ———
21 (0) \/2me(x, x)
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"Démonstration.

> Si f s’annule transversalement sur I,

#2001 =lim o [ 7@y,

e—0 2¢
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"Démonstration".

> Si f s’annule transversalement sur I,

#Z(f)ﬂ[-hm/]f \1\f|<€dac

e—0 2¢

> de sorte que

1
E(|f(@)| lim 1< ) da

E(|f'(@)| | f(x) = 0)¢p)(0)d.

E@#Z(f)nI) =

—



Jouet calcul : E#Crit;(f) (¢a n’est pas Crit;(p z(s))). C'est
égal a

/M E (| det & £(2) [ Linagae o)) (2) = 0) gy (0)dwol(z).
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Jouet calcul : E#Crit;(f) (¢a n’est pas Crit;(p z(s))). C'est
égal a

/M E (| det & £(2) [ Linagae o)) (2) = 0) gy (0)dwol(z).

Quelle est la loi de (d?f(z)|df (x) = 0)?
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Interlude : vecteurs gaussiens

Soit X € R™ un vecteur gaussien, i.e toute combinaison linéaire
de ses coeflicients est gaussien. En particulier chacune de ses
coordonnées suit une loi gaussienne. On suppose que EX = 0.
Soit

%= (E(XiXj)h<ij<n-

Alors pour tout borélien A C R",

POxeA) = [ ettt O

A V@m)ndet s

Faits.

P> Deux vecteurs gaussiens centrés X € R™ et Y € R™ sont
indépendants ssi pour tout 4, j € R”, E(X;Y;) = 0.
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Retour a

E(| det d2f(x)|1Ind(d2f(:c)):i)|df(x) = 0)@gr(x)(0)

et & la loi de (d?f(x)|df (z)). Que valent les covariances de ces
vecteurs gaussiens 7
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Retour a

E(| det d2f(x)|1Ind(d2f(:c)):i)|df(x) = 0)@gr(x)(0)

et & la loi de (d?f(x)|df (z)). Que valent les covariances de ces
vecteurs gaussiens 7
Rappelons que par Garding

1 T Y /-<_
—er (To+ —= 20+ =] — eI <TTYE> e,
\EL(O N ﬁ)ww :

Donc

1 1
WE (%f(ﬂf)aief(x)) = Waﬁ;i,ykyzeL\w:y

qui tend vers

/Bﬁiﬁjfkfedf 1= (i) (k)
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Retour a

E(| det d2f(x)|1Ind(d2f(:c)):i)|df(x) = 0)@gr(x)(0)

et & la loi de (d?f(x)|df (z)). Que valent les covariances de ces
vecteurs gaussiens 7
Rappelons que par Garding

1 T Y /-<_
—er (To+ —= 20+ =] — eI <TTYE> e,
\EL(O N ﬁ)ww :

Donc
1 52 ()52 _ b g0
fanE( z‘jf(ﬂf) Mf(:c)) - \/Zn+4 ziw5,ypye CLlz=y

qui tend vers
/Bﬁiﬁjfkfedf 1= (i) (k)

_ntd
Donc Y = Hessf(z)VL * ~p N(0,%).
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On a
n+3
E(03 ()0 f) = 02 en ~p VI / €46;60dE = 0.
B

Donc d?f(z) et f(z) sont asymptotiquement indépendants,
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On a
n+3
E(03 ()0 f) = 02 en ~p VI / €46;60dE = 0.
B

Donc d?f(z) et f(z) sont asymptotiquement indépendants,et
donc

n(n+4)

E#Criti(f) ~r L2 / EE(| det Y‘llndy:i)(pdf(x)(O)dvol(l‘).
M
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On a
n+3
E(03 ()0 f) = 02 en ~p VI / €46;60dE = 0.
B

Donc d?f(z) et f(z) sont asymptotiquement indépendants,et
donc

. n(n+4)
E#Crit;(f) ~r L™ 2 L/ Es(|det Y [1indy=i)@df(x) (0)dvol (z).
M
De facon similaire et plus simple

df () ~ VL' N(0, 1),

donc

1 _ n(n+2)
4

xON T
Pdr()(0) e
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On a
n+3
E(03 ()0 f) = 02 en ~p VI / €46;60dE = 0.
B

Donc d?f(z) et f(z) sont asymptotiquement indépendants,et
donc

. n(n+4)
E#Crit;(f) ~r L™ 2 L/ Es(|det Y [1indy=i)@df(x) (0)dvol (z).
M
De facon similaire et plus simple

n—+2

df () ~ VL N(0, I,),

donc
1 _ n(n+2)
4

xON T
Pdr()(0) e

et au total la moyenne est en ¢; L2 vol(M). O
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Pour E#Criti(p‘z(f). Localement on peut supposer que
p = Tp, donc x est un point critique de p|z(s) ssi

(f(x),0p, f(x), -, 0, f(2)) € R x R*L,

Le calcul est similaire. [J
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Autres résultats

Theorem (Nazarov-Sodin 2010). Let f1, be a RW sur
(S?, go) with energy L. Then, 3¢ > 0,

EboZo(fL) ~L—s00 L.
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Autres résultats

Theorem (Nazarov-Sodin 2010). Let f1, be a RW sur
(S?, go) with energy L. Then, 3¢ > 0,

EboZo(fL) ~L—s00 L.

Theorem (Nazarov-Sodin 2016) Soit f : R” — R une RW.
Alors d¢ > 0,
Ebo(Z(f) N Br)
— .
VO](BR) R—oo

Question ouverte : Quelle est la valeur de ¢?
Meéme question pour Z(f — u), avec constante c(u).
Theorem (G. 2020) Pour les RW,
1
c(u) = ————— Hyy (w)e 3% (1 + O(e=)).

n"/2\/2x
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Partie 4 - Percolation
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VOLUME 88, NUMBER 11 PHYSICAL REVIEW LETTERS 18 MARCH 2002

Percolation Model for Nodal Domains of Chaotic Wave Functions

E. Bogomolny and C. Schmit

Laboratoire de Physique Théorique et Modéles Statistiques,* Université de Paris-Sud, Batiment 100, 91405 Orsay Cedex, France
(Received 9 October 2001; published 1 March 2002)

Nodal domains are regions where a function has definite sign. In [1] it is conjectured that the dis-
tribution of nodal domains for quantum eigenfunctions of chaotic systems is universal. We propose a
percolationlike model for description of these nodal domains which permits us to calculate all interesting
quantities analytically, agrees well with numerical simulations, and due to the relation to percolation
theory opens the way to deeper understanding of the structure of chaotic wave functions.



Percolation par arétes sur le réseau carré
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Le courant passe



Question générale

f:R? = {— +} aléatoire, de mesure invariante par translations

m

1
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Question générale

f:R? = {— +} aléatoire, de mesure invariante par translations

m

1

lim sup Prob (positive continuous crossing) > 07
n,Mm—00

95/129



Trop facile

An

Prob —
n,A—00
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Trop difficile

n

97/129

An

Prob — 0

n,A—00




La bonne question

nk
R est un rectangle fixe.

lim sup Prob (traversée positive continue de nR) >0 7
n—oo
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Squares

99/129

Prob

+  Prob




Squares

Prob

~

+  Prob

If the measure of f is invariant by :

> symmetry + and —

> symmetry z1 and xo
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Squares

Prob

~

+  Prob

If the measure of f is invariant by :

> symmetry + and —

> symmetry z1 and xo

then the two probilities are equal
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Squares

Prob f\/—\ +  Prob

If the measure of f is invariant by :
> symmetry + and —
> symmetry z1 and xo

then the two probilities are equal , hence equal to 1/2.
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A good start

n

n

1
Vn, Prob (positive crossing) = 7
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Theorem (Russo, Seymour-Welsh 1978) Let R C R% be a
fixed rectangle. Then

lim inf Prob (positive crossing of nR) > 0.

n—oo
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Question : Let f: R?> — R be a smooth random fonction, with
measure invariant under translations, under change of sign and
rotation by 90°. Let R C R?. Do we have

linginf Prob ({f > 0} crosses nR) >0 7
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Trivial example

1 with probability %

&h
I

—1 with probability %
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Trivial example

N[ =

1 with probability
f=

DO

—1  with probability

. 1
hnniltgf Prob ({f > 0} crosses nR) = 5> 0.
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The Bargmann-Fock model :

RN P
£= 20 e gt
Z:J:O
Origins : Complex (!) algebraic geometry

Image : Nastasescu, Beffara
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Theorem (Beffara-G 2017) The Bargmann-Fock model
satisfies Russo-Seymour-Welsh : for any rectangle R C R?,

lim inf Prob ({f > 0} crosses nR) > 0.
n—o0
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Open question : Prove RSW for RW.
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Open question : Prove RSW for RW. Easier (?) : prove that
almost surely there is no infinite nodal component.
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Theorem (Muirhead, Rivera, Vanneuville 2020-2021)
For RW in R? :

1. There is no infinite nodal line of the planar random wave in
the half plane and touching its boundary.

2. for u < 0, almost surely {f > u} has an infinite connected
component and {f < u} has not.
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Démonstration de RSW pour BF

Natural idea : Find common features with Bernoulli
percolation :

108/129



Démonstration de RSW pour BF

Natural idea : Find common features with Bernoulli
percolation :

> Symmetries

108/129



Démonstration de RSW pour BF

Natural idea : Find common features with Bernoulli
percolation :

> Symmetries

» Uniform crossing of squares

108/129
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Démonstration de RSW pour BF

Natural idea : Find common features with Bernoulli
percolation :

> Symmetries
» Uniform crossing of squares
» (Asymptotic) independence

» Positive correlation of positive crossings (FKG)
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FKG

7&

FKG (Fortuin-Kasteleyn-Ginibre) implies

P(crossing of R and crossing of S)
>

P(crossing of R) P(crossing of S).

109/129



110/129

Prob

[\



110/129

Prob

> Frob

v
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Prob

> Frob

Prob /\%

= Prob (crossing the rectangle)?

X Prob

v



> Symmetries
» Uniform crossing of squares
> Asymptotic independence

» Positive correlation of positive crossings (FKG)

111/129



> Symmetries
» Uniform crossing of squares
> Asymptotic independence

» Positive correlation of positive crossings (FKG)

Theorem (Tassion 2016) If f: R? — {—1,1} is random and
satisfies these conditions, then it satisfies RSW.

111/129



Symmetries for Bargamnn-Fock 7

> f centered = symmetry between +1.
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Symmetries for Bargamnn-Fock 7

> f centered = symmetry between +1.

> e(z,y) = k(|lx — y[|*) = symmetries by
1. 7 /2-rotation,
2. translation
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Symmetries for Bargamnn-Fock 7

> f centered = symmetry between +1.

> e(z,y) = k(|lx — y[|*) = symmetries by
1. 7 /2-rotation,
2. translation

3. and symmetry by horizontal axis.

These are the symmetries needed by Tassion.
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> Symmetries
» Uniform crossing of squares
> Asymptotic independence

» Positive correlation of positive crossings (FKG)
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> Symmetries
» Uniform crossing of squares
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» Positive correlation of positive crossings (FKG)
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Independence

Correlation function for Bargmann-Fock :

e(z,y) = exp(—||z — y||*)
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Independence

Correlation function for Bargmann-Fock :

e(z,y) = exp(—||z — y||*)

seems very decorrelating !

However...

... because of the analytic continuation phenomenon.
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Solution : blurring by discretization
NN

S

» 7 = Union Jack lattice
> V = its vertices,
> sign fly : V — {£1}.

> Site percolation : the edge is positive iff its extremities are.
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Is the discretization trustful 7
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Is the discretization trustful 7

1. If 7 is too coarse, then no.

AVAN
NN/

/!

2. If T is very thin, then yes, but... dependence comes back.
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Quantitative blurring

Hypotheses : f, T, V, e, k is C1, ¥'(0) # 0, B, := [-n,n]%.

Theorem (Beffara-G 2016) There exists C' > 0 such that for
any n > 1,

P(VR C By, f crosses R iff f\%v crosses R) >1— g

n
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Quantitative blurring

Hypotheses : f, T, V, e, k is C1, ¥'(0) # 0, B, := [-n,n]%.

Theorem (Beffara-G 2016) There exists C' > 0 such that for
any n > 1,

C
P(VR C By, f crosses R iff f\%v crosses R) >1——.
n n
Fear : This gives

1
#(RN EV) ~n n® points!

This gives a lot of information. Is’'nt it too much for the
independence 7 Is it counterbalanced by the decorrelation ?
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Quantitative dependence

Theorem (Beffara-G 2016 ) f: V=R
centered symmetric Gaussian over V a lattice. Then, there exists
C > 0, such that for any R, S two disjoint open sets in R?,

dependence(R, S) :=

max _ |P(A and B) — P(A)P(B)]
A crossing in R
B crossing in S
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A crossing in R
B crossing in S
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R — 2’
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Quantitative dependence

Theorem (Beffara-G 2016 ) f: V=R
centered symmetric Gaussian over V a lattice. Then, there exists
C > 0, such that for any R, S two disjoint open sets in R?,

dependence(R, S) :=

max _ |P(A and B) — P(A)P(B)]
A crossing in R
B crossing in S

<
C(# vertices in R and S)? maxM.
z€R (/1 —e(x,y)?
yES ’y

The Fight : Information versus Oblivion
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Quantitative dependence

Theorem (Beffara-G 2016 - Piterbarg 1982) f:V — R
centered symmetric Gaussian over V a lattice. Then, there exists
C > 0, such that for any R, S two disjoint open sets in R?,

dependence(R, S) :=

max  |P(A and B) — P(A)P(B)]
A crossing in R
B crossing in S

<
C(# vertices in R and S)? maxM.
z€R (/1 —e(x,y)?
yES ’y

The Fight : Information versus Oblivion
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Tassion’s condition :
dependence (A(n, 2n), A(3n,nlog n)) —n—soo 0,

where A(n,n’') = By \ Bn.
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Tassion’s condition :
dependence (A(n, 2n), A(3n,nlog n)) —n—soo 0,

where A(n,n’') = By \ Bn.

For Bargmann-Fock :

T.

1. Discretize in By 1ogp OVer nlogn)®

2. For this discretization,
dependence(A(n, 2n), A(3n,nlogn)) <
12_exp(—n?)

V1 —e20?

3. The same holds for the continuous field with a further cost

due to the discretization : ﬁ —n 0.

C(nlogn)*(nlogn) —=n0

Oblivion wins the Independence fight !
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> Symmetries
» Uniform crossing of squares
> Asymptotic independence

» Positive correlation of positive crossings (FKG)
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FKG

7&

FKG (Fortuin-Kasteleyn-Ginibre) implies

]P’(positive crossing of R and positive crossing of S’)
>

P(positive crossing of R) .  P(positive crossing of S).

122/129



Theorem (Loren Pitt 1982) For a centered Gaussian field,

FKG & positive correlation function.
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Theorem (Loren Pitt 1982) For a centered Gaussian field,
FKG & positive correlation function.

Here : e(z,y) = exp(—||z — y||?).
> Symmetries
» Uniform crossing of squares
> Asymptotic independence

» Positive correlation of positive crossings (FKG)
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RSW+FKG

P(circuit in the annulus) > P(crossing the rectangle)?
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RSW-+FKG+weak dependence
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Prob ¢

[/

')'H—lt(

Prob| %0 < k < lthg(’;) NO
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Prob ¢

[/

')'H—lt(

Prob| w0 < k < lthg(’;) NO

n 4
~ _ \loga(F) — (= logy(1—c)
~ (1 C) £ (n) .
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Why Bargmann-Fock and not Random Waves ?

RW BF
Kernel Jo(llz =yl | exp(—]lz —y|1?)
Sign oscillating positive
Decay weak very strong
FKG no yes
Correlations strong very weak
Bernoulli proximity no yes
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Non-percolation dans un quart de plan

Démonstration
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Non-percolation dans un quart de plan

Démonstration

> D’abord, il n’y a pas de percolation dans une bande
verticale (de la forme [a, b] x R. En effet, pour tout carré il
y a une probabilité 1/2 de traversée négative. Donc par
ergodicité, avec probabilité 1 il existe une traversée négative
horizontale dans I'un des carrés de la forme
[a,b] X [n+ a,n+b], n € N, donc presque sirement il n’y a
pas de ligne verticale dans cette bande.

» Ensuite, s'il y avait une probabilité strictement positive
pour qu’il existe une composante infinie dans le quart de
plan supérieur droit @) et touchant son bord, alors...
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0 (& (n—1C "' nC

> 1l existerait C' > 0, tel que f > 0 percole dans @) & partir de
[0,C] x {0} avec probabilité ¢ > 0.
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0 C (n—1C "' nC

Il existerait C' > 0, tel que f > 0 percole dans @ a partir de
[0,C] x {0} avec probabilité ¢ > 0.

Par invariance par la symétrie par rapport a laxe (Oy),
c’est vrai aussi pour le quart supérieur gauche,

et donc par invariance par translation, pour le méme
translaté de (nC,0).

Par ergodicité, presque siirement il existe n € N, tel que
{f < 0} percole dans le quart de plan gauche et partant de
[(n—1)C,nC] x {0}.

Cette composante négatie empéche presque strement Ag,
contradiction.



