Chapitre 4
Théoreme de Stokes




Formes différentielles

Définition. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension n > 1
et 1 < k <n un entier. Une k-forme linéaire alternée « est une
application multilinéaire

a:EF 5 R
alternée, c’est-a-dire que pour toute permutation o de [1,--- , k],
V(vi, - vk) € BY, alve(r) V() = (=1)7a(vr, -+, 0p).

1. Le R-espace vectoriel des k-formes alternées est noté AFE*.
2. 11 est pratique de définir A°E* := R.



Exemples.
1. Une forme linéaire est une 1—forme linéaire.

2. Si f est une n—forme alternée et (ey,--- ,e,) est une base
de F, alors

f(vh T ,’Un) = det(vij)i,jf(eh T 76%)7

ou v;; la j-éme coordonnée de v;.



Produit extérieur. Soit
A (@F_oAFE")? — o _ AFE*
défini par linéarité,
A APE* x AVE* — AT E*

par Yo € AFE* et tout B € MVE*, a A € AFTTE* et

VUl,-"Uk+j c E, Oé/\,B(’Ul,-” 7Uk+j) =
1 ag
il Y (F)7avg)s 0o BUo(i 1) Vo(i))-
o O'EGjJrk

Exemple. Si o, 8 € E*, alors

Vo,w e E, aA Bv,w) = alv)s(w) — a(w)B(v).



Remarques.

1.

A est associative.

2. Yo € A*E™, 3 € AIE™,

Ut

BAha=(-1D)ang.

Si (e;); est une base de F, on a une base canonique de
AFR™ formée par les

dl‘il A dl’iQ VANCRIEIVAN dl’ik

avec 1 <11 < -+ <t <.
En particulier, dim A*E* = (ﬁ)

En particulier, A" E* est engendré par
dri Ndxg A -+ N dxy,.

AFE* =0 pour k> n + 1.



Définition. Soit n > 1 et 1 < k <n. Un élément

a € C®(R™, AFR™) est appelé k-forme différentielle lisse. On
note QF(R") cet espace (ou QF(U) si on se restreint & un ouvert
UCR").

Remarques.
1. Une 0-forme est une fonction lisse!

2. Toute k-forme différentielle o s’écrit de fagon unique
o= Z fi17"' 7ikdxi1 VANKIERIVAY dﬂ?lk
1<y < <ip<n

avec

fih... i € COO(RH, R).



Exemples.
1. Sik=1,Ve e R" afx) =) 1", fi(x)dz;.
2. Sik=n,ax)=f(x)drxy A\ Ndzxy,.
3. Sige C™({),

7j=1



Intégration de formes

Définition. Soit o = fdxy A -+ Adz, € Q"(U). L'intégrale de

asur U est
/a:/ f(x)dxy - - - dxp,.
U U

Exemple Si [, dzy--- Adx, = Vol(U).
Définition. Soit ¢ : U C R" — V C R" lisse, et a € Q¥(V). Le
tiré en arriére de o par ¢ est la forme ¢*a € QF(U) définie par

Yug, -+ , 0% € R”,Vw eU,
¢ a(z)(vi, - o) = a((x)) (db(z)vr, -, dg(x)vy).

Exemple Sia=f¢c QOU), ¢*a=ao .



Proposition :

L@ (@A B) = ¢*a n¢*B.
(fog)a=g"(fa).

. ¢*dxi(z) = doi(x)

. Sia= fdry A ANdxy, € QT

—_

¢ a(x) = det do(x) f(d(z))dxy A -+ Adxy,.



Démonstration.
1. Exercice.
2. Utilise d(f o g) = df o dg.
3. On a

Vo € R, ¢%dxi(x)(v) = dz(dé(z)v)
= dfﬂz’(zajﬁf)l’j)

= > 9¢w; = dgi(v).
J

4. Exercice.



Exemples.

1. Sia €R, a € QF et ¢(z) = az,
o a(z) = d*alazx).
2. Si ¢(r,0) = (rcosf,rsind), alors

¢*dx = cosfOdr — rsinfdb
¢*dy = sinfdr + rcosfdf.

Donc si o = dx A dy, alors
o= ¢*dx N ¢*dy = rdr N d6.

3. Sia=(zdy — ydz),

P*a = %(1‘(7", 0)o*dy — y(r,0)p*dx) = %7“26[9.



Théoréme Soit U un ouvert connexe, ¢ : U — V un
homéomorphisme lisse et a € Q"(V'). Alors

/U 6" = signe(det do) /V o

(Notons que z — det d¢(x) ne s’annule pas sur U, donc est de
signe constant.)

Démonstration. On a
/qﬁ*a = /fo¢detd<bdx1~--d:vn
U U
— signe(detdo) [ o 0| det dgld - da,
U

= Signe(detdgb)/fdfcl'--dcz:n.
\4



Proposition Soit U C R™ un ouvert. Il existe une unique
application linéaire : d : Q(U) — Q(U), telle que

1. d: QFU) — QF1(U) pour tout k.

2. dod=0

3. d: Q%U) est la différentielle.

4. Sia e QF(U) et B € QU),

dlaAB)=dan B+ (=1)kandB.
On appelle différentielle extérieure cette application.

Propriété

d(f*a) = f*da.



Exemples.
» Pour f € Q°(U) et ic {1,---n},

d(fd.%'l A Ndxi—1 Ndxjpr A+ A d:En) =
(—1)i+161'fdx1 A ANdxy,

» Soit .
div(fla o afn) = Zalfl
i=1
et ‘ .
a=> (-1 fidr; € Q"
alors

da =div(f1, -, fo)dzy A Adxy,.



Exemples.
> Soit

) B 02 f3 — 03f2
rot(fi, fa, f3) =VfANf=|0sfi—Of3
O1f2 — 02 fi

et B8 = fidx1 + fodxo + f3dxs, alors

df = (01f2 — O2f1)dz1 A dxo +
(Oof3 — O3 f2)dxo A dxg +
(03f1 — 01 f3)dx3 A day.



Formes sur les variétés

Soit M une variété lisse de dimension n > 1 et (U;); un atlas de
la variété.

Définition. L’ensemble (qui est un fibré vectoriel)
T*M = Upenr(TyM)*

est appelé [’espace cotangent de M.
On peut alors définir pour tout k € N I'espace A*T*M et
AT M.



Proposition et définition Soit (U, ¢ = (¢1,--- ,¢yn)) une
carte locale C*° de M lisse de dimension n, et x € U.

» Alors l'algebre extérieure AT M est engendrée par les
1-formes (d¢;(x))i=1n € T, M*.

» Une p—forme homogene C'*° sur U est une application
a:U — AT*M, telle que Vo € U, o, € AT*M, et

o= Z Qi ($)d¢11 VASERIVAN d¢2k
i1 <<t
avec ;,..;, € C°(U,R).
» Il existe une unique différentielle : d : Q(M) — Q(M)
satisfaisant les axiomes ci-dessus.



Intégration sur les variétés

On aimerait bien définir sur une carte (U, ¢), pour o € Q"(U),

/a:/ oD a.
U o(U)

Mais si 1 est une autre carte, la définition donne :

[ wta = smdetgo! (6ov) (@ a)
$(U) popp~opp(U)

= sgndetgzbow_l/ o V*q.
o(U)



Définition. Une variété différentielle est dite orientable si I'on
peut trouver un atlas tel que les changements de cartes
préservent ’orientation. Une orientation est un tel choix de
cartes.

Proposition. Si M est une variété a bord (& définir) orientée,
son bord hérite d'un orientation.



On peut alors définir

/a:/ oD a.
U #(U)



Théoreme de Stokes. Soit M une variété orientée de
dimension n, o une n — 1-forme lisse sur M, D un domaine
régulier de M de bord 9D (qui peut étre vide). Alors

/ a:/da,
oD D

ou 0D est orientée selon 'orientation de D.



Exemples
» Soit I = [a,b], a = f(x), da = f'(x)dz, I orienté de gauche
a droite, donc

f(0) — fla) = /{ = /[ S

» Soit D C R?,

On a
da = (0, P + 0,Q)dx A dy,

donc (Théoreme de Green)

/ (0P + 0,Q)dzx N dy = / P(z,y)dy — Q(x,y)dx.
D oD

> Sous-exemple a = %(xdy — ydz) donne laire de D.
» Sous-sous-exemple : x = rcosf et y = rsinf. Avec
¢(r,0) = (z,y), on a ¢*a = 1r2df donc

1
/ a==-R%r = / daire.
RS1 2 D(0,R)



