Chapitre 3
Variétés




Sous-variétés de R"

Définition. Soit n > 1, k> 1et p€ {0,---,n}. Une partie
M C R" est une C*-sous-variété de dimension p si pour tout
point m € M, il existe

» U un voisinage ouvert de m dans R",
» V un voisinage ouvert de 0 dans R",
> et

f:U—>V

un C*- difféomorphisme tel que

FUNM) =V N (R x {0}).



Contre-exemple. L’union de deux plans de R? se croisant
suivant une droite est une surface paramétrée, mais n’est pas
une sous-variété (pourquoi?).
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Une sous-variété (minimale) avec bord



Une bulle



Une surface de genre 3



Ceci ne sont pas des sous-variétés



Ce ne sont pas des sous-variétés



Toujours pas!



Exemple. La sphere unité S” ¢ R"*! est une sous-variété. En
effet, soit g € S™. On choisit les axes de sorte que xg,41 > 0.
Donc si 2’ = (21, -+ ,x,), il existe un voisinage ouvert

U c R* de zq, tel que

(@), xp11) €UNS" & xppy = /1 — ||2']2.
Soit f(x) = (2/, 21 — /1 — ||2']|2) € R**L. Alors (exercice) f

vérifie les conditions de la définition sur U.



Proposition. Soit U C RP un ouvert, et ¢ : U — R*P CF,
Alors le graphe de ¢ est une C* sous-variété de R™ de dimension
p. Réciproquement, une sous-variété est localement un graphe.
Démonstration. Siz' = (z;---,z,) et 2" = (zpy1,- -+, ),

et
f:UxR"? — R"
f(.’I}/,x”) — (xl’x// _ ¢<I/)>,

alors le graphe de ¢ et f vérifient la définition (ou U x R™ P est
un ouvert) (exercice : vérifier les détails). Réciproque plus tard.
O



Proposition. Soit M C R™. Alors M est une C*- sous-variété
de dimension p ssi pour tout m € M, il existe un voisinage U de
m dans R”, et une fonction F' C*

F:U—-SRVP

tels que

» F' est une submersion, id est
Vge U,dF(q) : R" - R"™P

est surjective,

> et
FH0)=MnNU.

Une sous-variété est donc localement définie implicitement.



Exemple. La sphere unité S"~! est une sous-variété lisse de
dimension n — 1.



En effet, soit
n
F= Z:UZZ -1
i=1
(p=n—1).0naVvqges,

dF(q) = 2 wida;
=1

qui est non nulle donc de rang maximal 1 en tout point non nul,
donc en tout point de S.



Démonstration. Si M est une ss-variété, soit m € M, U, V et
f des ouverts et fonction de la définition. Soit F': U — R" 7P,

F = (fp-‘rlv"' 7fn)

On a bien
VgeU, F(q)=0< g€ M.

De plus df(q) est un isomorphisme de R", donc les n —p
derniers vecteurs lignes de sa matrice sont de rang maximal, et
c’est la matrice de dF'(q) qui est donc surjective.



Réciproquement, soit « € M. dF(x) est de rang n — p, donc il
existe n — p vecteurs colonnes de sa matrice dans les bases
canoniques qui sont de rang n — p. On suppose que ce sont les
n — p derniers. On a donc

dF(.x)‘{O}XRnfp : {O} X RTL—]) — Rn_p

bijective.



Notons z = (2, 2") avec
z = (1, ,xp)

et

= (Tpt1,- - Tp).

Le TFI nous dit qu’il existe U un voisinage de 2’ dans R? et un
voisinage V' de 2" dans R" P, ainsi qu’'une fonction

o : U — ‘7,
tels que
(2" e UxV, Fa',2") =0 < 2" = ¢(a).

Donc F~1(0) est une sous-variété.



Le plus grand des mathématiciens ?

Bernhard Riemann
(Breselenz 1826 - Selasca 1866)

> 1826 : Fils d’'un pasteur luthérien

> 1846 : théologie a Gottingen

> 1847 : mathématiques a Berlin : Il chante déja comme un
canari (Stern)



Grande influence de Dirichlet

1851

: Doctorat : surfaces de Riemann (Gauss directeur)
1854 :
1859 :
1859 :

Habilitation : Sur les fondements de la géométrie
Enfin un poste fixe a Gottingen !
Académie des sciences



== Il —=

n=1 p premier D

sont sur l'aze s = 1/2.



Srinivasa Ramanujan (1887-1920)

(1) =142+ +n+-=——.



> 1862 : contracte une pneumonie

P> 1866 : décede de cette pneumonie sur les bords du Lac
Majeur



La relativité générale & Einstein,
deux enfants de Riemann



Le GPS, un petit-fils de Riemann



Proposition. Pour k > 1, M est une C* sous-variété de
dimension p ssi en tout point m de M, il existe un voisinage U
de m dans R", un voisinage V' de 0 dans RP, et une application
g:V = U C* telle que

P> g est une immersion, c’est-a-dire
Vz eV, dg(z): RPF - R"

est injective.

» g:V — UnN M est un homéomorphisme.



Exemples.

» Les immersions de U C R? dans R? sont les surfaces
paramétrées (f,U) régulieres.

» Une surface paramétrée (f,U) avec f injective est
localement (& la source) une sous-variété



Remarque. La seconde condition évite les croisements réels
ou limites :

Une surface paramétrée réguliére et injective
mais qui n'est pas une sous-variété (volée a V. Borrelli)



Plaisir des yeux!



> Exercice. Le graphe
Ff C RP x R™

d’une fonction C* f : RP — R™ est une immersion vérifiant
la seconde condition de la Proposition, donc est une C*
sous-variété de dimension p.



Démonstration de la Proposition. Supposons que M est
une sous-variété de dimension p dans R™. On a vu que M est
localement le graphe d’une fonction ¢ : U C RP — R"7P. Alors
¢ = (Id,)) est une immersion vérifiant la seconde condition.



Réciproquement, soit g : U C RP — R"™ une immersion, w € U,
m = g(w). On aimerait étendre

gV g(U)c R = U
en un difféomorphisme local
f:V>R"DRP80
avec voisinage V' C R™ de m. Soit
P = dg(w)(R?) C R”

le p-plan vectoriel tangent en m et @ un (n — p)-plan vectoriel
transverse a P paramétré par un isomorphisme

¢: R Q.



Définissons
F:UxR"? — R'=m+PaQ
(z,y) = g(z)+o(y)

Notons que
F(U x{0}) = g(U).

Par construction et par hypothese sur df (w),
ker dF'(w,0) = {(0,0)}

(le vérifier), donc dF' (w,0) est un isomorphisme. Par le
théoreme d’inversion local, il existe un voisinage ouvert

UCRPxR"P

de (w,0) et V' C R™ un voisinage ouvert de m tels que F‘ ;7 soit
un C*-difféomorphisme de U dans V.



Soit alors
f=(Fy) " VCR'=UCRI xR"™.
C’est un difféomorphisme, et puisque par la seconde condition
F(U x{0}) = g(U)NV,

flgU)nV) = U x {0},

donc g(U) NV est une p-sous-variété. De plus, par la seconde

hypothese, quitte a restreindre les ouverts, M NV =g(U)NV
donc donc M est une sous-variété. [



Proposition et Définition. Soit M C R™ une p-sous-variété,
et m € M. Puisque localement M est 'image d’une immersion
f:RP — R" telle que f(w) = m, on définit l’espace tangent a
M enm

T M = Im df (w).

Cette définition ne dépend pas de f. De plus, si M est
localement le lieu d’annulation d’une submersion

F:R" - R"P
et si F'(m) =0, alors
TnM = kerdF(m).

Remarque. On peut aussi définir ’espace tangent affine
m —+ T, M.



Exemple. La sphére! On a pour
r= (1, ,2,) €S"I CR",

n
T,S™ ' = ker Z z;dx;.
i=1

En particulier, Ty ... 0)S = ker dry = {z1 = 0}.



Extrema liés

Théoréeme. Soit 1 <p<n et
F=(F, - ,F,):UCR"—RP C! telle que dF(z) soit de
rang p pour tout z € U, et

f:U—-R

une application C!. Soit a € F~1(0) un extremum local de
f|F*1(O)' Alors
ker dF'(a) C ker df(a),

ce qui est équivalent a I!A\q,--- ;A\, € R,

df(a) =Y NdFi(a).
=1



Remarques.

| 4

>
>

Par la Proposition précédente, M = F~1(0) est une
sous-variété C! dans U.

On appelle les A; (uniques) les multiplicateurs de Lagrange.

Si df(a) # 0, f~1(f(a)) est localement une sous-variété de
dimension n — 1, donc une hypersurface de niveau, et
ker df (a) est son espace tangent. La condition est donc

T,M C T.f(f(a)).

La condition s’écrit
P
Vf(a) =Y AVFi(a).

Exemple : {F = 0} C R? compact et f(z,y) = z.



Démonstration. Par le théoreme précédent, il existe deux
ouverts U CR" P et V CR", a €V, et une immersion locale
¢:U — V CR" qui est un difféomorphisme sur son image telle
que M NV = ¢(U).
L’application .
f=fo¢
admet un extremum local en b = ¢~ !(a), donc b est un point
critique de f , soit
df(a) o d(b) = 0,
soit
Im d¢(b) C kerdf(a).



Mais on a vu aussi que
Im d¢(b) = kerdF(a) =T,M.

Par dualité,
(ker dF(a))* D (kerdf(a))*.

Par ailleurs

(kerdF(a))™ = (MP_, ker dF(a))*
— ikerdF

Vect dF;(a

Il
i M»s |

donc df (a) € P Vect dF;(a) ce qui est le résultat.



Exemples.

> Soit f(x,y,2) =22 —y? et Fa,y,2) =22+ 9% + 22 — 1.
On adf/2 = zdz—ydy et dF/2 = xdx + ydy + zdz. Un
point critique a = (z,y,2) de fjy; vérifie

df (a) € (dF(a))

soit (0,—vy,2) € ((x,y,2)), donc IN € R, 0 = Iz, —y = Ay
et z = Az.

1. SiA=0,ona y=z=0doncz==+1. (£1,0,0) est bien
critique. Notons que df (x,0,0) = 0 (I’hypersurface de
niveau est dégénérée (en une réunion de deux plans)).

2.81A#0, x=0.S1y#0, A\=—-1et z=0, donc
a=(0,£1,0). Siy=0,a=(0,0,%£1). (dessin)



» Soit M C R”™ une sous-variété, et a un extremum de la
distance sur M a un point P € R™. Alors aP 1 T,M.

En effet, soit f(z) = ||2P||2. C’est une fonction lisse, et
df(a) = 2aP,").

On a kerdf(a) D ToM, donc ToM L aP.



Joseph Louis Lagrange
Giuseppe Lodovico de Lagrangia
(1736 Turin -1813 Paris)

» Parents d’origine francgaise, pere Trésorier de I'Office des
travaux publics et des fortifications de Turin
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Joseph Louis Lagrange
Giuseppe Lodovico de Lagrangia
(1736 Turin -1813 Paris)

» Parents d’origine francgaise, pere Trésorier de I'Office des
travaux publics et des fortifications de Turin



Se met aux mathématiquess tard... a 17 ans.
Famille ruinée : Si j’avais été riche, je n’aurais pas fait
mon €tat des mathématiques.

1755 : Sostituto del Maestro di Matematica a 1’Académie
royale militaire de la théorie et de la Pratique de I’Artillerie

1754 : Tautochrone (animation)



A droite, l'astéroide 2010TK7

» 1754 : Calcul des variations (équations d’Euler-Lagrange)

P> 1766 : Berlin, directeur de la classe mathématique de
I’Académie de Berlin



A droite, l'astéroide 2010TK7

» 1754 : Calcul des variations (équations d’Euler-Lagrange)

P> 1766 : Berlin, directeur de la classe mathématique de
I’Académie de Berlin

> 1772 : points de Lagrange



A droite, l'astéroide 2010TK7

» 1754 : Calcul des variations (équations d’Euler-Lagrange)

P> 1766 : Berlin, directeur de la classe mathématique de
I’Académie de Berlin

> 1772 : points de Lagrange

> 1783 : dépression apres la mort de sa femme



v

A droite, l'astéroide 2010TK7

1754 : Calcul des variations (équations d’Euler-Lagrange)

1766 : Berlin, directeur de la classe mathématique de
I’Académie de Berlin

1772 : points de Lagrange
1783 : dépression apres la mort de sa femme

1787 : Académie des sciences a Paris



> 1788 : Mécanique analytique



> 1788 : Mécanique analytique

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage.
Les méthodes que i’y expofe ne demandent ni conft
trudtions , ni raifonnemens géométriques ou mécha-
niques, mais feulement des opérations algébriques,
aflujetties 3 une marche réguliere & uniforme. Ceux
qui aiment I'Analyfe, verront avec plaific la Mécha-
nique en devenir une nouvelle branche, & me faurong
gré d'en avoir érendu ainfi le domaine,



PREMIERE PARTIE. — SECTION 1V, kd

SECTION QUATRIEME.

MANIERE PLUS SDIPLE ET PLUS GENERALE DE FAIRE USAGE DE LA FORMULE
DE UEQUILIBRE DONNEE DANS LA SEGTION DEUXIEME.

1. Ceux qui jusqu’a présent ont éerit sur le prineipe des vitesses vir-
tuelles se sont plutdt attachés & prouver la vérité de ce principe par
Ia conformité de ses résultats avec ceux des principes ordinaires de la
Statique, qu’a montrer I'usage qu'on en peut faire pour résoudre direc-
tement les problemes de cette science. Nous nous sommes proposé de
remplir ce dernier objet avec toute la généralité dont il est susceptible,
et de déduire du principe dont il Sagit des formules analytiques qui
renferment Ia solution de tous les problemes sur 'équilibre des corps;
& peu prés de la méme maniere que les formules des sous-langentes,
d ete., la ination de ces lignes.
dans toutes les eourbes.

La méthode esposée dans la deusieme Section peut étre employée
dans tous les cas, et ne demande, eomme on Ia vu, que des opérations

purement + mais, comme Iélimination immédiate des va-
riables ou de leurs différences par le moyen des équations de condition
peut conduire & des caleuls trop compliqués, nous allons présenter la
méme méthode sous une forme plus simple, en réduisant en quelque
manitre tous les cas a celai d'un systéme entizrement libre.

§ 1. — Methode des multiplicateurs.

2, Soient

L=o M N

les différentes équations de condition données par la nature du sys-

PREMIERE PARTIE. — SECTION IV, k)
coeficient indéterminé; on égalerale tout a zévo, et I'on aura ainsi une
équation difféfentielle qu'on traitera comme une équation ordinaire
de mazimis et minimis, et doit 'on tivera autant d"équations particu-
liieres finies qu'il y aura de variables. Ces équations étant ensuite dé-
barrassées, par I'é] n, des coefficients indéterminés, donneront
toutes les conditions nécessaires pour I'équilibre.

L'équation différenticlle dont il s'agit sera donc de cette forme,

Pdp+Qdp+-Relr 4.+ Lell.+pdM 4 vaN +... =0,

dans laguelle 2, z, v, ... sont des quantités indétorminées; nous la
nommerons dans la suite dyuation génerale de I'équitibre.

Cette équation donnera, relativement & chaque coordonnée, telle
que , de chacun des corps du systeme, une équation de la forme sui-
vante

aw» or aL oM 0N
PO R G

en sorte que le nombre de ces équations sera égal o celui de toutes lex
coordonnées des corps. Nous les appellerons équations particuliéres de
Péquilibre,

4. Toute la difficulté consistera done @ éliminer de cos demidres
équations les indéterminées 2, 2.y, st ce qu'on pourra tou-
jours exéeuter par les moyens connus, mais il eanviendra, dans chaque
cas. de choisir ceux qui pourront conduire aux résultats les plus siu-
ples. Les équations finales venfermeront toutes les conditions
saires pour I'équilibre proposé; ct, comme le nombre de ces équations
sera égal i celui de toutes les coordonnées des corps du systeme moins
celui des indéterminées 2, z, v, .. qu'il a fallu éliminer, que d'ailleu
ces mémes indéterminées sont en méme nombre que les équations

M=o, N=o0, ..., il sensuit que les équa
ces dernikres, seront toujours en my

condition finies L
tions dont il 'agit, jointes
nombre que les coordonnées de tous les corps: par eonséquent, eHes




> 1793 : décret d’expulsion des individus nés en pays
étranger. Lagrange mis en réquisition pour continuer des
calculs sur la théorie des projectiles.

> 1794 : Lavoisier guillotiné, Lagrange a Delambre : Il ne leur
a fallu qu’un moment pour faire tomber cette téte, et cent

années peut-étre ne suffiront pas pour en reproduire une
semblable.
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> 1793 : décret d’expulsion des individus nés en pays
étranger. Lagrange mis en réquisition pour continuer des
calculs sur la théorie des projectiles.

> 1794 : Lavoisier guillotiné, Lagrange a Delambre : Il ne leur
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> 1799 : nommé membre du Sénat par Napoléon



> 1799 : nommé membre du Sénat par Napoléon

> 1808 : nommé Comte d’Empire

andk




Variétés

Définition. Soit k& > 1. Une variété de classe C* et de
dimension n est un espace topologique M séparé muni

» d’un recouvrement par une famille d’ouverts (U;);er,
» des homéomorphismes ¢; : U; — ¢;(U;) C R™ tels que
> Vi, j e I, U;NU; # 0 implique

¢; o (;3]_1 : ¢j(Uj N Ui) — d),‘(Uj N Ui)

est CF. (dessin)



Définition.

>

| 2

Un tel couple (Uj, ¢;) est une carte et 'ensemble de ces
couples est un atlas.

Si k =0, la variété est dite topologique. Si k > 1, elle est
dite différentiable. Si k = oo, elle est dite lisse.

On note parfois ¢; = (z1,--- ,xp) et les fonctions z; sont
appelées coordonnés sur l'ouvert Uj;.

Les fonctions ¢; ogbj ! sont appelées fonctions de transition.



Exemples.

» R™ est une variété lisse de dimension n (une seule carte!)

» La sphere standard S* € R™*! est une variété lisse de
dimension n (deux cartes).



En effet, soit N = (1,0,---,0) et S = (—1,0,---,0),
Up=8S"\{N} et Uy = S"\ {S}. Pour i = 1,2, la projection
stéréographique (dessin) ¢; : U; — R™ est définie par

_ (xlv"'7xn)
a@ = S
_ (1"17'”)3571)
P = T

On constate que ¢; est un homéomorphisme de U; sur
¢i(U;) = R", et (exercice!)

paoprt :R"\ {0} — R™\{0}
Y o
w1

qui est lisse.



Exercice. Trouver un atlas plus simple pour S', avec des
fonctions de transitions affines.



» L’espace projectif RP™ est défini par
RP" = R™1\ {0}/ ~,

ol x ~ y ssi x et y sont sur la méme droite. Il est muni
d’une structure différentiable lisse de dimension n.

D’abord, on muni RP"™ de la topologie quotient : si
7 R™\ {0} - RP"

est le passage au quotient, un sous-ensemble U C RP" est
considéré comme ouvert ssi 77 1(U) C R*1\ {0} est ouvert.



Pour tout ¢ € {0,--- ,n}, soit

Us = {[z], z: # 0}.
C’est un ouvert, car
Y U;) = {z e R"\ {0}, z; # 0}
qui est l'intersection de deux ouverts (pourquoi?). On a

¢l([x]) = qbl([th : 7ti—la]~ati+17“' 7tn])
= (750,"' i1, tit, - ,tn) cR"

= (wo/®i, -+ i1/ Ti, Tig1 [ T4, T T4)



¢; est un homéomorphisme de U; sur R". En effet, ¢; est
bijective de réciproque :

gﬁi_l R" — U;
(To, 3 Tim1, Tig 1, W) = [To, 0, @im1, L i1, T
o; ! est continue comme composée de
.’IZ'GR”H(ZE(L 7mi—1717‘ri+17'”xn)

et de 7 : R"*1\ 0 — RP". Enfin, si U C R" est un ouvert,
¢; H(U) C RP™ est ouvert ssi 7 '¢; 1(U) € R"*! est ouvert ssi

(2

P (U) c R™ est ouvert, ott P; : 71 (U;) — R™ avec

1
Pi(xo, - ,xn) = (xo/Ti, -+ s xifTiy -+ 20/ T5).

Or P; est C°, donc ¢; continue.



De plus,
Ui n Uj = {[$],{L‘Z 7& vaj 7& 0}7

et pour = € ¢;(U; NUj),

-1
¢]O¢z (x(]v"'7$i717$i+17"'71‘n):
(Zo ... e R i R S Zn)

; ) . T ) Ty ) S s
zj’ zj oz Ty T T Xy Tj

qui est manifestement lisse.



Remarque. Attention, une variété ne peut étre a priori
dissocié de son atlas. En d’autres termes, la variété est plus que
I’ensemble sous-jacent. A priori, R pourrait supporter des
structures de variétés < différentes > !



Définition (Fonctions C*)

» Soit M une variété lisse, de dimension p, et (U;, ¢;)ier son
atlas. Une application f : M — R™ est dite de classe C* si
pour tout 7 € I, la fonction

fodit:¢i(U;) CRP — R™

est OF.

» Soit (M, (Us, ¢i)icr) et (N, (V},v;)jer) deux variétes lisses,
et f: M — N. L’application f est dite C* si les fonctions

Yjofoe;!

sont C* quand elles sont définies. Si k > 1, f C*, bijective
et f~1 est CF, alors on dit que f est un
C*-difféomorphisme.



Théoréme (John R. Stallings 1962) : pour n # 4, toutes les
structures différentiables sur R™ sont difféomorphes.



Théoréme (M. Freedman & S. K. Donaldson 1986) : R*
possede une autre structure différentiable non difféomorphe a la
structure standard, mais homéomorphe !



Espace tangent

Soit M une variété C' munie d'un atlas (U;, ¢;);, de dimension
petaec M.

» Soit C, 'ensemble des courbes C! : a:] — 1,1[— M telle
que «(0) = a.

» On définie une relation d’équivalence ~, sur C, par
Va, B € Co, a0~ B (650 @) (0) = (¢ 0 B)'(0).
» L’espace tangent & M en a est défini par
ToM :=Cy/f ~q .
» Le fibré tangent de M est

TM = ]_[ T, M.
xeM



Faits (exercices!).
1. ~, ne dépend pas de la carte choisie.
2. T, M est un R-espace vectoriel de dimension dim M .
Indication : utiliser I’application 6, : T, M — R",
fa([a]) = (¢ © a)'(0).
3. Pour M une sous-variété de R", on peut identifier T, M a
I’espace tangent déja défini.



Définitions.

» Soit f: M — N une application C' entre deux variétés
différentiables. L’application

df(a) : TaM — Tf(a)N

classe(a) +— classe(f o «)

est appelée différentielle de f en a.



Proposition (exercice).
» La différentielle définie coincide avec la différentielle quand
M =R" et N =RP.
> Sif: M — Netg: N — P sont deux fonctions
différentiables entre deux variétés différentiables, alors

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a)



Proposition. Le fibré tangent d’une C*-variété de dimension
n est une C*~1-variété différentielle de dimension 2n.

Démonstration. Soit (a,v) € TM. Il existe i € I, a € Uj.
Définissons

1/)ZTUZ - R"xR"
(z,w) = (di(z),ddi(z)(w)).



1/12- o ?/)]_1 : ¢j(Uj N Ul) x R" — ¢1(U] N UZ) x R™
avec

(2,0) = (piog; (z), dpi(x) o ((dg;)(x) " (N))
= (dio @) (x), d(¢i 0 95 ) (@)(N)).

Puisque les changements de cartes ¢; o qu_l sont des

C*-difféomorphismes, on constate que les changements de cartes
du fibré tangent sont C*~1,



Reste a munir T'M d’une topologie. Pour cela, on considere que
TU; est un ouvert de T'M, et que 1; est un homéomorphisme
(du coup difféomorphisme). En d’autres termes, U C T'M est
un ouvert ssi Vi, ;(U NTU;) est ouvert dans U; x R". Il y a

compatibilité car les ; o wj_l sont des homéomorphismes.



Théoréme (Whitney faible) Toute variété différentiable
compacte admet un plongement dans un espace affine réel (c’est
a dire qu’il existe f : M — RN f(M) est une sous-variété de
R et f est un difféomorphisme sur son image.)

Lemme 0 (admis). Si M est compacte, toute immersion

injective est un plongement (et réciproquement).
Lemme 1. Soit (U;); un revouvrement fini par des ouverts

d’une variété compacte. Alors il existe un recouvrement fini par
des ouverts V; C U; tels que V; C U;.
Lemme 2. Soit K C U un compact d’un ouvert U dans une

variété lisse. Alors il existe une fonction lisse f telle que fix =1
et fM\U =0.



Démonstration du théoréme. Comme M est compact, on
peut supposer que l'atlas (U;, ¢;); est fini. Par le Lemme 1, il
existe un recouvrement (V;); d’ouverts tels que V; Cc U;. Parle
Lemme 2, il existe des fonctions f; : M — R lisses, telles que
finnu; =0 et fyy, = 1.

Maintenant soit

¢: (f1¢17"' 7fN¢N7f1;"‘ ,fN) M — RN(nJrl)'






L’application ¢ est bien définie et lisse. C’est une immersion.
En effet, soit x € M. 1l existe ¢, tel que z € V;, donc le rang de
d¢, qui est est au moins celui de d(fi¢;)(z) = do;(x), est n
puisque ¢; est un difféo sur R™. Montrons que ¢ est injective.
Si ¢(x) = ¢(y), et i tel que fi(x) # 0, alors f;(y) = fi(x), donc
z,y € U, et

fi(z)¢i(z) = fi(y)i(y)

implique ¢;(x) = ¢i(y), mais alors x = y car ¢; est une bijection.



Démonstration du Lemme 1. Soit z € M. Il existe ¢ tel que
x € U;, et un ouvert W, C U; tel que W, C U; (c’est vrai dans
R™ ou les boules fermées forment une base de voisinage de tout
point). Par compacité, il existe un nombre fini de tels (Wy)z;es
qui recouvrent M. On choisit alors

Vi= |J Wy
WIjCUrL'



Démonstration du Lemme 2. Soit x € K et i tel que
rz €U, :=UnNU,;. Soient

bcb c (U, CR”

ou b et b’ sont deux boules ouvertes centrées sur ¢;(z). Alors
(exercice) il existe une fonction lisse f: R™ — RT telle que
f|B =1et flrn\y = 0. On étend f o ¢; définie sur U, par 0 sur
tout M en une fonction lisse f,. On choisit un recouvrement
fini (Vz;)jes de K, et

F=1-1J0 = £

jed

Hors de Ujey Vi, CU, f=0¢et flg=1.01



-, - i e

Hassler Whitney (1907 NYC- 1989 Princeton)

» Pere juge de la Cour supréme de I’Etat de NY, mere
artiste, engagée politiquement, un grand-pere universitaire
en sanskrit, un autre astronome (Simon Newcomb), un
arriere-gp a déterminé le profil de la cote est pour Thomas
Jefferson.



P> Yale : licence en physique 1928, musique 1929,

> 1932 : these en maths a Harvard (The Coloring of Graphs)
» Alpiniste téméraire

> 1930-40 : enseigne a Harvard

> 1935 : géométrie différentielle



» 1943-45 : Membre du Applied Mathematics Panel pour la
National Defense Research Committee, étude de la mise a
feu des armes et des avions.

> 1945 : Académie des sciences américaine
> 1952 : Institute for Advanced Study
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Les Dents Blanches

> 1955 : divorce et remariage
> 1983 : Prix Wolf
P> 1986 : second divorce et troisieme mariage... a 79 ans

» Cendres aux Dents Blanches



