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Plan du cours

» Surfaces : surfaces de R3, plan tangents.

» Courbure : Courbure normale, courbure de Gauss,
Géodésiques. Cas des surfaces de révolution.

> Sous-variétés de R™ : graphe local, paramétrisation locale,
équation locale.

» Extremums locaux dune fonction définie sur une
sous-variété (extremums liés), multiplicateurs de Lagrange.

» Formes différentielles, théoreme de Stokes.



Les Terres possibles




L’erreur de Poincaré




L’espoir de Poincaré
-
OXe

11 est possible que ce soit la l'origine des étoiles doubles.



Surfaces paramétrées

Définition. Une surface paramétrée réguliere est un couple
(U, f) avec U un ouvert de R? et f : U — R? une application
CFk, avec k > 1, telle que pour tout z € U, df(z) est de rang
deux.

Fait. df (w) est de rang deux ssi f,,(w) A f,(w) # Ops.



Une sphere



Un tore



Une bouteille de Klein



Le plan. Soit II ¢ R? un plan affine de direction le plan
vectoriel P, A € Il et {e1, €2} une base de P. Alors

f:R? - R?
(u,v) +— A+ uep + ves

est une paramétrisation de II. On constate en effet que
Vz € R?, df(2) = erdu + exdv

est de rang 2 car elle n’a pas de noyau (f; = €1 et fl, = e2).



Exercice. Trouver une paramétrisation réguliere d’un cylindre
de direction a € R? et de rayon R.




Exercice.

» Trouver une paramétrisation de ce cone :

» Montrer que la paramétrisation est singuliere au point...
singulier.



Graphes. Soit h: U C R? — R une fonction C*, k > 1, alors
f : U — R3 définie par

V(z,y) €U, f(z,y) = (z,y,h(z,y))
est une surface paramétrée réguliere.

Démonstration. La fonction f est C* car chacune de ses
coordonnées l'est. Ensuite, f, = (1,0,h}) et f; = (0,1, h;) donc
LA S = (65,1) £0. 0



h(z,y) = exp(—z? — y?)



La sphére S(A, R). Soit U =)0, 27[x]0, [, et
f0,0)= A+ R(Sin¢COSQ,Sin¢SiH9,COSd)).
Alors (U, f) est une surface paramétrée réguliere car
—singsin® cos¢cosf
Mat(df(0,¢), B2, B3) = R | sin¢gcosf  cos¢psind
0 — sin ¢.

Le déterminant 2x2 supérieur vaut —R? cos ¢sin ¢ # 0 donc la
surface est réguliere pour ¢ # 7/2. Si ¢ = 7/2, la matrice est
encore de rang 2. C’est la sphere S(A, R) moins...



Le tore de révolution. Soit 0 < r < R, U =0, 27[x]0, 27[, et

F(9,¢) = Rot(Oz6)((R,0,0)+ r(cos¢,0,sing))

cosf —sinf 0
= sinf cosf 0| (R+rcose,0,rsin¢)
0 0 1

= (cosO(R+rcos¢),sinf(R + rcos ¢),rsin @)

(Exercice. Montrer qu’elle est réguliére).

Surface de révolution. Si f(¢) est une courbe paramétrée
dans (x0z), alors F(0,¢) = Rot(Oz,0)(f(¢)) est une surface de
révolution. (Exercice : trouver la condition sur f pour qu’elle
soit réguliere.)



Une surface est localement un graphe

Proposition. Soit f: U — R? une surface paramétrée
réguliere en wy € U. Alors il existe un voisinage V de wgy dans
U tel que
» f(V) est un graphe au-dessus d’un ouvert de 2Oy, Oz, ou
yOz.

> fiy : V= f(V) est bijective.



Remarques.
» En général, une surface n’est pas un graphe (comme la
sphere).
» En général, méme localement, la surface n’est pas un
graphe (par ex si wg est un point double).

» La démonstration va montrer que c’est un graphe sur xOy
si (fu N fi(w),es) # 0 (donc e ¢ Vect(fy, f7))-

» Pour une fonction f et un point w ”"génériques”, f/ A fl(w)
a ses trois coordonnées non nulles, donc la surface est un
graphe selon les trois directions de R3.



La spheére. Si m = (x9,%0,20) € S? et zg > 0, S? est le graphe

de
hi(z,y) = v1—a? —y?

au voisinage de (zg, yg). Si 20 = 0 et zg < 0, S? est le graphe de

ha(y,z) = =1 —y? — 22

au voisinage de (yo, 20)-



Démonstration de la Proposition. On sait que
fu N fo(wo) # 0. Supposons que (fy, A f;(wo), e3) # 0. Si
f = (f1, f2, f3), la condition est fi,f3, — fi,f3., # 0. Si

f=(f1,f2): U—R?

la condition est R
det df(wg) # 0.

can

En d’autres termes, df(wg) : R2 — R? est inversible.



Par le théoreme d’inversion local, il existe V' C U un voisinage
de wy tel que : }

fv V= f(V)CR?
soit un C*-difféomorphisme. En particulier flv est injective car

f|V lest. D’olt la seconde assertion. Soit ¢ : f(V) — V son
inverse. Alors

(z,9,2) € f(V) & 3(w,v) €V, fu,v) = (z,y,2) = (f(u,v),2)
A 3(“? 1)) ev, (u7 U) - (b(l',y) et z = f3(u7v>

& (z,9) € f(V) et 2 = f3(o(z,y)),

donc f(V) est un graphe au-dessus de f(V) C (zOy). O



Lien entre les paramétrisations

Proposition. Soit g: V — R3 et f: U — R3 deux surfaces
Ck-paramétrées, W = f(U)Ng(V) et w € U, w' € V tels que
f(w) = g(w') € W. Supposons que f~1(W) est un voisinage de
w € U. Alors il existe Z C f~1(W) voisinage ouvert de w,

7' C g~} (W) voisinage ouvert de w', et un C* difféomorphisme

b: 7 =7

tel que fiz =go¢.



Démonstration. Comme f est réguliere au voisinage de w, il
existe un voisinage Z C U de w, tel que, quitte a changer
d’axes, f(Z) est le graphe de h au-dessus d’un ouvert X (la
projection verticale de f(Z)) de xOy. Soit

fo:X — W,
(,y) = (z,y,h(z,y)).

Alors si g = (g1, g2) et fz (f1,f2), on a
Gg-ron) = Joeget figaawy = foo f,

et donc dg = dfy o dg.



Comme dg(w') est de rang égal a deux, dg(w') aussi, si bien que
g a un inverse local

Y:Y CX = pY)cCg H(W).
On a donc
f0|Y = gowa

soit

f|f71(y) =goof,

avec 1 o f qui est un C*-difféo car f est aussi un difféo, quitte &
restreindre encore ’ouvert. [



Définition et Proposition. Le plan tangent affine en

flwg) € S = f(U) est

f(wo) + Im(df (wo)).

» Il ne dépend pas de la paramétrisation choisie.
>
TS = m+{veR33Ie>0,3IycC—e¢€,U),
7(0) = wo,v = df (wo)(7'(0)).}



Démonstration. Notons que comme df (w) est de rang 2,
I'm(df (w)) est un plan vectoriel. Ce plan ne dépend pas de la
paramétrisation. En effet, par la Proposition précédente, deux
paramétrisations f et g sont reliées par un difféo local ¢ tel que
f = go @, si bien que

df (w) = dg(d(w)) o dp(w),

donc Im(df (w)) C Im(dg(¢(w)). Comme ce sont deux espaces
de dimension 2, on a égalité.
On am+ (f 07)'(0) = m + df(v(0))(v'(0)) € TnS.

Réciproquement, tout vecteur de T},,S est atteint ainsi (a
vérifier). OJ



Remarques.

» Sim = f(wp), une paramétrisation de T;,S est
w € R? = m 4+ df (wo) (w).
» Une base Im(df (w)) est

Ji
o), S w)).

» Donc si a = f(w), une équation du plan affine est

of . af .
<(:L‘,y,z)—a,8 (w) A av( )>_O'



Exemples.

> Si f est affine, S est un plan affine II de plan directeur P et
son plan tangent (resp. tangent affine) est P (resp. II) en
tout point.

» Si f parametre comme ci-dessus la sphere S(A, R),

Tt@o,x/2)S = R(cost,sinb,0)
—sin@ 0
+Vect (R cosf | ,R|O )
0 1
Une équation du plan vectoriel est
("(x,v, 2), ‘(cosb,sinh,0)) =0,
soit x cos @ + ysinf = 0. Une équation du plan affine est

(x — Rcosf)cosf + (y — Rsinf)sinf =0

soit x cosf + ysinf = R.



Position par rapport au plan tangent

Contact d’ordre 1.

Lemme. Soit (f,U) une surface paramétrée, m = f(wp) un
point de S = f(U) et II C R? est un plan affine d’équation
affine ¢ = 0. Alors

I=T,S<YweU ¢(f(w)) =o(Jw— wpl|).

Remarque.

» T,,S est donc la meilleure approximation planaire de S au
voisinage de m.

» Si Il # T,,S, alors il y a des directions h € R? et a # 0,
d(f(wo + €h)) = ae + o(e).



Rappels.
1. Soit f € L(E, F). Alors f est différentiable en tout point
x € E, et df(z) = f.
2. On a
Vz € R?, ¢(x) = ¢(mo) + ¢(x — mo),

oil ¢ € L(R3,R). Donc

dp = dd = ¢.
De plus le plan vectoriel P associé a II satisfait
kerqg =P,
donc
P = kerd¢(m)

pour tout m € R3.



Démonstration. On a par la définition de la différentielle,
Vw € U, ¢(f(w)) = ¢(f(wo))+ d(¢of)(wo)(w—wo)+ o(|[w—wpl).
Puisque ¢(f(wp)) = 0, la condition est équivalente &
d(¢ o f)(wo)(w —wo) = of|w — wo),
soit (& vérifier)
Ild(¢ o f)(wo)l[| = ow—uwy (1),
si bien que d¢(m) o df (wg) = 0. Rappelons que
kerd¢ = P,

donc notre condition est I'm df (wy) C P, ce qui implique
I’égalité car ils ont méme dimension, soit 15,5 = II. [



Rappels. Une application f: U C E — F est dite deux fois
différentiable en a € U si

1. elle est différentiable au voisinage de a;
2. sa différentielle df : U — L(E, F) est différentiable en a.
On note
d*f(a) := d(df)(a) € L(E,L(E, F)).
Donc

Y(h,k) € E%, d*f(a)(h) € L(E, F)

et
d’ f(a)(h)(k) € F.

1. Par Schwartz, d?f(a) est symétrique en (h, k).

2. Par Taylor, si f est deux fois différentiable en a, on a

fla+h)= f(a) +df(a)(h) + %de(a)(h, h) + o([|h]]*).



» si F =R, d?f(a) : E? — R est une forme bilinéaire
symétrique.
» Si B=(e1, - ,ey,) est une base de E, et (x;); les
coordonnées associées,
% f

Hess(f)(a) := Mat(df*(a), B) = (m)lsmsn,

> et
df(a)(h,k) = H'Hess(f)(a)K

si H et K sont les vecteurs coordonées de h et k.



» En particulier, si E = R? et B la base canonique,

Phiy DPho .
P f(a)((@.y). (2.9) = (2.9) (2%2( = )) ( )

Dydx (a) 372(@) Y

» Classiquement on définit r = %(a), s = aajgy (a) et

t= %(a), donc

d*fa)(z,y)* = ra® + 2sxy + ty?.



» Soit £ un espace euclidien de dimension fini, et 1 : £ — R
une forme bilinéaire symétrique. Alors il existe une BON
(e1,-+- ,en) de E et (A, -+, Ay) € R™ tels que

Vo € B, (x) =) N}

avec (z;); les coordonnes de x dans B.



En particulier, il existe a,b € R? orthogonaux, et vecteurs
propres de la matrice pour les valeurs propres A et u. On a
alors

h(w)(Xa+Yb)? = AX?%+ pY?.

De plus, det Hess(h)(w) = A = rt — s°.

Sirt —s? = A < 0, Hess(h) est non dégénérée mais pas
définie.

Sirt —s? = Au >0, Hess(h) est définie, positive si
r+t= XA+ pu >0, négative si r +t < 0.



Contact d’ordre 2. On suppose maintenant que k& > 2. On
suppose que pres de f(wp), S est le graphe de h au-dessus de
xOy. On a donc la paramétrisation

[, y) = (2,y, h(z,y)).
On a, puisque d?z = d?y = 0,

flw) = f(wo) + df (wo)(w — wo) +

1
§d2h(w0)(w — wp)?es3 4 o(jw — wo|?).
et si ¢ est une équation affine de 7,5, alors, puisque

f(wo) + df (wo) (w — wo) € Tp,S,

BUIw)) = 5dPh(uwo)(w = woVdg(un)(es) + olw — wo?).



On a
dp(m)(es) # 0 et e3 ¢ Imdf (wp)

et

d*h(w)(w — wo)* = r(z — x0)* + 2s(x — x0)(y — yo) + t(y — v0)*.



W-8Xis

u-axis

o Sirt—s2>0, Hess(h)(wp) est définie, donc ¢(f(w)) est de
signe constant pour w assez proche de wq : la surface est
localement d’un seul c6té du plan tangent. On dit que le point
est elliptique.



> o Sirt —s? <0, Hess(f)(wp) est non dégénérée mais non
définie, donc ¢(f(w)) change de signe : la surface est de
part est d’autre de son plan tangent.

» On a Hess(f)(wo)(Xa+Yb) = AX2+ uY2 SiA>0et
p < 0, les directions isotropes sont VAX =+ /aY = 0.



Surfaces définies de facon implicite.

Théoréeme
Soient 2 C R3 un ouvert, F: Q - R, F C* avec k> 1, p€ Q
tel que

> F(p) =0
» dF(p) est de rang 1.

Alors S = F(=1)(0) est localement une surface paramétrée dont
le plan tangent en a € S est

T,S = a+kerdF(p).
Une équation en est

ou bien
<VF(CL)7 (I‘,y,Z) _p> =0
(le plan tangent est orthogonal au gradient de F).



Exemple. F(z,yz) =>4+ 4% —22—1aveca € F~1(0). On a
F est C,
dF(a) = 2xdx + 2ydy — 2zdz.

Elle est de rang 1 ssi elle n’est pas nulle. Si est nulle,

x =y =z =0 mais alors a ¢ S. Le plan tangent vectoriel est
donc ker zdz + ydy — zdz. Par exemple en a = (2,2,/7), le plan
affine tangent est

TS = {(z,y,2) € R®, 2(z —2) + 2(y — 2) — 2V7(2 — V7) = 0}.



Démonstration du théoréme. Puisque dF'(a) est de rang

maximal, I'une des dérivées partielles %—i(a), %—Z(a) ou %—Z(a)

est non nulle, par exemple la derniere. On écrit
F:R*xR — R
((z,9),2) — F(z,y,2)
et on constate que doF'(a) = %—f(a)dz est de rang 1. Le TFI
nous dit qu’il existe un voisinage U; de z, dans R, un voisinage

Us de (24, yq) dans R, et une unique fonction ¢ : Uy — Uy telle
que

V((:c,y),z) € Uy X Uy, F(SC,y,Z) =0ez= ¢($,y)



On a donc un paramétrage de F~1(0) par

f : ('Thy) € Ul = (:C,y,gb(:c,y)).

Ce paramétrage est régulier car c’est un graphe.
Le plan tangent & S en a est 1,5 = a + Im df (x4, y,). Donc

(CL‘,y, Z) € TaS & 2= Zq = d¢(%, ya)(w —Za,Y — ya)'

Or diF(a) + daF(a) o dp(za, ya) = 0, soit appliqué a
($ —ZLay Y — ya)a
OF OF OF
(= 20) G @)+ (= 1) (@) + (2 = ) G 0) =0

ce qui est dF(a)(z — Ta, Y — Yas 2 — 2a) = 0.



