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Toute réponse doit étre expliquée. En particulier, si votre réponse est un exemple
ou un contre-exemple, il faut expliquer pourquoi c’en est un. Seuls les résultats du
cours peuvent étre utilisés sans justification.

Les exercices ainsi que le probleme sont indépendants. Vous pouvez les traiter
dans [’ordre que vous souhaitez.

Aucun document ni outil éléctronique autorisés.
Rappel. Par définition, Va > 0, Vb € R, a® = exp(blna).

Question de cours.
1. Enoncer le théoreme des accroissements finis.

2. Donner un exemple de fonction définie sur R* et C'*°, mais qui ne vérifie pas ce
théoreme.

Exercice 1. Soit g une fonction C! sur [0,1], a # ¢g(0) et f définie par f(0) = a et
Va €]0,1], f(z) = g(z).
1. Montrer que f est C' sur ]0, 1], et que f’ est bornée sur |0, 1]. f est-elle dérivable
a droite en 07

2. Pour tout x €]0, 1], soit

Montrer que

I — +o0.
lim |7(2)] = +oo

3. Montrer que f ne vérifie pas le théoreme des accroissements finis. On pourra
raisonner par ’absurde et utiliser les deux questions précédentes.

Exercice 2. Donner un exemple de suite (u,,), non bornée et possédant deux valeurs
d’adhérence (finies) distinctes. On rappelle que L € R est une valeur d’adhérence de
(tn)n s'il existe ¢ : N — N une application strictement croissante telle que (Ug(n))n
converge vers L.

Exercice 3.

1. Donner un développement limité de xIn(1 + 2°) & I'ordre 13 en 0.

2. Donner un développement limité de (1 + z°)~! & Pordre 13 en 0.



3.

En déduire ,
x In(1+29)

) 115
lim —*=
z—0 13

— "+ 212

Probléeme. Soit f: R% — R, f(z) = x=.

1.

Montrer que f a une limite a droite en 0. Que vaut f(07)?
Dorénavant f désigne la fonction sur R, ainsi étendue par continuité.

. Montrer que f est dérivable sur R%. Pour > 0, calculer f'(z). Que peut-on

dire de f’(x) quand z tend vers 0 par valeurs positives ?

. Dresser le tableau de variations de f.

. Donner le tableau de signe de x +— (5 — 1)Inx sur R%. En déduire le signe de

f(z) — x sur R,. Quels sont les points fixes de f 7

. Donner I’allure du graphe de f, en particulier sa position par rapport a la droite

{ly ==z}

. Montrer que f([0,1]) C [0, 1].

7. Montrer que f([1,2]) = [1,2] et f([2,400[) = [2, +00].

Soit ug € R et (uy)nen la suite définie par u, 1 = f(u,) pour n > 0.

8. Si up < 2, montrer que (u,), converge et donner sa limite.

9. Si up > 2, montrer que (u,), n’est pas bornée.

10.

11.

Soit u > 2. Montrer qu’il existe k, > 1, telle que
Ve > u, f(x) > e,
En déduire que si ug > 2, il existe k > 1,
vn > 0,u, > u’g”.

Retrouver le résultat de la question 9.



