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Questions de cours.
A-Puisque la suite (uy)nen converge vers £,
Ve >0, In., Vn > ne, lu, — € <e.
En utilisant € = 1 et 'inégalité triangulaire, on obtient que :
Vn > na, |un| < [¢|+1.
Donc Vn > 0, |u,| < C, ot C = max{|ugl|,- -, [ttn,—1|, |¢]| + 1} . La suite (u,)nen est donc bornée.

B
a) ”La fonction f est continue au point a” :

Ve >0,3n>0,Ve,|lz—a|l <n=|f(x) - fla)] <e.

b) Soit (x,) une suite de points qui converge vers a quand n tend vers +oc : Vn > 0, Ing, Vn > ng, |x, —a| < n.
En groupant avec ’énoncé a), il vient :

Ve >0, 3ng, Vn > ng, [zn —al <n = [f(zn) — fa)| <e.

Autrement dit, la suite (f(z,)) tend vers f(a).

Exercice 1. 1) Montrons par récurrence que u, > 1(P,) Vn € N.
La propriété (Pp) est vraie et si (P,) 'est, on a u,11 = “;jln > 1 c’est-a-dire (P,,41). Donc (P,) est vraie Vn € N
par récurrence.

2) Pour n > 1, up, — Up—1 = “"*1(1;")“1*1 = (”71)(17;“"*1) < 0 par 1). La suite (u,)nen est donc décroissante.

3) La suite (uy,)nen étant décroissante et minorée, elle est convergente vers un certain ¢ réel. De plus, pour tout
n € N*,
_Up—1 o n—1

n n

En passant & la limite, on obtient que la suite (u,)nen tend vers 1.

Exercice 2.

1) et 2) Pour tout n € N, f,, est strictement croissante sur R comme somme d’une fonction strictement croissante
et d’une fonction croissante. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, la fonction continue f, prend toute

valeur entre f,(0) = —4 et fo(3) = (%)n > 0 et une seule fois du fait de la stricte croissance.

En particulier, comme 0 € [—4, (%)n], léquation f,(z) = 0 admet une unique solution w,, € ]0; 3 [

3)Pour tout = €]0; 1], et n > 0, 2" < 2™ donc f41(x) < fu(z).

4)Pour tout n > 0, fr(unt1) > fot1(uny1) par 2) et 3). Donc f,,(un+1) > 0. De plus, f,(u,) = 0 avec f,
strictement croissante. Donc u,, < up41 i.e. la suite (uy)nen est croissante. De plus, cette suite est majorée : elle
est donc convergente vers un certain réel /.

5)Pour tout n > 0, on a u” + 9u2 — 4 = 0. Puisque £ € ]0; 1[, u” tend vers 0. Ainsi, on a 9¢2 — 4 = 0, ce qui pour
¢ > 0, implique que ¢ = %

Exercice 3. La suite u,, tend vers 0 lorsque n tend vers +o0o par croissance comparée. Pour la suite v,,, on écrit
que :

In(n?(1+ 2 + %)) In(1+ 2+ %)

Uy, = =2+
" In(n) In(n)
En conséquence, v,, tend vers 2 lorsque n tend vers 4+oc0. Pour la suite w,, on écrit que :
VnZ+1—+vn2-1 2

Wn,

TV VL Vat VT (Vi i E LVt Vil 1) (VR T4 VP =)

Donc la suite w,, tend vers 0 lorsque n tend vers —+oo.



