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Toute réponse doit étre expliquée. En particulier, si votre réponse est un (contre-
)exemple, il faut expliquer pourquoi c¢’en est un. Seuls les résultats du cours peuvent
étre utilisés sans justification.

Les exercices et probleme sont indépendants. Vous pouvez les traiter dans
l'ordre que vous souhaitez.

Aucun document ni outil éléctronique autorisés.

Question de cours.
1. Donner la définition d'une fonction f : R — R convergeant vers L € R en +ooc.

2. Donner un exemple de fonction continue, non bornée sur R et qui a une limite
finie en 4o00.

3. Donner un exemple de fonction continue, bornée, non périodique et qui n’a pas
de limite finie en +oo0.

Exercice 1.
1. Donner un DL & l'ordre 7 de e~ en 0.
2. En déduire un DL a Pordre 7 de sin (e‘“2 — 1) en 0.
3. Donner un DL & l'ordre 7 de (In(1 + u?))? en 0.
4. En déduire )
_osin(e™ —1) +u? —ut/2
lim .

u—0 (ln(l +u3))2

Exercice 2.

1. Résoudre pour x > 0 I’équation

16
2 cosh(l = —.
cosh(lnz) =z + 53
2. Montrer que pour x > 0 I’équation
16
2 1 = —
cos(lnz) =z + 53

n’a pas de solution. On pourra pour cela étudier les variations du membre de
droite.



Probleme. Soit f : R, — R l'application définie par f(z) = cos®*(7x) si x € [0,1] et
flz) =142 iz €)1, +ool.

1. Montrer que f est bien définie et continue sur R,.
2. Montrer que f est dérivable sur [0, 1].

3.
4

. Tracer le segment de droite A = {(x,y) €

Dresser le tableau de variations de f sur [0, 1

I

[0,1]2, y = x}, puis le graphe de
f sur [0,1]. On représentera les points (0, f(0)), (1, f(3)), (%,f(%)), (i,f(—)) et
(1, £(1)). On fera attention a la positition du graphe par rapport a A au voisinage
de (1, f(1)).

On considere a partir de maintenant, quand elle existe, la suite récurrente définie
par ug > 0 et Vn > 0, up11 = f(uy).

. En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que Yu €]0, 1[, | sin(7u)|

Jul.

. Soit g : [0,1] — R définie par g(u) = f(1 —u) — (1 — u). Montrer que g(u) =

u — sin®(7u).

Déduire de 5 et 6 que pour 0 < u < %, g(u) > 0, puis que pour z € [1 — %, 1],
flz) —x>0.

1

8. Quels sont le ou les points fixes de f sur [1 — —,1]7?

9. Deduire du tableau de variation de f et de la question 7 que pour tout t €

10.

11.
12.
13.
14.

[1—%.1], f([t,1]) C [t,1].

On suppose ici que uy € [1 — 7%, 1]. Montrer que (u,), converge et donner sa
limite a.

En utilisant la question 5, montrer que Ve e[l— 45,1, 0< f'(z) <1/2.

En déduire que pour tous z,y € [1 — 45,1], |f(z) — f(y)] < iz —yl.

>, 1]. En déduire que |u, — a| < 55|ug — al.
On prend ug =1 — 5. Trouver N € N, tel que Vn > N, |u, —a] <2710,

On suppose que ug € [1 —



