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Toute réponse doit étre expliquée. En particulier, si votre réponse est un (contre-
) exemple, il faut expliquer pourquoi c’en est un. Seuls les résultats du cours peuvent
étre utilisés sans justification.

Les exercices et probleme sont indépendants. Vous pouvez les traiter dans
l'ordre que vous souhaitez.

Aucun document ni technologie inventée aprés 1916 autorisés.

Question de cours.
1. Donner la définition de ’existence d’une limite a gauche en a € [ d’une
fonction f: 1 — R.
Ve>0, 30>0,Veel,a—d<z<a=|f(x)—L|<e

2. Montrer en utilisant uniquement la définition ci-dessus que

f — L=3f — 3L.

Tr—a— Tr—a—

Soit € > 0. On choisit ¢ tel que 1. ci-dessus soit valable pour € = ¢/3. Alors si
a—d<z<aonalf(x)— Ll <e/3soit |3f(x) —3L| <€ ce qui montre que
lim,- 3f = 3L.

3. Donner un exemple de fonction définie sur R telle que f a une limite
finie en 0~ mais une limite valant +oco en 07. Soit f(z) =0 pour z < 0 et
f(z) =1/x pour x > 0. Alors f vérifie les hypotheses.

Exercice 1. Soient deux suites (u,), et (v,), telles que u,v, . L eR.
1. On suppose L € R*. Montrer que
dN e N,Vn > N,u, # 0 et v, # 0.
Par définition de la limite, pour € = |L/2],

N € N,Vn > N, |u,v, — L] < |L/2|.

En particulier, puisque |L| — |u,| < ||upvn] — |L|| < |upv, — L| par U'inégalité
(gauche) triangulaire, |u,v,| > |L| — |L|/2 = |L|/2 > 0. Donc u,v, # 0 pour
n > N.

2. Existe-t-il L € R, (u,), et (v,), vérifiant ’hypotheése et telles que (u,),

n’a ni limite finie, ni infinie? Oui:siu, =v, = (-1)",onau,v, =1 — 1
n—o0
et pourtant le cours nous dit que ni u, n’a de limite finie ou infinie.



3. Méme question que 2., si I’on suppose en outre que v, — 0. On prend
n—oo

v, =0 et u, = (—1)". Alors u,v, =0 njoo 0 car u, est bornée mais u,, n’a pas

de limite.

4. Méme question que 2., si 'on suppose en outre que v, — « € R*.
n—oo

Dans ce cas, v, # 0 pour n assez grand (on argumente comme dans la question
1.). Donc u,, = (uyvy,) /v, — L/cv.

Exercice 2. Pour = € R, on définit

B cos(x) + 2
Jw) = 23 + zsin?(z2) + 1

et g =expof.

1. Montrer que f et g sont bien définies et continues sur R, . Les numérateur
et dénominateur sont des sommes, composées et produits de fonctions continues
(sin, cos et polynomes), donc f est continue et bien définie pour tout x n’annulant
pas le dénominateur. Mais pour x > 0, il est plus grand que 1, donc ne s’annule
pas. Comme exp est définie et continue sur R, g est continue et définie sur R™
par composition.

2. g a-t-elle une limite en 0% 7 Si oui, quelle est cette limite ? ¢ est continue

sur RT donc a une limite en 0% qui est g(0) = exp(f(0)) = €.

3. Montrer que f a une limite en +oco et donner cette limite. Puisque
sin(2?) = O4(1), on a xsin(z?) = 04 (%) ainsi que 1 et z, donc le dénominateur
est équivalent & 23 —,_, | +00. Le numérateur de f est borné en valeur absolue
par 3, donc f —, .1 0.

4. Montrer que g a une limite en 400 et donner cette limite. L’application
g est-elle équivalente & une constante quand z — +00? exp est C° en 0
donc g =, 100 exp(0) = 1. Parle cours g > L #0 < g~ L, donc g ~, 100 1.

5. Montrer que le dénominateur de f s’annule au moins une fois en un
point b € R* . Le dénominateur 6(z) est continu, §(0) = 1 > 0 et () ~py oo 7°
(méme argument qu’au 3.), donc § —,_,_, —oo. Par le TVI appliqué a § sur
R~, § s’annule au moins une fois en b < 0.

6. Montrer que si le dénominateur de f s’annule en b < 0, alors b €| —1,0[.
Pour tout z < —1, 22 < —1 donc §(z) < —sin?(1) < 0 car sin(1) # 0 (sinon
dk € Z,1 = kr ce qui est faux car 7 > 3.) Donc §(b) =0 =b > —1.

7. L’application h(z) = 23 f(z) at-t-elle une limite en +oco ? Si oui, quelle est
cette limite ? Puisque 2+cos(z) > 1 > 0, on a par la question 4. 2% f(x) ~, 510
2 + cosz qui n’a pas de limite, donc 22 f(x) n’a pas de limite non plus.

Exercice 3. Soit f: R — R continue, telle que f ~ /7.

T—r+00
1. Donner un exemple d’une telle fonction f, telle que de plus
exp(f(z)) # exp(va).
T—>+00

Si f(z) = \/|z|+1, alors fest bien définie sur R et continue comme composée et
somme d’applications continues (valeur absolue, fraction rationnelle sans pdle,

racine carrée), f ~ . /& car 1 = 0, (y/x) mais exp f = eexp/x 7 exp /.



Donner un exemple d’une telle fonction f, telle que de plus

exp(f)_~_exp(v)
et dr € Ry, f(z) # . Soit f(z) = \/|z| + 1/(1 + 2?) # /x sur R*. On a
[~z car 1/(1 + 2%) = o 0 donc est un o(y/7), f est bien définie sur R et
continue, et exp f = exp(1/(1 + 2?)) exp(y/x). Mais 1/(1 + 2?) =, 0 donc par
continuité exp(1/x) — € = 1. Donc exp f/ exp /T — 1, soit exp f(x) ~ exp+/T.

Soit € > 0. Montrer que f — (1 + ¢)y/z a une limite infinie en +oco. Soit
g(z) = f(x) — (1 + €)y/x. Pour = assez grand, f # 0 car f ~,, /2 donc on
peut diviser par f : g/f =1 — (1 + €)\/x/f(x). Mais /z/f(x) =1 1, donc
9/ f =40 =€ 80It g ~iog —€f =y —00.

. Soit € > 0. Montrer que f + (1 + ¢)\/z a une limite infinie en +o00. On a

h(z) = f(x)+ (1 4+ €)v/x > f =400 +00 donc h — 4o +00.

. Montrer qu’il existe k € N tel que

@

:L'S r—+00

Soit k = 6. Par le cours, f® ~, 7’ = 23, donc f0/23 —, o 1.

Exercice 4. Soit (u,), et (v,), deux suites définies par ug € R et vy € R, et

_ 3 1
Up+1 = Zun—i_zvn

— 1 3
Upt1 = Zun+zvn

Soient les suites (r,), et (s,), définies par Vn € N, r,, = u,, + v, et s, = u, —v,.

1.

Trouver une relation simple entre r, ., et r,, ainsi qu’entre s, et s,.
1
Onarpy =71, et spp1 = 580

. Montrer qu’il existe k£ €] — 1,1], Vn € N, |s,]| < k"|sg|. s, est une suite

géométrique de raison k = 1/2, donc s, = 27"sg et |s,| < (1/2)"]so].

. Montrer que (7,), et (s,), ont une limite finie qu’on déterminera en

fonction de ug et vy. (1), est constante égale a ug + vy donc a pour limite ce
nombre. s, tend vers 0 par le cours car la raison 1/2 vérifie |1/2] < 1.

. En déduire que (u,), et (v,), ont une limite finie qu’on déterminera

en fonction de uy et vy. On a 2u,, = r, + s, qui converge vers uy + vy donc
u, — 3(up+vp). Comme v, = u, — s, (), converge aussi vers (ug + vo).
n—oo



