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1.1

Nombres réels

Vrai ou faux

Vrai-Faux 1. Soit A une partie non vide de R. Parmi les affirmations suivantes les-
quelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.

ISERE Al

7.

X A posseéde une borne supérieure, finie ou infinie.

X Si A est minorée, alors A possede une borne inférieure finie.

O Si xz <sup(A) alors z € A.

[JSi A contient au moins 2 réels distincts, alors A contient un rationnel.
[0 Si A est infinie, alors A contient une infinité d’irrationnels.

X Si A contient un intervalle de R, contenant lui-méme deux points distincts,
alors A contient une infinité d’irrationnels.

[0 Si A contient un intervalle de R, alors A contient une infinité de rationnels.

Vrai-Faux 2. Soit A une partie non vide de R. On note |A| = {|z|, € A}. Parmi les
affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.

R B A i

[0 Si A est majorée, alors |A| possede une borne supérieure finie.
X 0 est un minorant de |A].

X | A| possede toujours une borne inférieure finie.

[0 |A] possede toujours une borne supérieure finie.

X A est bornée si et seulement si |A| est majorée.

X Si A est un intervalle, alors |A| est un intervalle.

[JSi |A| est un intervalle, alors A est un intervalle.

[0 Si A est un intervalle ouvert, alors |A| est un intervalle ouvert.

X Si A est un intervalle fermé, alors |A| est un intervalle fermé.

Vrai-Faux 3. Soit a un réel quelconque. Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont
vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi?

1.

N e W

OSi (Ve >0, a<e¢),alors a < 0.

X Si (Ve >0, a>1—¢),alorsa> 1.

X Si (Ve >0, a>1—¢?), alors (Ve >0, a>1-—2¢).
O0Si (Ve>0,a>1—¢),alors (Ve >0, a>1-—¢?).

X Si (Vn € N*, a > 1/y/n), alors a > 1.

O Si (Vn € N* | a < 1/y/n), alors a < 0.

X Si (VneN*, a>1—1/y/n), alors (Ve >0, a >1—¢).



Vrai-Faux 4. Soient a et b deux réels quelconques. Parmi les affirmations suivantes
lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.

[1Si a + b est rationnel, alors soit a est rationnel soit b est rationnel.

2. X Si a + b est irrationnel, alors soit a est irrationnel soit b est irrationnel.
3. X Si a est rationnel, alors sa partie décimale est rationnelle.

4.
5

. I Si la partie décimale de a est rationnelle, alors a est rationnel.

[ Si a est irrationnel, alors la partie décimale de a + b est irrationnelle.

Vrai-Faux 5. Soient a et b deux réels quelconques. Parmi les affirmations suivantes
lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.

—
e

1.2

L 0N e e W N

X |ab| = |al |b|.

X |a] — [b] < |a —b].

O |a — b] < max{|al,|b|}.
Xla—b=|a—(a+0)/2|+ |(a+b)/2 =1
Ola—b=|a—(a+0b)|+|(a+0b)— bl

O Si |a — b| < |a|, alors |ab| = ab.

O |la+b] =|a] + [b].

X |a+b] > |a] + [b].

X |a+0b] < |a] +[b] +1.

O D(a+b) = D(a) + D(b).

Exercices

Exercice 1. Montrer que pour tout x > 1,

11—z >1—x
Ve+1l = 2

Exercice 2. 1. A quel intervalle appartient 22 si = €] —-6,1]7

2.

Quel est I'ensemble des solutions réelles de l'inéquation 1/x < —27

Exercice 3. On considere le sous-ensemble A de R défini par

r—vy
A={—7 —1.1 —1. 11},
{:p—i—y—i—S’xE[ ALy e [-1,1]}

Trouver un majorant et un minorant de A.

Exercice 4. Soient a € R et € > 0. Dessiner les sous-ensembles suivants :
1. I ={z eR]||z| >3}



2. I'={x eR||x—5] <1}
3. I"'={xeR||x+5| <2}
4. Ie={r eR||zr—a| <€}
5. Koe={x €R||z —a| > €}
Exercice 5. Définir a ’aide d’une valeur absolue les encadrements suivants :
r€[-2,2], ze€[-3,5], ze[-16].
Exercice 6. Démontrer que pour tous réels a et b donnés, les relations suivantes sont
vérifiées :
a+b+|b—al
2

a+b—|b—al
5 .

max(a, b) = , min(a,b) =

Exercice 7. Déterminer (s'’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supé-
rieure, la borne inférieure, le plus grand élément des ensembles suivants :

0,11nQ, 10,1nQ, N, {(—1)" + ;271 € NY.

Exercice 8. Pour chacun des ensembles de réels suivants :

{(-=D)", ne N}, {(-1)"/n, ne N}, {(-1)"n, n €N},

1 o 4 (—1)"
{"H eN},{2”+ nEN},{nJF(),nGN},

nto " n+2’ n+2
2 _
{m+n 7m,n€N*} : {W,m,neN*}, {m " ,m,neN*} .
m—+2n m 4+ 2n m + 2n

1. L’ensemble est-il majoré ? minoré ?
2. L’ensemble admet-il un plus grand élément ? un plus petit élément ?

3. Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure de ’ensemble.

Exercice 9. On considere les ensembles de réels suivants :

{zr eR, |x|>1},{xER,xggl},{xeR,a:3<l}

{xeR, 1/z<1}, {zeR", Yz >1}, {zeR", 1/2” <1}
1 1 2
{x € R, sinz < 0} : {:1: € R™, sin — < 0} , {:c e R |sin—| < \/_} .
x x 2
1. Ecrire I’ensemble comme un intervalle ou une réunion d’intervalles disjoints.
2. L’ensemble est-il majoré ? minoré ?

3. L’ensemble admet-il un plus grand élément ? un plus petit élément ?
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4. Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure de ’ensemble.

Exercice 10. Soient A et B deux parties non vides et bornées de R.

1.
2.

3.

Montrer que A C B implique sup(A) < sup(B) et inf(A) > inf(B).

Montrer que A U B admet une borne supérieure et une borne inférieure finies.
Montrer que

sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)} et inf(AU B)= min{inf(A),inf(B)} .

Montrer que si l'intersection A N B est non vide, alors elle admet une borne
supérieure et une borne inférieure finies. Montrer que

sup(A N B) < min{sup(A),sup(B)} et inf(AN B) > max{inf(A),inf(B)} .

On note A+ B ={a+0b, a € A b € B}. Montrer que A + B admet une borne
supérieure et une borne inférieure finies. Montrer que

sup(A + B) = sup(A) +sup(B) et inf(A+ B) =inf(A) + inf(B) .

On note AB = {ab, a € A, b € B}. Montrer que AB admet une borne su-
périeure et une borne inférieure. Montrer que, si A et B sont inclus dans RY,
alors

sup(AB) = sup(A) sup(B) et inf(AB) = inf(A) inf(B) .

Exercice 11. Soient A et B deux intervalles de R.

1.
2.
3.

Montrer que A N B est un intervalle.
Montrer que si AN B est non vide, alors AU B est un intervalle.

Montrer par un exemple que A U B peut étre un intervalle méme si AN B est
vide.

4. Onnote A+ B={a+b, a € A be B}. Montrer que A + B est un intervalle.

d.

On note AB = {ab, a € A, b € B}. Montrer que AB est un intervalle.

Exercice 12. Soient x et y deux rationnels distincts tels que \/x et /y soient irration-

nels.

1.

On considere les deux réels /z + /7 et /x — \/y. Montrer que leur produit est
rationnel, leur somme irrationnelle. En déduire qu’ils sont irrationnels.

2. Soient r et s deux rationnels. Montrer que 7y/z + s,/y est irrationnel.

3. Montrer par des exemples que /z,/y peut étre rationnel ou irrationnel.

4. Montrer que les réels suivants sont irrationnels.

1+V2, V2+ V3, (vV2+V3)?,
V2+V3-V6, vV2-V3+v6, (V2+V3+V6).



Exercice 13. Soit / un intervalle de R contenant deux points distincts. Montrer que [
contient :

1. une infinité de rationnels,
2. une infinité d’irrationnels,
3. une infinité de nombres décimaux,

4. une infinité de nombres multiples entiers d’une certaine puissance négative de 2
(nombres dyadiques).
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2.1

Suites numériques

Vrai ou faux

Vrai-Faux 6. Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi?

1.
2.

[1Si z est rationnel, la suite des décimales de = est périodique.

X Si x est décimal, la suite des décimales de x est constante a partir d’un certain
rang.

X Toute suite récurrente qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs distinctes,
est périodique a partir d’un certain rang.

4. O Si F est une application croissante, la suite (F°"(ug)) est croissante.

5. X'Si f est une application croissante, la suite (f(n)) est croissante.

6. X Si P est une application polynéme, la suite (P(n)) est monotone a partir d’un

8. X La suite ((—1)) est une suite extraite de la suite (e

certain rang.

O La suite (e"™/4) est périodique de période 4.
ni7'r/4)‘

9. X On peut extraire de la suite (e”"/*) une sous-suite constante.

Vrai-Faux 7. Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi?

1.

J Toute suite croissante et minorée tend vers +oo.

2. X Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oo.
3.
4

. O Une suite a termes positifs qui converge vers 0 est décroissante a partir d’'un

X Toute suite croissante et bornée converge.

certain rang.

5. X Si la suite des décimales de x converge, alors x est un nombre rationnel.
6. O Sir < 1 alors (cos(n)r™) tend vers 0.

7. X Sir < 1 alors (cos(n)r™) tend vers 0.

Vrai-Faux 8. Soit (u,) une suite de réels. Parmi les affirmations suivantes lesquelles
sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.

2
3
4.
)

. OSi (uy) tend vers 1 alors (cos(n)u,) tend vers 1.

O Si (u,) tend vers 0, alors pour tout n, u, < 1.

. X Si (u,) tend vers 0, alors u,, < 1 pour n assez grand.

X Si (uy,) tend vers 0 alors (cos(n) u,) tend vers 0.

(
(tn)
. X Si (u,) tend vers 2, alors u,, > 1 pour n assez grand.
(tn)
(tn)



10.
11.

. X Si la suite (u,) converge vers [, alors la suite

(

. X Si la suite (u,) converge vers [, alors la suite
(
(

6. X Si (u,) tend vers 1 alors (cos(n)u,) est bornée.
7.
8
9

[0 Si la suite (|u,|) converge vers [, alors la suite (u,,) converge vers [ ou vers —I.
(
(

)
u,,) converge vers 1, alors la suite (u
)

|un|) converge vers |l].
Up2) converge vers [.
X Si la suite

)
) converge vers 1.
[J Si la suite (u,) converge vers 1, alors la suite (u')

2
n
n
n

converge vers 1.

Vrai-Faux 9. Soient (u,), (v,) et (w,) trois suites de réels. Parmi les affirmations
suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi?

1.
2.
3.

© o N>

10.

X Si pour tout n, (u,) = /n alors (u,) tend vers +oc.
O Si pour tout n, (u,) > —+/n alors (u,) tend vers —oc.

X Si & partir d'un certain rang u,, < v, < w, et si les suites (u,) et (w,) tendent
vers 1, alors (v,) tend vers 1.

0 Si a partir d'un certain rang u, < v, < w, et si les suites (u,) et (w,)
convergent, alors (v,,) converge.

X Si & partir d'un certain rang u, < v, < w, et si les suites (u,) et (w,)
convergent, alors (v,) est bornée.

X Si u, = o(v,) alors u,, = O(v,).

O Si u, = O(vy,) et v, = O(uy,) alors u, ~ v,.
X Si u, ~ v, alors (u,/v,) est bornée.

0 Si u, ~ v, alors u,, — v, tend vers 0.

X Si u, ~ v, alors u, — v, = o(v,).

Vrai-Faux 10. Soit (u,) une suite de réels croissante et non majorée. Vous pouvez en
déduire que (vrai ou faux et pourquoi) :

1.

X La suite (u,) est positive a partir d'un certain rang.

. O La suite (u?) est croissante.

X La suite (exp(—u,)) tend vers 0.

(
2 (
3. X La suite (1/|u,|) tend vers +o0.
4. (
5 (

. O La suite (1/u,) est décroissante.

Vrai-Faux 11. Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi?

1.

O n2™ = 0O(2").

2. K2+l = O(2n).
3.
4. K n2» = o(3).

027+ = O(27).



On2"/vn+1=0(2").

X n2"/v/n? +1 ~ 2"

03" /n=0(2").

X 2" /n = o(2").

On2™ =0(2™).

10. K n3™" = o(27™).

11. On27"/v/n+1=002™").
12. ®n27™"/y/n?+1~ 27"
13. K37 /n = 0(27™).

14. X 27" /n = o0(277).

© N e o

2.2 Exercices

Exercice 14. On considere les suites (u,,) définies par :

2 241
un:1+ \/ﬁ 5 n — n+3; Up = T 5
n+1 2n + 1 n?+n+1
) sin(n?) 2n + (—1)" n®+ (=1)"v/n
un: ) n:7’ TL: M
n—+1 n+1 n2+n+1

Pour chacune de ces suites :
1. Montrer qu’elle converge vers 1.
2. Pour € > 0 fixé, déterminer en fonction de € le rang ng a partir duquel tous les

termes de la suite restent dans l'intervalle [1 —e,1 + €.

Exercice 15. On considere les suites (u,,) et (v,) définies comme suit :

1.
L | 1
un:kz::lﬁ et vn:un—kﬁ.
2.
un—Zﬁ et v, =u, + 3
k=1
3.
n—1 1
“ +kz::1k:2(k+1)2 b U=t
4.




Uy + U
w=a>0, vo=b>a et U, 1=+ /t,V,, vnﬂz%.
6.
Up + U 2
UO:CL>0, U0:b>a et Un+1 = n2 n, Un+1:m.
n n

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Exercice 16. Soit (u,) une suite de réels.

1. Montrer que si les suites extraites (us,), (ugni1) et (usni2) convergent vers la
méme limite, alors (u,) converge.

2. Montrer que si les suites extraites (ug,), (ugni1) et (us,) convergent, alors (u,)
converge.

3. Montrer que si les suites extraites (usy), (ugn+1) €t (uy2) convergent, alors (u,)
converge.

4. Montrer par un exemple que les suites extraites (us,), (usni1), (Usni2) et (u,2)
peuvent converger sans que (u,) converge.
Exercice 17. Démontrer les relations de comparaison suivantes.

1. Suites tendant vers O :

Inn 1 n21nn_ 1 10"

LR —o(—3), = o((3/2)").

n nt n!

2. Suites tendant vers +oo :

Vn!
(4/3)"

Exercice 18. Démontrer les relations de comparaison suivantes.

10" = of ), nt2" =0o((6/5)™"), (Inn)'vn=o(n*mn(lnn)).
1. Suites tendant vers 0 :
n? + In(n?) 1 3

2. Suites tendant vers +o0 :

4n? + 3n cos(n)
5n — sin(n + 3)

2n++/n 2/3 2 —
Tos = On %Y, In(n®+2n+3) = O(In(n)) ,

Exercice 19. Démontrer les relations de comparaison suivantes.

=0(n) .

10



1. Suites tendant vers 0 :

4n® —/m® +3nt 1 In(2m+vn) 1 \?/nQ + 2n cos(n) _5/6
~— e~ = ~n :
(v2n + /n)* n In(2v7)  \/n n3 + n2sin(n)

2. Suites tendant vers +oo :

\?/nQ + 2ncos(n)

n + sin(n)

1n(2n2+3n)
~J \/ﬁ 5 W ~Y \/ﬁ 9

2n + In(n?)

6
VAn + 5 Vi

Exercice 20. Démontrer les résultats suivants.

1.
im (14 =) =ve. Iim (14— ) = lim (14 2) =1
tm (14 0-) = Ve, lim (14 —5) —4oo. Jim (14 ) =
2.
‘ n2_|_2n ‘ nfl_{_(_l)n . n71/2_‘_(_1/2)n
Ch ) s s o )
3.
nli_)ngox/n2—|—1—\/n2—120, T}i_)ngox/n2+n—\/n2—n:1.
4.
nli_>Irolo\/n3+n2—\/n3—n2:+oo,Ji_)n&ox/n2+n+1—\/n2—n+l:1.
5.

_ 2 1
nli_g)lo\/n+\/n2+ Vv —i=0, lm YTy

n—oo n — TL2—1

Exercice 21. Soit A une partie de R. On dit que A est dense dans R, si pour tous réels

a,b tels que a < b, AN|a, b[# (.

1. Soient a et b deux réels tels que a < b. Montrer que si A est dense dans R, alors

'intervalle |a, b[ contient une infinité d’éléments de A.

2. Soit A une partie dense dans R, et x un réel quelconque. Montrer que z est la
limite d'une suite d’éléments de A. Indication : considérer les intervalles |z —

1/n,xz+ 1/n[, pour n € N.

3. Réciproquement, soit A une partie de R telle que tout réel soit limite d’une suite

d’éléments de A. Montrer que A est dense dans R.

11



Exercice 22. Soit (u,)nen+ une suite de réels. Pour tout n > 1, on note

1
C’I’L:ﬁ(ul—i_"'—i_un)

la moyenne arithmétique des n premiers termes. La suite (c,) est appelée « suite des
moyennes de Cesaro » de (uy,).

1.

Montrer que si la suite (u, ) converge vers 0, alors la suite (¢, ) converge aussi vers
0.

En déduire que si la suite (u,) converge vers [, alors la suite (¢,) converge aussi
vers .

Pour u,, = (—1)", montrer que (c,) tend vers 0.

4. Soit (u,) une suite de réels telle que la suite (u,+1 —u,) converge vers . Montrer

que la suite (u,/n) converge également vers .

Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que la suite (wp41/up)
converge vers [ > 0. Montrer que la suite ( {/u,,) converge également vers .

Exercice 23. On considere la suite (u,) définie par uy € R et pour tout n € N,
Upt1 = F(uy), avec :

. Représenter le graphe de F'. Utiliser les diagrammes en toile d’araignée pour

deviner le comportement de la suite (u,,) pour ug = —3, ug = —1, ug = 1, uy = 3.

2. Déterminer les points fixes de F.
3. Montrer que F([0,2]) C [0,2] et que F([—2,0]) C [-2,0].

4. Montrer que (u,) est décroissante, pour tout uy €] — oo, —2[U]0, 2|, croissante

5.

pour tout ugy €] — 2,0[U]2, 4o00].

Donner la limite de (u,,) selon les valeurs de wg.

Exercice 24. On considere la suite (u,) définie par vy > —2 et pour tout n € N,
Ups1 = F(uy,), avec :

Flx)=v2+uz.

Représenter le graphe de F'. Utiliser les diagrammes en toile d’araignée pour
deviner le comportement de la suite (u,) pour ug = —1, puis vy = 3. Montrer
que 2 est le seul point fixe de F'.

2. Pour uy € [—2,2[, montrer que (u,) est croissante, et tend vers 2.

3. Pour uy > 2, montrer que (u,,) est décroissante, et tend vers 2.

4. Donner la limite de (u,) selon les valeurs de w.

12



Exercice 25. On considére la suite (u,) définie par uy € R et pour tout n € N,
U1 = F(uy,), avec :

x
Flz)=——.

1. Représenter le graphe de F'. Utiliser les diagrammes en toile d’araignée pour

deviner le comportement de la suite (u,) pour ug = —1, puis uy = 1. Montrer

que 0 est le seul point fixe de F.
2. On suppose uy < 0. Montrer que (u,,) est croissante et tend vers 0.

3. On suppose ug > 0. Montrer que (u,,) est décroissante et tend vers 0.

Exercice 26. On considére la suite (u,) définie par vy € R et pour tout n € N,

U1 = F(uy,), avec :
1
F(z) = §(x + %) .

1. Représenter le graphe de F'. Utiliser les diagrammes en toile d’araignée pour

deviner le comportement de la suite (u,) pour uy = 1/2, ug = 2, uy = —1/2.
Déterminer les points fixes de F'. Montrer que F([0,1]) C [0, 1] et que F([—1,0]) C
[—1,0].

2. On suppose ug € [0, 1]. Montrer que (u,) est décroissante et donner sa limite.

3. On suppose uy > 1. Montrer que (u,,) est croissante et tend vers +oo.

4. On suppose uy € [—1,0]. Montrer que pour tout n € N, |u,| < 27". En déduire
que (u,) tend vers 0.

5. On suppose uy < —1. Montrer qu’on peut se ramener aux trois cas précédents.
Donner la limite de (u,,) selon les valeurs de .

Exercice 27. Soit a un réel tel que 0 < a < 1. On considere la suite (u,) définie par

uy = a, et pour tout n = 0,
n —+ Uy

n+1
1. Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

Un1 =

2. Montrer que la suite (u,) est croissante.

3. Montrer que pour tout n € N,

. U, — 1
Upip — 1 = )
n+1 Tl+ 1
4. Montrer que pour tout n € N,
a—1
U, = 1
n!

13



Exercice 28. On considere la suite (u,) définie par ug = 3 et pour tout n € N* :

Up_1 + 2n% — 2
5 .

Uy =
n

1. Montrer que pour tout n € N, u,, > 2.
2. Montrer que la suite (u,) est décroissante.
3. Montrer que la suite (u,,) converge vers 2.

Exercice 29. Soit a un réel et r un réel non nul et différent de 1. On consideére la suite
(uy,) définie par ug € R et

(E) VneN, u,1=1ru,+a.

1. Montrer que la suite (u,41 — u,) est une suite géométrique de raison 7.

2. On pose A = a/(1 —r). Montrer que la suite constante dont tous les termes sont
égaux a A est solution de 'équation de récurrence (E).

3. Montrer que la suite (u, — A) est une suite géométrique.

4. En déduire 'expression suivante de u,, :

()
Uy, = Uy — 't
1—r 0 1—r

Exercice 30. On considere ’équation de récurrence qui engendre la suite de Fibonacci :

(E) Vn €N, Upio = Upp1 + Uy -

1. Soit r un réel. Montrer qu'une suite géométrique de raison r vérifie (EF) si et
seulement si 7 est solution de I’équation r? = r + 1.

2. Pour tout n € N, définissons u,, = ag™ + b(—1/¢)™, ol a et b sont deux réels, et
¢ est le nombre d’or :

1+V5 1 _1-V5

¢:2’¢_2

Montrer que la suite (u,) vérifie I’équation de récurrence (F).

3. Calculer les valeurs de a et b telles que

a+b =1
{agb—b/gb =1

4. En déduire 'expression suivante du n-ieme nombre de Fibonacci :

= g (0457 = (VB
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5. A partir de cette expression, retrouver le résultat du cours :

a
lim —* =g

n—oo an

Exercice 31. Soient (a,) et (b,) deux suites de réels telles que ay = 1, by = 0 et pour

tout n € N :
1 = (an —b,)/2
bpyr = (an+0b,)/2.

On pose z, = a, +1ib,.

1. Montrer que pour tout n € N,

1+i
Zn+1 = T Zn -
2. En déduire que pour tout n € N,
1 nir /4
Zn = /2 e

3. En déduire ’expression de a,, et b, en fonction de n.

4. Montrer que la suite (z,) converge vers 0 dans C.

15



3

3.1

Limites et continuité

Vrai ou faux

Vrai-Faux 12. Soit a un réel et f une application définie sur un intervalle ouvert
contenant a sauf peut-étre en a. Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies,
lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.

X Si f admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.

2. OO Si f admet une limite finie en a alors f est monotone au voisinage de a.
3.
4

. OSi f admet une limite a gauche et une limite a droite en a alors f admet une

X Si f admet une limite en a, alors f admet une limite a droite en a.

limite en a.

X f admet [ pour limite a gauche et pour limite a droite en a si et seulement si
f(z) tend vers | quand z tend vers a.

Vrai-Faux 13. Soit f une fonction définie sur ]0, 00|, & valeurs dans R. Parmi les
affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.
2.

[JSi f n’est pas bornée, alors f tend vers l'infini quand x tend vers +oc0.

[0 Si f(x) tend vers +00 quand x tend vers 400, alors f est monotone au voisinage
de 4o0.

X Si pour toute suite (z,,) convergeant vers +oo, la suite (f(z,)) converge vers
1, alors f a pour limite 1 en +o0.

X Si la suite (f(n)) converge vers 0 et la suite (f(n + 1/2)) converge vers 1/2,
alors f(x) n’a pas de limite en 4o0.

[JSi f est strictement positive au voisinage de +oo, alors la limite de f en o0,
si elle existe, est strictement positive.

Vrai-Faux 14. Soit a un réel et f une application définie sur un intervalle ouvert
contenant 0. Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont équivalentes a

lim f(z) =0

x—0

lesquelles ne le sont pas et pourquoi ?

1.

A A ol i O

OVe>0,3dn>0,Ve<ny, |f(x)<e

X Ve €]0,1[, In €]0,1[, 0 < |z| <n = |f(z)| <e
OVe>0,3In>0,Vze[-nn, |f(z)<e
XVe>0, dn>0, Ve e [-n,0U]0,n], |f(z)<e
XVneN*, 3In>0, Vo e [-n,0U0,1, |f(z)<(1/n)
OVneN, 3meN, |z|<(1/m)=|f(z)] < (1/n)
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7.

XVneN, ImeN, 0<|z|<(1/m)=|f(z)] < (1/n?)

Vrai-Faux 15. Soit f une fonction définie sur R telle que

lim f(x) = f(1) =1

z—0

Vous pouvez en déduire que (vrai ou faux et pourquoi?)

1.

N o ot N

X f est bornée au voisinage de 0.

O f est monotone au voisinage de 0.

0] f est minorée par 1 au voisinage de 0.

X f est minorée par 0 au voisinage de 0.

X f est majorée par 2 au voisinage de 0.

O la fonction = — f(1/z) est bornée au voisinage de 0.
[0 la fonction 2 — f(In(z)) est bornée au voisinage de 0.

X la fonction = — In(f(x)) est définie sur un intervalle ouvert contenant 0.

Vrai-Faux 16. Soit f une fonction définie sur R telle que

lim f(z) =1

x—0

Vous pouvez en déduire que (vrai ou faux et pourquoi?)

1.
2.
3.

4. B lim \/f(v7) = 1

5. 0 }cli% f(cos(z)) =0
6.
7
8

O lim f(1—2) =0
X lim 1/ f(x) = 1
X lim 1 —1/f(1—x) =0

1

8 liny 1/, (sin(a)

.D}g%f(e_)zl

X lim In(f(e ™)) =0

T—-+00

Vrai-Faux 17. Toutes les affirmations suivantes concernent des comparaisons de fonc-
tions au voisinage de 0. Parmi elles, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et
pourquoi ?

1.
2.

3.

0223 + Vat + 22 = O(2?)
X 223 + Vat + 22 = O(x)
X 223 + Vat + 22 = o(y/|z|)
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1
4. O =o(1/+/|x
223 + ot 4 22 /i)

5. K O(1/)z))

1
213 + Vxt + 12
6. & In(|z[) = o(1/]z])
Vrai-Faux 18. Toutes les affirmations suivantes concernent des comparaisons de fonc-

tions au voisinage de +o0o0. Parmi elles, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et
pourquoi ?

1. 022 + Vat + 22 = O(2?)
2. X223 + at + 22 = O(a?)
3. 0223 + Vat + 22 = o(x?)
4

1
X = o(1/x?
223 4+ 't + 22 o(1/=’)
1 o
X SRR e pr = O(sin(1/z?))

6. X In(z) = o(x)
7. Oe* = 0(e?)

Vrai-Faux 19. Soit f une application définie sur un intervalle ouvert contenant 0.
Toutes les affirmations suivantes concernent les propriétés de f au wvoisinage de 0.
Parmi elles, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

1. OSi f(x) est équivalent a x, alors f est croissante au voisinage de 0.

2. X Si f(x) est équivalent a x, alors f?(z) est équivalent & 2.

3. ®Si f(z) est un grand O de z, alors f?(z) est un petit o de z.

4. OSi f(z) est dominé par z, alors f(z) — = est négligeable devant .
5. W Si f(x) est équivalent & x, alors f(z) — x est négligeable devant x.

Vrai-Faux 20. Soit f une application continue sur [0,1]. Parmi les affirmations sui-
vantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

1. X f est bornée sur [0, 1].
2. X £([0,1]) est un intervalle fermé borné.

3. Osi le produit f(0)f(1) est strictement positif, alors f est de signe constant sur
[0, 1].
4. W si le produit f(0)f(1) est strictement négatif, alors f s’annule sur [0, 1].

5. O si le produit f(0)f(1)f(1/2) est strictement négatif, alors f s’annule en au
moins deux points distincts de [0, 1].

6. X les produits f(0)f(1/2) et f(1/2)f(1) sont strictement négatifs, alors f s’annule
en au moins deux points distincts de [0, 1].

18



7. O pour tout y € f([0, 1]), "équation f(x) =y a au plus une solution dans [0, 1].
Vrai-Faux 21. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses, et pourquoi ?

1. O I existe une application continue et surjective de R vers R*.

2. X 11 existe une application continue et bijective de R vers | — 1, 1][.

3. X Pour tout ¢ > 0, il existe une application continue et bijective de R vers

| —e,+¢[.

4. O 11 existe une application continue et bijective de [—1, 1] vers R.

5. X 11 existe une application continue et bijective de | — 1, 1] vers R.

6. O 1l existe une application continue et strictement croissante de | — 1, 1] vers
[—1,1].

7. O 11 existe une application continue et strictement croissante de [—1,1[ vers
| —1,1].

8. X 1I existe une application continue et strictement décroissante de [—1,1[ vers
] —1,1].

3.2 Exercices

Exercice 32. Soient f et g deux fonctions définies sur |0, 1], a valeurs dans R. Démontrer
les résultats suivants.

1. La limite a droite de f en 0 est +oo si et seulement si
VneN, ImeN' | 0<z<(l/m) = f(x)=n

2. La limite & droite de f en 0 est 400 si et seulement si, pour toute suite (x,) de
réels strictement positifs, convergeant vers 0, la suite (f(z,)) tend vers +o0.

3. La limite a droite de f en 0 est +oo si et seulement si pour tout a € R,

lim f(z—a)=+o0

z—at

4. La limite a droite de f en 0 est o0 si et seulement si :

lim 1/f(1/x)=0

r—+00

5. Si la limite a droite de f et de g en 0 est 400, alors il en est de méme pour f+ g
et fxg.

Exercice 33. Soit f une fonction définie sur R, a valeurs dans R. Soient a et [ deux réels.
Pour chacune des propriétés suivantes, que peut-on dire de f lorsqu’elle est vérifiée ?

1.Ve>0, |z—a|l<1 = |f(z)—1I<c¢
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2.9 >0, |r—al<n = [f(z) =1 <
3.Ve>0,3n>0, :c—a\'r]:>]f() | <e
4. ¥Ye>0,3In>0, |r—a|/<n = f(z)-1<

< €
5. >0,Ve>0, |z—al<n = |f(zx)—1]<

Exercice 34. Démontrer que les applications suivantes n’ont pas de limite a droite en
0 (ni finie, ni infinie). On rappelle que si x est une réel, || désigne sa partie entiere
et D(x) sa partie décimale.

1. f x> sin(l/z)

2. f rx— D(1/x)

3. f 1z~ tan(1l/x)

4. f 1z In(x)cos(1/x)

5. f txe (=1)1/a
. 1 si z€Q

6. 1 '“””H{o si zeR\Q
_ 1/x sil/zeN

7’f'$'_>{0 sinon

Exercice 35. Démontrer que les fonctions suivantes n’ont pas de limite en +oo (ni finie,
ni infinie).

1. f 2z sin(z)

2. f 1z~ tan(zx)
3. f 1ax—In(z)cos(z)
4. f o (=1
' 1 si z€Q
o1 'xH{o si z€R\Q
1 sizeN
6'f:$'_>{0 sinon

Exercice 36. Démontrer les résultats suivants.

422 +1 1 o VAaz? + 23

im = ;o lim ———— =
250 2+ 3 =0 |22 4 22|

VAL JEE

:v—>0 _\/ﬂ $—>0\3/7 \/7

. Vltr—V1—-z . NVltrz—Y1—az 2
lim =1 ; lim = -
z—0 T T—+00 T 3
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Exercice 37. Démontrer les résultats suivants.

VA +1 . Vb3t +1 1
lim —— =1 ; lim ==
z—4o00 20 — 3 T—+00 4ot — 3 2

x+\/5_1 Sy VT

Sy AR - sy A
, e* +1 , e* +1 1
lim =1 ; lim ==
z—too (e 4 1)(e® + 2) z—oo (e + 1)(e* +2) 2
lim vVe+1—+vVz—-1=0 ; limvi+z—vVer—1=0
T—+00 z—0
Exercice 38. Démontrer les résultats suivants.
lim 1 — cos?(x) ~1 . lim 1 — cos(x) 1
x—0 T2 z—0 xr2 2
lim tan(z) ~1 . lim tan(:z:)('lg— cos(x)) 1
=0 g 20 sin®(x) 2
In(1 — 2x) 2 e
im———==—-—-; lim—— = -2
z—0  sin(3x) 3 20 cos(x) — 1

lim(1+2z)Y/*=¢ ; lim(1—2?)Y*=1

x—0 z—0

Exercice 39. Déterminer les limites suivantes.

lim 2% V" ;  lim z'ln®(z)eV®
T—+00 T—+00
2
- xIn(x)  lim z*(In(x) + cos(x))
z—too g2 4 1 z=+oo 12 +sin(z)
li eve oV
x_lg-{loo T2 ! x—1>r-‘£loo T3 1n3(gj)
In®(x) In(1
lim 7\2/5 - g @) In(n(@))
z—+o00 In (x) T—+00 \/E
In(x) _ . In(In(In(z)))
z—+oo In(In(z)) = 2=+ In(ln(z))
lim 2% ; lim |In(z)"
z—0+ z—0+
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Exercice 40. Démontrer les résultats suivants.

I 1 — 22 0 - 1—x27
xiql_ m N ’ zlﬂn% 1— \/5 o
1 — 22 1—a?
li =4 ; 1l =2V2
ool T — 2z — 1 S N i1 —\Br—1 V2
. In(2) )
glg_)rq i 1 3161_%(\/5 —1)In(In(x)) =0
o) 1 tim (1 sin(@)) tan(x) = 0
im =—= im (1 —sin(z)) tan(z) =
z—=m/2 20 — T 2 T—/2 !
sin(x) — cos(x) ~ V2 . lm sin(x) — cos(x) _ 3
z—7 /4 1-— tan(x) z—7/4 €T — 7'['/4

Exercice 41. Soit f une fonction définie sur un intervalle contenant 0. Démontrer les
résultats suivants, qui concernent tous des comparaisons au voisinage de 0.

1.

G W N

6.

Si f(z) = O(2?) alors f = o(x).

Si zf(x) = O(x?) alors f = O(x).

Si f(z) = o(x) alors f(z) = o(y/|x])-
Si f(x) — 2z = o(x) alors f(z) ~ x.

Si f(x) ~ x alors f(z) —x = o(x).

Si f(z) = O(z?) alors f(z) —x ~ —u.

Exercice 42. Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [A, 4o00[. Dé-
montrer les résultats suivants, qui concernent tous des comparaisons au voisinage de

+o0.

SANEE O

Si f(z) = O(z) alors f(z) = o(x?).
Si zf(z) = O(2?) alors f = O(x).

Si f(x) = o(y/x) alors f(x) = o(x).
Si f(x) —x = o(z) alors f(x) ~ x.
Si f(x) ~ x alors f(z) — x = o(x).
Si f(z) = O(y/x) alors f(x) —x ~ —x.
Exercice 43. Justifier les équivalents suivants, au voisinage de 0
23 — 222 -2 -1 1
A T
2 —x 2 —x x
. +a?sin(l/z) 1
2 2 3 1 ~ 2 . x ~ —
g vsin(l/z) ~ 2" 2?2 —z3cos(l/x) =«
2r 2
e (I N In“(1 + x) o

In(1 — x)



Exercice 44. Justifier les équivalents suivants, au voisinage de +o00

3 — 222 3 — 2% —1 1
B e s Sy R
T2 —x T2 —zx T
2
x* + cos(x)
] ~2 ; ——————~u
x + sin(x)
2x —2x —x
et — 2 e — 2e
~e' ; ——~2e "
e —1 e —1

Exercice 45. Pour chacune des fonctions f suivantes, démontrer directement qu’elle
est continue en tout point de son domaine de définition, sans utiliser les théoremes du
cours.

O

1
3. f rx—
1
4. f rx—
r—1

Exercice 46. Si = est un réel, on note |x| sa partie entiere et D(z) = x — |z] sa partie
décimale. Pour chacune des fonctions f suivantes : dire en quels points de R elle est
continue, continue a gauche ou continue a droite, et le démontrer.

1. f :xw— D(z)

2. frx— D1 —x)

3. [ rx— D(1/x)

4. f rxw—z|l/x]

5. f rx— |x] +2D(x)
6. f : xj—l—\/%
7. f iz |x] + D(x)?
8. f : |z] + D(z)
9. f rx— (-D)E(D(x) - 1/2)
10. f x> |cos(1/z)]
R
v

23



Exercice 47. Pour chacune des fonctions f suivantes : déterminer son domaine de
définition, représenter son graphe, et montrer qu’elle se prolonge par continuité en une
fonction définie et continue sur R.

1. f :a:»—>(:c2+x)/\/m

f rx— xcos(l/x)

forxe (1/a?)e /e

oo (1/(x? —1))e V@17
f o (2% —4)In(|2? — 4))

AT B

Exercice 48.

1. Soit f une fonction définie sur R, continue en 0, et telle que
VeeR, f(2z)= f(x)
Démontrer par récurrence que
VeeR,VneN, f(x)=f(2 ")

En déduire que f est constante.

2. Soit f une fonction définie sur R™, continue en 1, et telle que
Vo e R™ | f(2?) = f(x)
Démontrer par récurrence que
VreR, VneN*, f(z)=f(z/®)
En déduire que f est constante.

Exercice 49.
1. Soit f une fonction de R dans R, continue sur R. On définit g par

0 sixzx <0

() = { F(V3) ~ F(~/3) siz>0
Démontrer que g est continue sur R.

2. Soit f une fonction de R dans R, continue en 0. On suppose que :

Ve,ye R, flz+y)=f(z)+ f(y)

Démontrer que f est continue sur R.

3. Soit f une fonction de R dans R, continue en 0. On suppose que :

Ve,ye R, flz+y) = f(x)f(y)

Démontrer que f est continue sur R.
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4. Soit f une fonction de [0, 1] dans R, croissante. On suppose que :

vy € [£(0), f(V], Fz € [0,1],  flz) =y
Démontrer que f est continue sur [0, 1].

Exercice 50. Pour chacune des fonctions f suivantes, définie sur un intervalle I, et a
valeurs dans R : déterminer le sens de variation de f. Déterminer le nombre de solutions
de I’équation f(x) = 0 dans I. Donner un intervalle d’approximation d’amplitude 102
pour chaque solution.

ILLI=R, f x> +1

2. I=R, f :x—2°+1

3. I=R, f :x+—2a2° -5z +1

4. T=] =20, f :x+—22Vz +2+1

5 1=]—-1,0[ f cxr—a®>—2+1/Va+1
6. I =]0,1], f : x+—— x — cos(x)

7. I=]0,7/2[, f :x+—tan(z) —x + 2

8. I=1[0,400[, f :x+—2zxIn(z) —2z+1

Exercice 51. Pour chacune des fonctions f suivantes, définie sur un intervalle I, et a
valeurs dans R : déterminer le sens de variation de f. Déterminer f(I). Démontrer que
f est une bijection de I vers f(I).

1. I=10,+00], f 12+ 2°
2. I=R, f :x+— 23

x
3. I =R, f :2+—
/ 1+ |z
2 +1
4. I =10,7/2 ST ————
o2 f s Y

5. 1=100,7/2[, f 12— tan(z) —
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4

4.1

Dérivabilité et convexité

Vrai ou faux

Vrai-Faux 22. Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle ouvert . Soit
a un point de I. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi ?

1.

AR AN

X Si f est dérivable en a, alors le taux d’accroissement de f en a est prolongeable
par continuité en a.

O Si f est dérivable en a € I, alors f est continue sur un intervalle ouvert
contenant a.

X Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur I.
X Si f est dérivable a gauche en a, alors f est continue a gauche en a.
L] Si f est dérivable a gauche et a droite en a, alors f est dérivable en a.

[1 Si la dérivée de f en a est nulle, alors la tangente a la courbe représentative
de f en a est verticale.

X Si la tangente a la courbe représentative de f en a est verticale, alors f n’est
pas dérivable en a.

Vrai-Faux 23. Soient f et g deux fonctions de R dans R, dérivables sur un intervalle
ouvert I. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses
et pourquoi ?

1.

X La dérivée de f + g est la somme des dérivées de f et de g.

2. O La dérivée de fg est le produit des dérivées de f et de g.

3. X Le quotient f/g est dérivable en tout point ou g ne s’annule pas.
4.
5

. O La fonction z — f(exp(x)) est toujours dérivable sur I.

X La fonction x +— exp(f(x)g(x)) est dérivable sur I.

Vrai-Faux 24. Soit f une fonction de R dans R, définie sur un intervalle ouvert I. Parmi
les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.
2. O Si f" est dérivable sur I, alors f est de classe C? sur I.
3.
4

. X Si f est de classe C* sur [ alors ses dérivées successives sont toutes continues

ot

X Si f est de classe C! sur I, alors f’ est continue sur I.

X Si f’ est dérivable sur I, alors f est de classe C! sur 1.

sur I.

[0 Si f est de classe C! sur I, alors |f| est de classe C' sur I.

6. X Si f est de classe C° sur I, alors | f| est de classe C° sur I.

7. K Si f est de classe C*® sur I, alors  — e/(®) est aussi de classe C* sur 1.
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Vrai-Faux 25. Soit f une fonction de R dans R, dérivable sur un intervalle ouvert
I. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et
pourquoi ?

1

A

[ Si la dérivée de f s’annule en un point de I, alors ce point est un extremum
local pour f.

X Si f prend la méme valeur en deux points distincts, alors la dérivée de f
s’annule entre ces deux points.

O Si f admet un maximum local, alors f admet un maximum global.
X Si f admet un maximum local, alors la dérivée de f s’annule en ce point.
X Si la dérivée de f est positive ou nulle sur I, alors f est croissante sur 1.

X Si la dérivée de f est strictement positive sur 7, alors f est strictement crois-
sante sur [.

[1Si f est strictement croissante sur I, alors sa dérivée est strictement positive
sur [.

X Si x et y sont deux points distincts tels que f(y) — f(x) = y — x, alors il existe
c €]z, y[ tel que f'(c) = 1.

Vrai-Faux 26. Soit f une fonction de R dans R, définie sur un intervalle ouvert /. Parmi
les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.

AR AN el i 0

4.2

X Si f est convexe sur I, alors f est continue sur /.

X Si f est convexe sur I, alors f est dérivable a droite en tout point de I.
[JSi f est convexe sur I, alors f est dérivable en tout point de I.

X Si f est convexe et dérivable sur I, alors la dérivée de f est croissante sur I.
[ Si f et convexe et dérivable sur I, alors f est deux fois dérivable sur I.

X Si f est deux fois dérivable sur I, et si sa dérivée seconde est positive, alors f
est convexe sur I.

[J Si f est convexe et deux fois dérivable sur I, alors sa dérivée seconde ne s’annule
pas sur [.

Exercices

Exercice 52. Pour chacune des