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Les exercices ainsi que le probleme sont indépendants. Vous pouvez les traiter
dans l’ordre que vous souhaitez.

Aucun document ni outil éléctronique autorisés.

Probléeme 1. Soit

f:R* = R3
u? v3
(u,v) (u—§+uv2,v—§+vu2,u2—v2)
1. Montrer que f n’est pas injective. On a f(0,++v/3) = (0,0, —3).

2. Montrer qu’il existe U un voisinage de (0,0), telle que (f,U) est une
surface paramétrée lisse réguliere et telle que f;; est injective. On pose
S = f(U). Les coordonnées de f sont des polynomes, donc lisses en (u,v), donc
f est lisse. On a

o= (1 —u*+ 0% 2vu, 2u)

u

o= (2uv,1—v*+u? —2v),

v

soit f/(0,0) = (1,0,0) et f/(0,0) = (0,1,0). Comme f" est C° et que f. A
11(0,0) # Ogs, par continuité il existe un voisinage U’ ou ce produit vectoriel est
non nul, donc (f,U’) est une surface lisse réguliere. Par le cours, on sait qu'il
existe un voisinage U C U’ de (0,0), tel que f(U) est un graphe au-dessus du
plan (Ozy), ce qui implique que fji est injective.

3. Montrer que la matrice de la premiere forme fondamentale de S dans
la base (f/, f!) est une homothétie qu’on déterminera. On obtient

(fL, 11y = (2uv — 2uv + 2uv®) + (2uv — 20w + 2vu®) — duv = 0,

Ifal? = 1+ u' + ot — 2u% + 207 — 20%0° + 4u?0? + 4u?
14+ u* + ot + 2020 + 20 + 0% = (1+ u? -+ 7)2)2_
Enfin
||f1/;||2 = 4u*0? + 1+ u* + 0 + 2u% — 207 — 2u%0? + 402
= T4+ 0! + 20?0 + 20 + 20 = (1 +u® + %)%

La matrice de la premiere forme fondamentale dans la base (f!, f/) est (1+u?+
2
v )IQ



4. Soit D un disque fermée centrée en (0,0), de rayon 9, contenu dans U.
Calculer Paire de f(D). En polaire, on a

Aire(f(D)) = / /1—1—7“ Vrdrdd.
= 27 [6 1+r)]

= §((1 + 633 —1).

5. Montrer que
V(k, h) € (R*)?, (dN (u, v)(k), df (u, v)(h)) + (N (u,v),d* f (u,v)(h)(k)) = O

ou N est le vecteur normal unitaire.

6. Montrer que la matrice de la seconde forme fondamentale de S dans la
base (f/, f/) est une matrice constante qu’on déterminera. Indication :
la question précédente permet de simplifier les calculs. On

fAAf = (—4v%u —2u(l — v + u?), 20(1 — u® + v*) + 4uv,
(1 —u® 4+ v*) (1 +u? — v?) — du®v?)
= (—2v%u — 2u(1 + u?), 20(1 + v*) + 2u?v, duv(—u?® + v?))
= (—2u(l +u®+v?),20(1 +u® +0?), (1 — (® +vH))(1 +u? +0v?))
Comme f L f/,

£ A Sl = TN = (14w + 0%,

Donc I
2
N(u,l}):m( 2U2U1 U_U)
On a f, = (—2u,2v,2), = (20,2u,0) et f/y = (2u, —2v, —2). La matrice de

la seconde forme fondamentale dans la base (f!, f!) est donc (par la question

précédente)
-2 0
0 2)°

7. Calculer les courbures principales k; et ky, ainsi que la courbure de
Gauss K, en fonction des coordonnées (u,v). La base (f./|full, ./ /1)
est orthonormée, et dans cette base, la seconde forme fondamentale est

1 -2 0
(1+uw?+02)2\ 0 2)°
m et la courbure de Gauss est
B —4
T Ir@ o)

Donc les deux courbures sont +



8. Une ligne de courbure est une courbe C' v: I C R — S telle que pour
tout ¢t € I, 7/(t) est direction propre de la seconde forme fondamentale.
Quelles sont les lignes de courbures? On écrit v(t) = f(u(t),v(t)), avec
(u,v) des fonctions dérivables sur I. La condition est que v’ f +v'f) est parallele
a fl ou f, soit u' = 0 ou v’ = 0. Ce sont donc les images des droites horizontales
ou verticales par f.

Probléme 2. Soit S une surface lisse compacte de R? (S est une sous-variété de
dimension 2. En particulier, S est localement une surface paramétrée réguliere). On
veut démontrer qu’il existe au moins un point m de courbure de Gauss strictement
positive.

1. Soit 0 € R*\ S. Montrer qu’il existe un point m € S, tel que ¢ : S — R,
§(m) = ||Om|)? posséde un maximum en m. L’application 0 : m € R3
HO?nH2 et polynomiale en les coordonnées de m, donc est continue. Sa restriction
0 a .S compact 'est aussi, donc ¢ est bornée et atteint son maximum en au moins
un point m.

- 1
2. Montrer que Om =1T,,S. Comme m est un maximum global, il est un max
local de ¢. Par le théoreme des extrema liés, on a

T:nS C kerdo(m).

On a db(h) = 2(Om, h). Comme O ¢ S, cette forme linéaire est non nulle, donc
son noyau est de dimension 3 — 1, qui est la dimension de 7,5, donc l'inclusion
ci-dessus est une égalité. De plus, ker dd = (Om)*, ce qui conclut.

3. Soit X un vecteur unitaire de 7,,5, et m + P le plan affine orthogonal
am+T,S, passant par m et tel que X € P. Montrer que O €e m+ P. P
est engendré par X un vecteur normal a 7T,,S, comme Om soit Om € P, ce qui
signifie O € m + P.

4. Montrer qu’il existe un intervalle non vide I C R, ainsi qu’une courbe
lisse v : I — S, paramétrée par arc, telle que 7(0) = m et +/(0) =
X. On pourra utiliser une paramétrisation locale de S. Soit (f,U) une
paramétrisation locale de S au voisinage de m, avec f(0,0) = m. Soit ¥ : R — U,
3(t) = tdf (0)~1(X). Par continuité de 7 et par le fait que U est un voisinage de
(0,0), il existe € > 0, tel que ¥([—¢, €]) C U. L’application ¥ = fo¥ : [—¢, €] — R?
est a valeurs dans S et vérifie 4/(0) = X. Maintenant, on peut paramétriser
7([—¢€, €]) par arc en v(s), sans changer le sens de parcours. Alors +/(0) = ¢X
avec ¢ > 0, donc ¢ = 1 puisque || X|| =1 et ||7/(s)] = 1.

5. Soit (f,U) une paramétrisation locale de S, telle que f(0,0) = m. En
n’utilisant du cours que la définition de la seconde forme fondamentale
11,,, montrer que

I1,,(X, X) = (N(0,0),7(0)),
ou N(0,0) le vecteur unitaire normal & S en m associé a (f,U). On a
IT,,(X,X) = —(X,dN(0,0)(df (0)"(X)).

Or si comme précédemment v = f o7, on a (N(3(s)),7'(s)) = 0, donc par

dérivation
(dN(F(s) (7 (5):7'(s)) + (N (7(s)),7"(s)) = 0.



En s = 0, cela donne
(dN(0,0)(df(0,0)7(X), X) + (N(0,0),7"(s)) = 0

ce qui est le résultat apres usage de la définition de I1,, ci-dessus.

6. Effectuer le développement de Taylor a 'ordre 2 de v en 0, et en
déduire le développement de Taylor a ’ordre 2 de /(y(s)) en fonction
de ||Om||, I1,,(X,X) et s. On a

1(5) = m 45X + S/(0) + ofs?),
soit
1Ov(s)I* = l0m||* + s*[| X||* + 25(Om, X) + s*(y7(0), Om) + o(s?).
Le terme linéaire est nul car Om L T,,S. De plus Om = £N(0,0)||Om||, donc
3(v(s)) = [lOm|* + s*(1 £ [ (X, X)[|Om]|) + o(s?).

7. En déduire que ’application X € T,,5 — 11,,(X, X) est de signe constant.
Conclure. Comme m est un maximum de 9, on doit avoir

14 I1,,(X, X)||Om| < 0.

Si I1,,(X,X), qui est continue en X € {X € T,,S, || X| = 1} (car f est C?),
change de signe, elle s’annule en un certain X. Mais alors I'inégalité ci-dessus est
contredite. Donc les valeurs propres de I1,, sont de mémes signes, et K(m) > 0.

Probléeme 3. Dans ce probleme, on pourra utiliser le fait suivant admis : il existe

une application lisse x : R — R telle que Vo € R, 0 < x(z) <1, x(z) =1si|z| < 1/4
et x(z) = 0 si |z| > 1/2. On notera parfois (0,0) = 0 € R2.

1. Soit g, h : D((0,0),3/4) — R deux applications lisses. Montrer qu’il existe
¢ : D(0,3/4) — R, une application lisse telle que

YiD©,1/4) = Y|D(0,1/4)

1/)|D(0,3/4)\D(0,1/2) — h|D(O,3/4)\D(O,1/2)
> min(0, min ) — |[¢]|w.
Y > min( ) pin, ) — gl

Définissons
() = x(llzl))g(z) + (1 = x([lz])h(z).

Comme z — ||z|| est lisse en dehors de © = 0, z — Xx(||z||) est lisse sauf en
x = 0 par composition de fonctions lisses, mais au voisinage de 0 cette fonction
est constante, donc lisse. Au total, ¢ est lisse comme produit de fonction lisses.
De plus elle vérifie les deux premieres conditions imposées. Pour la troisieme,
d’abord xg > —||g]le car |x| < 1. Ensuite si minh < 0, alors on peut minorer
(1 — x)h par min h. Si min h > 0, on peut minorer par 0, d’ou le résultat.



2. Montrer (par exemple s’inspirant d’un exemple du cours) qu’il existe
une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ > 0 il existe ¢. : D(0,3/4) —
R, telle que le graphe de g. ait une courbure de Gauss strictement
négative en (0,0), et telle que ||g.|[o < Ce. Soit g.(z,y) = e(x?/2 — y*/2) et
f(z,y) = (2,9, 9.(2,9)). On a

fi = (1,0,ex)
fg// = (07 17 _Ey)a
falc/\ 7; = (—GZE,Ey,l),

done N(0) = (0,0,1). De plus f2 = (0,0,¢), fiz = (0,0,—¢) et f;, = 0. Donc
la matrice de la seconde forme fondamentale en (0,0, 0) est diagonale avec pour
valeurs propres —¢ et €, donc K (0) = —¢? < 0. De plus, ||gc]|oo < Ce, avec

¢ = ||51C2 - ?J\2D(0,3/4)||oo-

3. Montrer que lintersection de la sphére unité S* de R* avec {(z,y,2) €
R?, (z,y) € D((0,0),3/4),z > 0} est un graphe d’une fonction lisse au-
dessus de D((0,0),3/4). Sur I’ensemble mentionné la sphere est le graphe de

h(z,y) = /1 —a?—y?, qui est lisse par composition sur D((0,0),3/4), car
22 + y? < 1 sur cet ensemble, et r — /7 est lisse hors de 0.

4. En déduire qu’il existe une surface compacte lisse de R3?, formée de
la réunion disjointe S? N {(z,y,2),z < V/7/4} et d’un graphe au-dessus
de D(0,3/4) possédant au moins un point de courbure de Gauss stric-
tement négative. Par la premiere question, pour tout € > 0 il existe une
application 1. qui interpole entre h sur D(0,3/4)\ D(0,1/2) et g. sur D(0,1/4).
Onah>,/1-9/16 > 0 sur D(0,3/4), donc par la troisieme condition,

Y > —Ce.

De plus si (z,y,2) € S? N (D(0,3/4) x R7), alors z < —+/7/4. En prenant
e =/7/(8C), on aque z > —/7/8 pour les points du graphe de ¢. En particulier,
ce graphe ne touche pas la demi-calotte inférieure.



