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La qualité de la rédaction sera particulierement impor-
tante pour la notation.

Question de cours. Soit (E,N) et (F, N') deux espaces
vectoriels normés et f : E — F une application linéaire.
Démontrer I'équivalence entre les deux propositions :

1. f est continue sur E.

2. f est lipschitzienne.

Exercice 1.
Soit J =]2m, +00| et
f:RY — R? (1)

2 2T
t — f(t)= %(cost, sint) = %e”. (2)

On note A = f(J). La topologie de R? dans cet exercice est la
topologie usuelle.
1. Dessiner sommairement A.

2. Montrer que f est continue.

3. Déterminer ;1 Uintérieur de A dans R2.
4. Déterminer A I'adhérence de A dans R2.

5. A est-il connexe par arc? connexe ?

6. Pour tout 6 €]0, 27[, soit fy = fe, et Ay = fo(J). Enfin,
soit B = B(0,1)\ (AU {0}) et C(0,1) le cercle unité.
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(a) Montrer que pour tout 6 €]0,27[, AgN A =10.
(b) En déduire que
B = UQG]O,QW[AQ U C<07 1>
(¢c) En déduire que B est connexe. On admettra le résultat
suivant : soit (X,7) un espace topologique, (A;); une
famille de sous-ensembles connexes de X telle qu'il existe

io € I tel que pourtouti € I, A;NA;, # (. Alors Ujcr A,
est connexe.

(d) En déduire que R? \ A est connexe.

Exercice 2. Soit £ = C(|0,1],R) muni de la norme || - ||
1
(pour toute £ € B, [|fll» = (i f2()dz)?)
1. Soit D C [0,1] et A={f € E, fijp=0}.

(a) Trouver A

(b) On suppose D = {0}. Trouver A.
2. S0it B={f€FE, Vrel0,1], f(x) <0}. Que vaut B?

Exercice 3. Soit £ = C([0,1],R) et T : E — E I'application
définie par

vf € BV € 0,1, (T(f)(z) = /Oxf(t)dt.

1. Montrer que 1" est bien définie.

2. On munit £ de la norme ||||~. Montrer que T" est continue.
Déterminer |||T||.

3. On muni £ de la norme ||||;. Montrer que T est continue.
Déterminer |||T||.



