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Exer
i
e 1 On 
onsidère le sous-ensemble E de R
2
qui est dé�ni par

E “ tpx, yq P R
2, 3y2 ´ x3 ´ x2 ` x ´ 2 “ 0u .

1. Montrer que E est une sous-variété de dimension 1 de R
2
.

2. Donner une équation dé�nissant la droite a�ne D tangente à E au point

p´1, 1q.
3. Trouver pa, bq sur E tel que pa, bq P pE X Dqztp´1, 1qu.
4. Montrer qu'il existe un intervalle ouvert O 
ontenant 0 et une fon
tion di�é-

rentiable ϕ : O ÝÑ R tel que pϕpyq, yq appartient à E pour tout y dans O.

(Indi
ation : Utiliser p´2, 0q P E .)

5. Cal
uler ϕ1p0q.
6. (Bonus) Donner le développement à l'ordre 2 en 0 de ϕ.

Corrigé : 1. Posons fpx, yq “ 3y2 ´x3 ´x2 `x´ 2. On a ∇f “ p´3x2 ´ 2x` 1, 6yq
qui s'annule en p´1, 0q et p1{3, 0q et fp´1, 0q, fp1{3, 0q ­“ 0. Don
 E “ f´1p0q est

une sous-variété de dimension 1.

2. D “ p´1, 1q ` Rp∇fp´1, 1qqK
. Comme ∇fp´1, 1q “ p0, 6q on obtient D “

tpx, yq, x∇fp´1, 1q, px, yqy “ 6y “ x∇fp´1, 1q, p´1, 1qy “ 6u et D est donné par

l'équation y “ 1.

3. E X D est donné par les points px, 1q tels que x3x2 ´ x ´ 1 “ 0. Comme D est

tangente à E en x “ ´1, la ra
ine x “ ´1 est solution double. La troisième solution

(obtenue par exemple en faisant une division polynomiale ou en utilisant la tra
e

(opposé de la somme des ra
ines) ou en
ore le terme 
onstant (opposé du produit

des ra
ines) est x “ 1 et on a don
 pa, bq “ p1, 1q.
4. p´2, 0q appartient à E et ∇fp´2, 0q “ p´7, 0q n'est pas dans l'orthogonal de

p1, 0q. Don
 (thm des f
ts impli
ites), la première 
oordonnée x est fon
tion de y

sur E pour px, yq in E appartenant à un voisinage de p´2, 0q. Quitte à restreindre 
e

voisinage, on peut prendre un interval ouvert 
ontenant 0.

5. Par 
al
ul : 3y2´ϕpyq3´ϕpyq2`ϕpyq´2 “ 0 donne 6y´3ϕpyq2ϕ1pyq´2ϕpyqϕ1pyq`
ϕ1pyq “ 0 après dérivation par rapport à la variable y. Don


ϕ1pyq “ 6y

3ϕpyq2 ` 2ϕpyq ´ 1


e qui donne 0 en y “ 0 et ϕp0q “ ´2. (De façon équivalente, on peut l'évaluation

en x “ ´2 “ ϕp0q, y “ 0 de

Bf
Bxφ

1pyq ` Bf
By “ 0.)



Par raisonnement : E est symétrique par rapport à px, yq ÝÑ px,´yq. La fon
tion

di�érentiable ϕ est don
 paire et sa dérivée à l'origine est nulle.

6. En dérivant f deux fois (par rapport à y) on trouve

6 ´ 6ϕpyqpϕ1pyqq2 ´ 3ϕpyq2ϕ2pyq ´ 2pϕ1pyqq2 ´ 2ϕpyqϕ2pyq ` ϕ2pyq “ 0 .

On posant y “ 0, ϕp0q “ ´2 et ϕ1p0q “ 0 
ela donne 0 “ 6 ´ 12ϕ2p0q ` 4ϕ2p0q `
ϕ2p0q “ 6 ´ 7ϕ2p0q et on a don
 ϕ2p0q “ 6

7
.

Exer
i
e 2 Soient Σ1 et Σ2 les surfa
es de R
3
données par

Σ1 “ tpx, y, zq P R
3, x2 ` 2y2 ´ z2 “ 2u,

Σ2 “ tpx, y, zq P R
3, x2 ´ y2 ` z2 “ 1u.

1. Montrer que C “ Σ1 X Σ2 est 
ompa
t.

2. Montrer que C est une sous-variété.

3. Trouver un ensemble d'au plus 8 points de C 
ontenant tous les extrema lo
aux

de la fon
tion C Q px, y, zq ÞÝÑ x2 ` y2 ` y2.

4. Cal
uler les distan
es à l'origine des points les plus pro
hes et les plus éloignés

(de l'origine) sur C “ Σ1 X Σ2.

Corrigé : 1. Σ1 et Σ2 préimages d'un point par une appli
ation 
ontinue. Ce sont

don
 des fermées de R
3
et C est don
 un fermé. En ajoutant deux fois la première

équation à trois fois la deuxième équation, on obtient 5x2 `y2 `z2 “ 1 qui dé�nit la

sphère unité pour une forme quadratique dé�nie positive. Comme 
ette sphère est


ompa
t et 
ontient le fermé C, l'interse
tion C est 
ompa
te.

2. On va montrer que les gradients des deux fon
tions dé�nissant Σi sont linéai-

rement indépendants sur C. Ces deux gradients sont donnés par p2x, 4y,´2zq et

p2x,´2y, 2zq. La dépendan
e linéaire pour x ­“ 0 implique y “ z “ 0 et Rp1, 0, 0q
n'interse
te pas C. Les 
as y ­“ 0 ou z ­“ 0 sont similaires.

3. et 4. On trouve 2px, y, zq 
omme gradient de px, y, zq ÞÝÑ x2 ` y2 ` z2. En un

point 
ritique de C, 
e gradient et les deux gradients des fon
tions dé�nissant Σ1 et

Σ2 sont linéairement dépendants. On trouve don


det

¨

˝

2x 4y ´2z

2x ´2y 2z

2x 2y 2z

˛

‚“ ´16xyz .

On a don
 xyz “ 0 pour px, y, zq un point 
ritique de C.

Si x “ 0 on obtient y2 “ 3 don
 y P t˘
?
3u et z P t˘2u. Ces points sont tous à

distan
e

?
7 de l'origine.

Si y “ 0 on a 2x2 “ 3 don
 x P t˘
a

3{2u et z n'est pas réel. Pas de solution (dans

R
3
).

Si z “ 0, on a 3y2 “ 1 don
 y P t˘1{
?
3u et x P t˘2{

?
3u. Ces points sont à distan
e

a

5{3 ă
?
7 de l'origine. Ce sont don
 les points les plus pro
hes (de l'origine) sur

C et p0,˘
?
3,˘2q sont les points les plus éloignés (de l'origine) sur C.



Exer
i
e 3

Soit f : R2 Ñ R, fpx, yq “ px ´ yqe´px2`y2q{4.

1. Montrer que fpx, yq Ñ 0 pour }px, yq} Ñ 8.

2. Montrer que infpfpR2qq et suppfpR2qq sont atteints. En déduire que I “ fpRq
est un intervalle fermé borné de R.

3. Trouver tous les points 
ritiques de f .

4. Dé
rire I “ fpRq et donner les préimages de minpIq et de maxpIq.
5. Cal
uler la hessienne en les points 
ritiques de f . En déduire la nature des

points 
ritiques et retrouver la nature des points 
ritiques.

Corrigé : 1. |x ´ y| ď px2 ` y2q{4 en dehors d'un 
ompa
t et on a don
 0 ď
lim sup

}px,yq}Ñ8

|px ´ yqe´px2`y2q{4| ď lim
zÑ`8

ze´z “ 0.

2. La question 1 implique que K “ f´1pRzp´2{e, 2{eqq est 
ompa
te. Comme 0 ă
fp2, 0q “ 2{e “ ´fp´2, 0q on a α “ infpfpKqq ď ´2{e et β “ suppfpKqq ě 2{e
et 
omme K est 
ompa
te, les deux sont atteints. Comme R

2
est 
onvexe, on peut

appliquer le thm des valeurs intermédiaires à la restri
tion de f à une droite joignant

un élément de f´1pαq à un élément de f´1pβq pour obtenir fpR2q “ rα, βs.

3. ∇f “ 1

2
e´px2`y2q{4p2 ` xy ´ x2, y2 ´ xy ´ 2q. On a don
 x2 “ y2 (en ajoutant les

deux 
oordonnées) pour un point 
ritique. ∇fpx, xq ­“ p0, 0q et on a don
 y “ ´x et

en résolvant ∇fpx,´xq “ p0, 0q on trouve les deux points 
ritiques ˘p1,´1q.
4. Par 2. les bornes de I sont atteintes par les deux points 
ritiques ˘p1,´1q. On
obtient ˘2e´1{2

. On a don
 fpR2q “ r´2e´1{2, 2e´1{2s.

5. Hessienne

1

4
e´px2`y2q{4

ˆ

x3 ´ x2y ´ 6x ` 2y x2y ´ xy2 ` 2x ´ 2y

x2y ´ xy2 ` 2x ´ 2y xy2 ´ y3 ´ 2x ` 6y

˙

qui s'éva-

lue en ˘1

2
e´1{2

ˆ

´3 1

1 ´3

˙

en ˘p1,´1q. Déterminant stri
tement positive et tra
e

négative/positive. Don
 déf négative (maximum lo
al) en p1,´1q et déf positive

(minimum lo
al) en p´1, 1q.

Exer
i
e 4 Soient V1 et V2 deux sous-variétés 
ompa
tes de R
n
.

1. Montrer que la distan
e de V1 à V2 est stri
tement positive si V1 X V2 est

vide. (La distan
e entre deux sous-ensembles X, Y dans un espa
e métrique

est donnée par inf
px,yqPXˆY

dpx, yq.)
2. Montrer que la réunion V1 Y V2 est une sous-variété si V1 X V2 est vide.

3. Montrer que pV1 Y V2qzpV1 X V2q est une sous-variété.

Corrigé : 1. V1 ˆ V2 est 
ompa
te et la fon
tion distan
e d : V1 ˆ V2 ÝÑ R est


ontinue. La fon
tion dpx, yq atteint don
 son minimum µ sur V1ˆV2. Si 
e minimum

est 0, il est atteint par px, xq ave
 x P V1 X V2 “ H 
e qui est absurde.

2. Soit x un point de la réunion. Quitte è
hanger V1 et V2 on supposera x P V1

et x R V2. Il existe don
 une submersion lo
ale ϕ dans un voisinage Ox Ă R
n
de

x vers R
n´d

dé�nissant V1 lo
alement 
omme préimage de 0. En restreignant ϕ à



l'interse
tion de Ox ave
 la la boule ouverte de rayon µ “ min
py,zqPV1ˆV2

dpy, zq et de


entre x on obtient un voisinage de x dans V1 Y V2 
omme préimage de 0 d'une

submersion lo
ale.

3. On supposera de nouveau x P V1 et x R V2 pour x P pV1 Y V2qzpV1 X V2q. Par

ompa
ité de V2, on a inf

yPV2

dpx, yq “ µx ą 0 et on pro
ède 
omme en 2 ave
 µx à la

pla
e de µ.


