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Partie 1

I. 1.Comme f est continue, elle Iest en Og, donc il existe § > 0, ||z|| < § = |f(z) — f(0)] < 1.
Comme f(0) = 0, f est bornée sur la boule de taille §, donc sur la boule unité par linéarité. Au
final ||f|| g est bien définie et & valeurs dans R*. Ensuite si f =0, || f|| = 0 et récriproquement si la
norme est nulle, f est nulle sur la sphére unité, donc partout car si x #£ 0, f(z) = f(a/||z|)||z|| =0
car z/|z|| € S(0,1). Enfin Vf,g € E,

Ve e B, |(f +g)(@)] < [f()|+lg@@)] < [IF] + llgll
donc par passage au sup, | f + gl < £l + llgl

I2 On choisit Ky = A. Comme f est minorée sur A, elle admet un inf fini. Par définition de I'inf,
pour tout € > 0, il existe z € A, tel que f(x) <infa f+e. On choisit 21 = = en prenant e = 1/2. On
définit ensuite K7 comme proposé. Supposons choisis K, et x,, pour n € N*. Par le méme argument
que pour 1, il existe z,41 € Ky, tel que f(zn41) < infg, ., f+1/2""! en prenant € = 1/2" et
on choisit K, 11 comme proposé.

I3 Soit z € K, 11. Alors f(2) < f(2ny1) — €|z — Zpy1||- De plus 2,41 € Ky, done f(a,41) <
f(zn) — €|l — z,]|. On a donc
f(@) < f(@n) = ellz — anll — €|z — zniall < flzn) —€ll(z = 2n) + (Tn41 — 2)|

par l'inégalité triangulaire, d’ou =z € K,,.

I4 Soit x € K,,. On a par I3 z € K,,_1, donc

b < (@) < flan) = elle —aall < b f 172" = el — )
n—1 n—1
soit le résultat car la différence entre les deux derniers termes doit étre positive.

I5 La suite (z,)n est de Cauchy car d’apres 14,
Wp, N € N, oy — ] < 1/(297 1)

car par définition x, € K,_1 et p4n € K1 puisque les K,, sont décroissants. Soit alors > 0. 1
existe p > 1 tel que 1/(2P~1e) < n, d’olt le résultat. Comme E est complet, (z,,),, converge vers un
T € E.

Pour tout n, N € N, z,,4n € K,. Or I'application

(bn B f(x) - f(fUn)GHfU - xn”

est continue comme somme de fonctions continues, donc K,, = ¢,,1([0, +-00[) est fermée dans E car
[0, 400[ est un fermé de R. Donc xy = limy 2,4 v est dans K, pour tout n, donc dans I'intersection.
Par aillerus, soit z € N, K,. Alors ||z — zo|| < 1/(2"¢) pour tout n, donc en passant & la limite
x = xg. Donc N, K,, = {zo}.

I6 Soit x € A avec f(x) < f(xo) — €|Jt — x0]|. On a donc par continuité de ¢,,, pour n assez
grand f(z) < f(xn) — €llx — x,||, soit € K,, pour tout n assez grand, donc par décroissance,
x € N, K, = {x0}, mais alors I'inégalité est fausse.



Partie 2

I11

a. C est ouvert et contient 0, donc il existe ¢ > 0, B(0,¢) C C. Donc pour tout = # 0,
€/(2||z]|)x € C, donc o = 2||z||/e > 0 est dans ensemble, qui est par conséquent non vide. De plus
I'ensemble est dans Rt donc l'inf existe et donc p(z), et on vient de voir que 0 < p(z) < (2/€)]|z]| .
Pour z = 0, 'ensemble est R} donc non vide aussi et p(0) = 0, donc 'encadrement est encore valable.

b. Si z € C, alors a = 1 est dans l’ensemble. Mais comme C' est ouvert, il existe ¢ > 0,
B(x,¢) C C. En particulier, si x # 0, (1 + ¢/(2[|z]|)) € C, donc o = (1 +¢/(2||z|])) ! < 1 est dans
Pensemble, soit p(x) < 1. Si z =0, p(0) = 0 < 1. Réciproquement, si p(z) < 1, alors il existe a > 0,
tel que p(z) <a<letz/aeC.Orze[0,z/a] CC car C est convexe et (0,z/a) € C2.

c. On a

{a>0,(\x)/aeC} = {a>0z/(a/)) eC}
= {\/,d/ >0etx/a/ € C} = Ma>0,z/a € C},

d’ott p(Ax) = Ap(z) car A > 0.

d. Siz/aeCety/p e, alors

ot Loys= et ec

par convexité, donc p(x + y) < o + 8. En passant & I'inf en « et 3, on a l'inégalité souhaitée.

I12.

a. Soient (z,y) € (IntK)?. Alors il existe €, tels que B(x,€) UB(y,e) C C car C est ouvert. Alors
soit t € [0,1] et z = te+(1—t)y € C. Soit 2’ € B(z,¢). Alors 2/ = 2/t +y'(1—t) avec 2’ = .+ (2' —2)
ety =y+ (2 —2). Or ||z — 2| < e implique 2’ € B(z,¢) C C, de méme ¢y’ € C, donc 2’ est dans C
par convexité.

b. IntK C K donc Adh(IntK) C AdhK = K car K est fermé. Soit inversement « € K. Soit
y € IntK. 1l existe € > 0, tel que B(y,e) C K donc pour tout ¢t € [0,1], si a¢ = ty + (1 — )z,
B(zt,te) C K car si z € B(xy,te), alors z = x; + tu avec u € B(0,¢€). Donc z = t(y + u) + (1 — t)
avec y + u € B(y,e) C C. Par convexité, z € C. D’ou z; € IntC pour t €]0,1]. Maintenant x est
limite de la suite (z1/,)n € (IntK)Y, donc K C Adh(IntK)).

Partie 3

II11.
a. On a

p(y +u) + @ —u) > ply +ut+y” —uw) =p +y") > 9@/ +y") =9)+9(")

par les hypotheses et la linéarité de g. C’est ce qu’on veut.

b. Soit z € H. On a donc z = y+tu avec y € G et t € R, de fagon unique car la somme G @& Ru
est directe. On définit h(x) = g(y) + tp(u). C’est bien défini par unicité de la décomposition et h est
linéaire, elle étend g et

h(z) = g(y) +tp(u) < p(y) +tp(u) = ply + tu—tu) < p(y + tu) + p(—tu) + tp(u) = p(y +tu) = p(z).

I112. Soient (z = a — b,y = a’ — V) € D? avec a,a’ € A et b,/ € B. Si t € [0,1], alors
tr+ (1 —1t)y = (ta+ (1 —t)a’) — (tb+ (1 — t)b') ou le premier (resp. second) terme est dans A (resp.
B) par convexité, donc la différence est dans D, qui est donc convexe. Soit x = a—b € D. A est



ouvert donc il existe € > 0, B(a,€) C A. Soit z € B(x,€¢). On a z = (a — b) + u avec u € B(0,¢€),
donc z = (a+u) — b avec a +u € B(a,e) C A, donc B(z,e) C D.Si0€ D, ilexisteac Aetbe B
tels que @ = b, ce qui implique AN B # () ce qui est faux.

b. Pour ¢ > 0, g(txo)
0 € D. Donc g(txg) = —t

0 < p(x). Pour t < 0 et © = txg, x/(—t) = —xg ¢ D — xp sans quoi

c. On étend g a tout F en une forme linéaire continue f telle que f > p comme l'affirme le I111.
Maintenant,

sup f —inf f = sup  f(z —y)=sup f =sup f(z — x0) + f(z0)
A B (z,y)€EAXB D D
= sup f+ f(wo) < sup p+g(zo) <1-1=0,
D—xo D—xzo

ou l'on a utilisé le fait que p < 1 sur C' = D — .

Partie 4

IV 1.
a. Pour (g,¢') € (E')? (a,d') € R? et A € r (x,t) € E x R,

cl)(g,a)+>\(g’,a’)(x7t) = (g + )\g/)(fﬁ) + ((I + /\a/)t = (g(l’) + at) + )\(g/(I) + a/t)v
s0it Dy a)4a(g.a) = Pga + APy s et donc ¢ est linéaire. Elle est injective car ¢(vy,a) = 0 im-
plique en prenant ¢t = 0, Vo € E,vy(z) = 0 soit v = 0 et de méme « = 0. Soit ¥ € Y'. Alors
x € E — y(x) = 9(z,0) définit une forme linéaire sur E continue parce que 9 l'est et x — (x,0)

aussi, et t € R — ¢(0,t) € R est linéaire donc Ja € R, t — 1(0,t) = at. On a p(7y, ) = 1) car ¢ est
linéaire. Donc ¢ est bijective et son inverse est linéaire.

b. Pour ||(z,y)|ly = ||z]| +[t| < 1, on a ||z]| < 1 et [¢{| <1, donc
(s @)z, )] < [y(@)[llzll + |alt] < max(||y]|er, [a]) (2] + 1),
donc |lo(y, @)|ly < max(||v]|g, |o|). De plus, si le max est atteint pour ||| g, alors

sup lp(v,0)(@,t)] > sup  |y(z)] = vllE = max(||y] s, o)
(@) EBXR, |a.t|<1 (@.0)€B, 2] <1

d’oti égalité de la norme et du max. Si c’est || le max, on conclut identiquement.
IV2. Orsi (z,t) € Cq, (2/,t) € Cy et s € 0,1]

st+(1L—s)t" < s(f(zo) —ellz —oll) + (1 — 5)(f(wo) — ella’ — zol])
< fwo) —ells(z — o) + (1 = 8)(2" — wo) || = f(x0) — €| (s + (1 = 5)2") — o],
donc C; est convexe. De plus soit
¢: ExRS (x,t) = t— f(xg) + €l|Jz — o]
L’application ¢ est continue,

Cy = {(z,t) € E xR, ¢(x,t) <0}

avec ¢(—1,z9) < 0. Par continuité de ¢, il existe n > 0, B((—1,z9),n) C E x R telle que
BB (z0,—1),m) < 0, soit B((xo, —1),n) C IntC; et Cy est d’intérieur non vide. Par le II2 on obtient
que IntC est un convexe.



(Par ailleurs notons que C est I'image réciproque de R* par une application continue, donc est
ferm.) L’application
Pi(z,t) e CxRist— f(x)

est linéaire et Cy = {¢p > 0.} On a clairement (z,2|f(z0)|) € C2 donc Cy est non vide. C’est un
convexe car si ((x,t),(2',t')) € C%, alors pour tout s € [0,1], d’'une part sx + (1 — s)z’ € C par
convexité de C', d’autre part

P(s(a,t) + (1 =) (", 1) = sip((x, 1) + (1 = s)yp(a’,t) 2 0,

donc Cs est convexe. Si (x,t) € IntCy N Cs, alors f(z) < f(zo) — €]z — zo|| donc égalité par I'hy-
pothese de ’énoncé. Mais alors ¢(z,t) = 0. Or pour tout n > 0, ¢(z,t +n) = n n’est pas < 0, donc
(z,t+n) ¢ Cy, donc (z,t) ¢ IntCs.

IV 3 a. Par le II12c., il existe une forme linéaire f non nulle continue sur £ x R qui sépare IntC
et Cy. Par le IV1a., il existe (v,a) € E' xR, f = ¢(y,a).

b. Puisque C; = Adh(IntCy)) I12b car Cy est fermé (cf parentheése dans la preuve précédente),
Supe, [ = SUPagn(rntcy) f- De plus supy,,,c, < infe, f et soit @ € Adh(IntCh), alors x = lim,z,
avec ,, € IntCy. On a pour tout n, f(x,) < infe, f donc par continuité de f, on peut passer a la
limite et donc f(z) < infc, f, ce qui implique le que sup sgp, 10, f < infe, f et f sépare Cy et C.

IV 4. On a pour tout x € E, (z, f(xo) — €|z — xo|]) € Cy. Par ailleurs (zo, f(zo)) € Cs. Si
a = 0, on a donc pour tout x € E, g(x) < g(xg), ce qui n’est pas possible puisque si g # 0, g est
surjective, donc non bornée.

Si f sépare deux ensembles, alors f/« aussi si a # 0. On applique cette remarque & (7, ), par
linéarité de p, g = v/a convient.

IV 5. On a pour tout z € R, (z, f(zo) — €||z — zo]|) € Cy. Par ailleurs (zo, f(zg)) € C3. Donc

9() + (f(wo) — €llz — zol|) < Sgp(g +1) < igf(g +1) < g(x0) + f(w0),

soit g(z — xg) < €||lx — x0||. C'est vrai pour tout « € E, donc ¢(y) < €||y|| pour tout y € E, donc par
linérité |g(y)| < €lly|| et donc ||g||gr < €. on a aussi Vz € C, (z, f(z)) € Cy donc on obtient avec la
méme inégalité en prenant & gauche x = xg, g(xo) + f(zo) < g(x) + f(x), donc zo est un minimum
pour f+gic.

IV 6. Soit € > 0 et f € E'. D’apres les questions précédentes, il existe g € E’ telle que —g — f
atteint un minimum sur C, soit f + ¢ un maximum, avec || — g|lgr = ||lgller < €. f + g est aussi
continue, d’ou le résultat.



