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Exercice 1 Soit (u,), une suite de Cauchy et ¢ = 1. Alors il existe N € N, tel que pour tout
p,q > N, |Ju, — uy| < 1. En particulier, pour tout p > N, |u,| < 1+ |uy|. Maintenant, pour tout
n €N, |u,| <max(1 + Juyn|, max;eqo,... n—1} |us|). Donc (uy)n est bornée.

Exercice 2 (a). On a pour tout (z,y) € A x B,

jnf f(x,b) < f(z,y) < sup f(a,y).

acA

Fixons y € B. Alors

sup inf f(z,b) < sup f(a,y).
zcAbEDB a€A

Maintenant, on prend l'inf en y, ce qui donne :

sup inf f(z,b) < inf sup f(a,y)
zcAbDEB Y€B aca

ce qui est le résultat.

(b). Soit A = B = {0,1} et f(0,0) =1 = f(1,1) avec f(0,1) = f(1,0) = 0. On peut choisir
c¢=0,d=1. Alors infpep f(0,b) = f(0,1) =0 et infpep f(1,b) = f(1,0) = 0, donc le sup de cet inf
est nul. Mais sup,c 4 f(a,0) = f(1,0) =1 et sup,c4 f(a,1) = f(0,1) =1, donc I'inf est 1.

Exercice 3 (a). (b,)n converge donc est bornée. Donc il existe C > 1 > 0, pour tout n, 1 <
an + 1/a, < C. Donc 0 < a,, < C, donc (ay,), est bornée. Par le cours, une suite bornée possede
une limite inf et sup finies.

(b). Puisque ¥n,a, €]1,C], alors par comparaison des bornes, ¢, L > 1 d’une part, et puisque
vn, by, > ap, > 1, b =limsup(b,), > 1.

(c). Puisque les lim inf et sup sont des valeurs d’adhérence de (an)n, S0it (@y(,))n Une sous-suite
convergeant vers ¢ (resp. L). Alors puisque ¢,L > 1 > 0, on peut passer a la limite : b = £+ 1/¢
(resp. b=L+1/L),donc £ +1/¢ =L+ 1/L,soit L —¢= (L —¢)/(¢L). Si L # ¢, on peut diviser
par L — ¢, ce qui donne 1 =1/(¢L). Mais ¢ > 1, et L > £ (car L > {) implique L¢ > 1 ce qui est une
contradiction. Donc L = /.

Exercice 4 Soit (uy,), définie par : si n est pair, u,, = 1+1/n. Si n est impair, u,, = 0. Cette suite est
minorée par 0 et majorée par 2, donc bornée. 0 et 1 sont deux valeurs d’adhérences, car us, —, 1 et
Ugn+1 —>n 0. De plus, soit L € R une valeur d’adhérence et u,(,) une sous-suite convergeant vers L.
1l existe une nombre infini de n tels que ¢(n) est pair, ou il existe une nombre infini de n tels que ¢(n)
est impair. Dans le premier cas, on considere la sous-suite des ¢(n) pairs. Elle converge vers 1, donc
L = 1. Dans le second cas, elle converge vers 0, donc L = 0. Par ailleurs, la suite ug, est strictement
décroissante, donc Iapplicatin p € N* — ug, est injective, donc {u,,n € N} D {ug,,p € N} est
infini.

Exercice 5 Par définition de la borne sup, il existe une suite (z,,), dans I'ensemble {},_ ; a;, J fini}
telle que x,, —,, M, donc une suite (J,), de sous-ensembles finis non vides tels que

Z aj —n—oo M

Jj€Jn



Posons J =Upend, C T etz €I\ J,siI#J. Alors il existe N € N, tel que
Z a; > M — ax/Z.
j€IN

Soit J 1= Jy U {z}. On a d’une part que J est un sous-ensemble fini de I, et d’autre part x ¢ Jn
car x ¢ J. Ceci implique que

Zaj >(M—a,/2)+a, >M+a,/2>M

jeJ

car les a; sont > 0. Ceci contredit le caractere majorant de M, donc J = I, et I est dénombrable
comme réunion dénombrable d’ensembles finis.



