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L3-UGA-Institut Fourier

Controle continu 1

La clarté de la rédaction sera prise en compte. Les réponses aux exercices dotvent étre

justifiées.
Exercice 1:
Calculer toutes les primitives des fonctions suivantes en précisant leur domaine de
définition :
a R — R b R — R
x +— xsin(z) x = Vr2+2x+3
c R — R d R — R
sin3(x) 231
T cos8(x) T (z2+1)2
Solution :
1. Tout d’abord, la fonction a est bien définie et continue sur R en tant que produit

de fonctions usuelles. Elle admet donc des primitives sur R et est intégrable
sur tout intervalle compact. D’aprés le théoréme fondamental de ’analyse, une
primitive de a est donné par la fonction :

A : R — R
T fowa(y)dy

v : R — R v : R — R
Posons et
r = oz x = —cos(x)
de classe C! sur R et, pour tout z € R, v/(x) = 1, v'(z) = sin(x). Par la formule

d’intégration par parties, pour tout z € R, nous avons :
xr
Aw) = [ @iy
0
X
— (o)l + [ )y
0

de sorte que u et v sont

= —xcos(z)+ /Oz cos(y)dy

xT

= —xzcos(x) + [sin(y)]}
= —zcos(z) + sin(z).

Maintenant, soit F' une primitive quelconque de a alors il existe C' € R tel que
F=A+C.



2. Nous commencons par remarquer que, pour tout z € R, z? + 2z + 3 =
(r+1)2+2 > 2 > 0 de sorte que b est bien définie et continue sur R par
composition. b admet donc des primitives définies sur R et comme précédem-
ment, une primitive est donnée par :

p : R — R
Considérons la fonction 111\ - Alors ¢ est de classe C*°
x +—» argsh (W)
et, par composition, pour tout t € R, ¢'(t) = % 1 ce qui montre en

(%)

.. . . . : R — R
particulier que la fonction ¢ est strictement croissante sur R. Posons f 9 .
x > cosh®(z)

Alors, pour tout € R, nous avons :

b(z) = Va?+2zx+3

- (oo () ) ()
= 2con (e (1) e (222

= 2f(p(z))¢ ().

Par la formule de changement de variable ainsi que par les formules de trigo-



nométrie hyperbolique, nous en déduisons que pour tout € R :

Bz) = /x2f( ()¢ (v)dy

p(z
_ 9 /
©(0)

o(x)
= 2 cosh2 du
©(0)
o(x)
#(0) 2
_ [sinh(Qu)

»(z)

9 —i—u]

©(0)
Comme ¢(0) = argsh < ) et o(x) = argsh <x\?1> nous en déduisons que :

r+1

B(z) = sinh <2 argsh

(7))
— osinh <argsh ( >> eodln <arg8h ( j§1)>
—2sinh (argsh ( \@» cosh <arg8h (\}i»
+argsh (”7;) argsh < : >

= 2<x\—/|—§1>”1+<33—|—1 1/1+ +argsh >—argsh<\}§>.

Soit F' une primitive quelconque de B alors il existe C' € R tel que FF = B+ C.

. La fonction cos s’annule sur O = {g + kn|k € Z}. Par quotient, la fonction
c est donc bien définie et continue sur R\ O. Elle admet donc des primitives
sur cet ensemble et est intégrable sur tout intervalle compact inclus dans celui-
ci. Nous allons utiliser le théoréme fondamental de ’analyse sur ’intervalle
} 3y 5 [ ce qui nous donne une primitive C' sur cet intervalle définie par :

¢ 153 - R
X — fozc(y)dy
v =530 =
x —  cos(x)
sur ]—g,g[ telle que, pour tout x € ]—%,%[, ¢'(x) = —sin(z). Alors, en

Posons une fonction bien définie et de classe C!

1 1 1
— sinh <2 argsh <\/§>> + argsh (%) — argsh <

V2

)



utilisant que cos?+sin? = 1 et la formule de changement de variable, pour
tout = € ]—g, 5 [, nous obtenons :

T sin?
Clz) = /0 ) dy

cos8(y)

? sin(y)(1 — cos®(y))
|
/ sin(y)  siny)

0

cos®(y)  cosb(y)

_ [T ¢y ?¢'(y)
- /0 ws(y)dw/o @6(y)dy

|: 1 :|COS({E) |: 1 :|cos(z)
= e + [
T’ 5ud |,

1 1 1 . 1
Tcos"(z) 7 bHeosd(xz) 5
Soit F': R\ O — R une primitive quelconque de ¢ sur R\ O alors il existe une
fonction v : Z — R telle que, pour tout k € Z, pour tout z € |Z + km, £ + (k+ 1)n|
, F(z) = C(z) + (k).
. Pour tout x € R, 22 +1 > 1 > 0 de sorte que d est bien définie et continue sur
R par quotient. Comme précédemment, une primitive de d sur R est donnée

par :

D : R — R
T fgg d(y)dy.
D’aprés le théoréme de décomposition en éléments simples, il existe a, b, c,d € R
tels que pour tout z € R :

B =1 ar+b cxr+d
@FIE ~ P4l @1y
(az +b) (2?2 +1) +cx+d
- (22 + 1)2
ar3 +bz®> + (c+a)z+b+d
- (22 + 1)2 :
Par identification, nous obtenons le systéme :
a=1 a=1
b=0 b=0
ct+a=0 e c=—1

b+d=—1 d=-1



Nous avons donc, pour tout z € R :

T z+1
d = —
@) = 2 @y
1 2z 1 2z 1

22241 2(224+1)2 (22 +1)2
de sorte que :

2y 1 2y 1
1 2 (2 +1)2 (y2 +1)

Y2+
1 1 1" r 1
+ —= |- - ———d
I (7 D, 2[ 92+1]0 /0 w2+ 12"
= Z(In(z2+1)+ ! -1 —/xld
-2 22+ 1 o 2+12™
1l nous reste & calculer, pour tout x € R :
—dy = ————d
/0 @+ /0 w17 !
- /0 y? +1 /

1
= i
larctan(y)]; 2/ y+1

D(z) = 5dy

— M‘HO\H
N | =

= arctan(z /
(y? + 1
. : R —- R v : R — R
Posons maintenant “ et 1 desorte que u
y =y y = = y2+1

et v sont de classe C! sur R et pour tout y € R, v/(y) = 1, v/(y) = (1122%)2 Par
la formule d’intégration par parties, pour tout x € R, nous obtenons :

x 2 x
/O(yf—?—lﬁdy = /Ou(y)v’(y)dy

= +/x L g
T T2t ), 2™

T 4 arctan(z)
= —_—— arctan(x).
2 +1



Nous en déduisons que :

— dy = arcta - = — ___d
/0 2+ 12" retan(r) = 5 /0 W2+ 12"

= arctan(z) — 1 < T arctan(:n))
2\ 22+1
arctan(z) N x
2 222 + 1)

Au final, il vient :

1 1
= 3 <1n(x2 +1)+ T—i—xl — arctan(z) — 1) :

Soit F' une primitive quelconque de d alors il existe C' € R telle que F' = D+C.

Exercice 2:

Déterminer la limite des sommes suivantes lorsque n tend vers +oo en les identifiant &
des sommes de Riemann :

n—1 n? ~ 2n—1 n
Sn=2 TmmErs  Sh= 2 g
k=0 k=n
Solution :
0,1] — R
1. Posons [ . ] s 1 qui est bien définie et continue sur [0, 1]

(z—2)(z2+1)
par quotient de fonctions qui le sont dont le dénominateur est non nul sur [0, 1].
Par conséquent, f est intégrable sur [0, 1]. Soit n € N*, pour tout 7 € [0, n],

posons x; = - et pour tout j € [0,n — 1], posons §; = % Introduisons la

subdivision pointée Dy, = {([@i,%it1],&)}icfon—1) de [0,1] de pas constant



Op = % tel que lim &, = 0. Alors, pour tout n € N* nous calculons :
n—+oo

n—1 TL2
Sn = (k= 2n) (kK2 + n?)
n—1 n2
-2 (@) )
_ n—ll 1
=" (E-2) ((8)*+1)
n—1
= (Tr41 — zx) f (&) -
k=0

Ainsi, pour tout n € N*, nous reconnaissons que S, est la somme de Riemann

de f associée a la subdivision pointée D,,. Comme f est intégrable sur [0, 1],

un résultat du cours indique que lirf S, = fol f(z)dz. Par ailleurs, d’apres le
n——+00

théoréme de décomposition en éléments simples, on sait qu’il existe a,b,c € R
tels que, pour tout z € [0,1] :

a bx +c
=—— 4+ ——. 1
fla) = =+ 01)
En multipliant par = — 2, il vient :
o (x —2)(bz + ¢)
2+1 2+1

En évaluant en x = 2, il vient a = % En multipliant (??) par x et faisant
tendre z vers +00, nous obtenons b = —% puis en évaluant (??) en x = 0 par

exemple, il vient ¢ = —% ce qui nous donne, pour tout x € [0,1] :

1 1 aaF 2
fz) = 5<x2_fv2+1>
1
)

1 1 2 2
r—2 2z2+1 z2+41)°




En utilisant les primitives usuelles, il vient :

[ln(x2 + 1)](1) -2 [arctan(x)](l)>

N | =

[ s@ir = & (tne—2id -
1
:

3 2m
o 57
3 T

. 3 s
2. Soit Fo [1;2] : HIQ une fonction bien définie et continue donc intégrable
z2

sur [1,2]. Avec les mémes notations que ci-dessus mais changeant,pour n € N*,
[0, n] par [n, 2n—1], la subdivision pointée est, , Dy, = {([@i, Tit1], &) bien,2n—-1]
et, pour tout n € N*, nous avons :

2n—1 n
Sn o= D 13

k=n

2n—1

11
:Zﬁﬁ

k=n n2

= P ar(8).

k=n

Comme précédemment, nous avons :

lim S, = /Qf(ar)dx.
1

n—-+00

Or ff f(z)dx = [—%ﬁ = 1. Nous en déduisons que :

lim S, = —.
n—+o00 2

Exercice 3:



Soit a,b € R avec a < b, f : [a,b] — R une fonction bornée, M = sup f(z) et

z€[a,b]
m = ir[lfb]f(x). Soit n € N* et u = (;);c[o,n) une subdivision de [a,b]. Pour tout
z€|a,
i € [0,n —1], on note m; = inf  f(z)et M; = sup f(x). On définit alors la

:E€[$i,$i+1] xe[:pi,xi_‘_l]
somme de Darboux inférieure s, (f) de f par :

n—1
su(f) = Zmi(xz'—i-l — ;).
i=0

De la méme maniére, on définit la somme de Darboux supérieure S, (f) de f par :

n—1
Su(f) = zMi(ﬁCz‘H — Zi).
=0
Rappelons que le diamétre de la subdivision u est défini par d(u) = sup |41 — x4

i€[0,n—1]
De plus, notons &([a, b],R) ensemble des fonctions en escaliers sur [a,b]. Notons éga-
lement 5;{ = {p € &([a,b],R)|f < ¢} et & = {¥ € &€([a,b],R)[¢ < f}. L'intégrale
inférieure de f est alors *f;f = sup{ffﬂ;(m)d:ﬂw € &} alors que l'intégrale supé-

ri.eure de f est *fff = inf{ff p(x)dz|p € Ef}. On supposera que ces quantités sont
bien définies.
(1) Soit w une subdivision de [a, b]. Montrer que s,(f) < *ff f

Solution :

Soit n € N* et pour tout ¢ € [0,n], z; € [a,b] tels que, pour tout j € [0,n — 1],
T; < Tjt1 et zo = a, T, = b de sorte que u = (2;);¢[o,n]- Pour tout j € [0,n—1],
pour tout x €]z, x;jq1[, on pose p(x) = m; et pour tout i € [0,n], on pose
o(x;) = f(x;). Alors, par définition, ¢ est en escalier. De plus, pour tout j €

[0,n — 1], pour tout z €]z, xj+1], p(x) = m; = - inf ]f(y) < f(z). Nous en
55T 41

déduisons que ¢ € SJ?. De plus, par définition, nous avons :

b n—1
/ p(@)de = 3 m(m5e1 — 25) = su(f).
a j=0

Par deéfinition de *f; f, nous voyons que s,(f) = f; p(x)dz < *f; f.

(2) Soient u,v des subdivisions de [a, b] telles que v est plus fine que u. Montrer que

sulf) < su(f).



Solution :
On écrit les subdivisions u et v tels que u = {z; € [a,b]|i € [0,n]} et v = {y; €
[a,b]|7 € [0,m]} avec v C v donc m > n. On peut supposer que m > n sinon
le résultat est direct. On note yj,, -+, yj,._,, € v\ u tels que yj, < --- < yj,. ..
Nous allons montrer par récurrence finie que s,(f) < s, (f).
1. Posons v1 = wU {y;, }. Alors, il existe ¢ € [0,n — 1] tel que y;, €|z, ziq1].
Notons mj, ; = inf f(z) et my, ;41 = inf  f(x). Pour tout z €
z€[Ti,yj; ] €[y, ,Tit1]
|23, yj, [Cl2i, iq1[, nous avons m; < f(z) de sorte que m; est un minorant
de {f(z) € Rlz €]z;,y; [} doit m; < my, ;. De la méme maniére, nous
avons m; < my, i+1. Nous en déduisons que :

n—1
sulf) = ) mp(zrer — zp)
k=0

i—1 n—1
= > mg(@ren — k) F i@ — 3 + Y k(@ — o)
k=0 k=it1
1—1 n—1
= > mp(@rer — zk) F mi(@ig — Yy Y —T) > mp(Ther — T)
k=0 k=it1
i—1 n—1
= Z My (Trr1 — k) + Mi(Tit1 — Y5y) + My, — 20) + Z my(Tpr1 — o)
k=0 k=i+1
i—1 n—1
< D m(@ren — o) + g i@ — ) F mgan (Wi — @)+ Y ma(@en — o)
k=0 k=i+1

= su.(f)-
Nous avons donc montré que s, (f) < sy, (f).

k
2. Supposons que pour un certain k € [1,m—n—1] et vy = uU <U {yjl}>,
=S

on ait 5,(f) < sy, (f). On pose alors vy = vg U{y;,,, }. Comme dans la
premiére partie, nous avons alors sy, (f) < sy, (f)-

m—n

Comme v = uU ( U {Z/jz}> , par récurrence finie, nous en déduisons que s, (f) <
=1l

su(f)-

(3) Soit g une fonction en escalier sur [a,b] telle que g < f. Soit k,n € N*, u =
(z:)ic[o,n] une subdivision quelconque de [a,b] et v = (y;);c[o,r) une subdivision
adaptée a g. Soit 7 € [0,n — 1].



a. Supposons qu’il n’existe pas d’indice j € [0, k] tel que y; € [z, zi11]. Montrer
que f;i“(g(a:) —m;)dz < 0.

Solution :

Soit j; = sup{y; € [a,b]|ly; < z;} ou le supremum existe et est atteint
puisque nous avons un ensemble fini. Alors, nous avons y;; < x; puisqu’il
n’existe pas d’indice j € [0,k] tel que y; € [x;,xi41]. Par définition du
supremum, nous avons ¥;,+1 > ¥; et donc yj;4+1 > x;4+1 par hypothése, de
sorte que [x;, Zi+1] C]Yj;, Yj+1[- Comme g est en escalier et v est adaptée
a g, il existe ¢j; € R telle que pour tout x €]y;,,yj,+1[, 9(z) = ¢;,. Comme
g < f, pour tout z €ly;,, yj,+1[, nous avons g(x) = ¢;; < f(x). En particulier,
pour tout z € [x;,xit1], ¢;, < f(z) de sorte que ¢;, est un minorant de
{f(z) € Rlz € [z, z41]} dou ¢j;; < inf  f(x) = m; par définition. Par

xe[xi,xzurl]
croissance de l'intégrale, nous en déduisons que :

Ti+1

Tit1
/ (9(z) —my)dx = / (¢j; —my)dz < 0.
b. Supposons qu’il existe un indice j € [0, k] tel que y; € [z, z;11]. Montrer que
Jo (g(x) —mi)da < (M —m)d(u).

Solution :

Par définition de m, nous savons que, pour tout x € [a,b], m < f(x) donc,
pour tout x € [z;,xiy1], m < f(x) d’ott m est un minorant de {f(z) € R|x €
[z, xit+1]} ce qui entraine que m < m; et donc que —m; < —m. Par ailleurs,
pour tout = € [a,b], g(x) < f(z) < M par définition de M. Par somme,
pour tout = € [a,b], (9(x) — m;) < (M — m). Par ailleurs, par définition,
(241 — x;) < 0(u). Par croissance de l'intégrale, nous en déduisons que :

[ 6@) = mayde < (0 —m) (@i =) < (4 = )5

comme souhaité.

c. Soit I = {i € [0,n—1]|35 € [0,k], yj € [z, xit1]} tel que card(l) < 2k.
Déduire des questions précédentes que f;g(:z:)daz — su(f) < 2k(M —m)o(u).
Solution :

D’aprés les questions précédents, pour tout ¢ € [0,n — 1] \ I, nous avons

[+ (g(x) —m;)dz < 0 et pour tout ¢ € I, nous avons [+ (g(x) —m;)dx <

Ty



(M —m)d(u). D’apres la relation de Chasles, il vient :

n—1

/a ' g(@)ds — sulf) — Z / (@) — g; (s — )

Tit1 Ti4+1
= Z/ g(z )dx—/ m;dx

=0

S / " (g(w) - mi)da

i=0 Y ¥i

371+1 337.+1
- / —my)dx + Z/ —my;)dz

zE[[On I \VASE iel
< (M - m)s(u)

i€l
< card(1)(M — m)d(u)
< 2k(M —m)d(u)

comme souhaité.

d. Déduire des questions précédente que, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que,
pour tout subdivision u de [a, b] de diamétre inférieur & 0, 1’on ait ff g(x)dr —
€ < su(/f)

Solution :
Soit € > 0. Si M = m, alors la question précédente montre que f;g(x)dx <

su(f) d’ou f;g(a:)d:r — € < $yu(f). Supposons donc que M > m. On pose

alors 6 = m Alors pour toute subdivision u telle que d(u) < J, nous
avons :

b
/ 0@z — sul(f) < 26(M — m)o(u)
< 2k(M —m)é
< €.
Le résultat s’ensuit.

(4) Déduire de la question précédente un autre théoréme de Darboux :
Théoréme 0.1. Pour tout € > 0, il existe 6 > O tel que pour toute subdivision u
de [a,b] de diamétre inférieur a §, on a 0 < f f—su(f



Solution :
Soit € > 0. Par définition de *f; [ il existe g € &, telle que *f;f —

f;g(az)da: de sorte que *f; f— f;g(m‘)daj < 5 . D’apreés les questions précédentes,
il existe 6 > 0 tel que, pour toute subdivision u de [a,b] de diameétre inférieur a
J, ffg(a:)dm — 54(f) < §. Nous en déduisons alors que :

*/abf‘su(f):/a / dw+/bg<>dx—su<f>

< +

*

N
l\D\m

Par ailleurs, la question 1 montre que *fabf — su(f) = 0. Ceci montre bien le
résultat souhaité.

(5) On note d(f) = sup s, (f) ou le supremum est pris sur toutes les subdivisions u de
u
[a,b]. Montrer que d(f) = *f; f.
Solution :

D’aprés la question 1, pour tout subdivision u de [a,b], nous avons s,(f) <
*ff fde sorte que *fff est un majorant de {s,(f)|u subdivision de [a,b]} et
par défintion du supremum, nous avons d(f) < ff f. Par ailleurs, pour tout
n € N* on salt qu’il existe 9, > 0 et une subdivision u, de pas inférieur a 9,
telle que f f— 1 < sun(f) < d(f). D’ou, par passage a la limite, il vient que
f f= lim f f — 1 <d(f). Au final, nous obtenons bien d(f) = *f; f-

n—+oo *



